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1 Introduction

Figure 1. Comportement asymptotique d'une marche prudente

Nous tenons tout d’abord a remercier notre encadrant pour le temps qu’il nous a consacré, ses nombreux
conseils et toutes les corrections qu'’il a apporté a notre dossier.
En mathématiques, une marche auto-évitante (SAW) est une séquence de mouvements sur un réseau qui
ne visite pas le méme point de plus d’une fois. SAW ont d’abord été introduite par le chimiste Paul Flory
dans le but de modéliser le comportement de polyméres. Une question importante concernant des marches
auto-évitantes est ’existence de la limite d’échelle lorsque la longueur tend vers I'infini et la taille du réseau
tend vers zero. Actuellent, la conjecture de Schramn -Loewer dit que la limite d’échelle de 'auto-évitante est
SLEg;3 . Dans notre exposé on va considérer un modéle simplifi¢ de marche auto-évitante, pour lequel il est
facile de analyser et obtenir des informations intéressantes comme sa limite d’échelle. Il s’agit & chaque instant
t, une direction est autorisée si et seulement si la demi droite dans cette direction, partant de la position de
la marche & l'instant ¢ ne rencontre aucun site déja visité. Plus précisement, soit v la marche. Dans la base
(e1,e2) de Z2 une direction e € (ey,+es), est autorisée si et seulement si {y; + ke, k > 0} N, = 0.
On avance ensuite en choisissant le pas a faire uniformément parmi les directions autorisées. On remarque
qu’il y a toujours au moins deux directions autorisées et ainsi la marche est toujours définie contrairement a



la marche auto évitante classique. Nous nous sommes astreints & comprendre et démontrer un résultat issu
d’une publication de 2009 due & Beffara, Velenik et Friedli sur les comportement de la limite d’échelle de ce
modéle :

Théoréme 1 Dans un espace de probabilité convenable, on peut construire une marche prudente v, un mou-
vement brownien W et un couple de variables aléatoires 1,09 a valeurs dans {1, —1} telles que Ve >0 :

limy o0 P(SUpg<ocy |7 — Zg/lt"@HQ >e)=0

avec , pour u € [0,1], :

~f

Z;n,az = /0 (Ull{W(s)ZO}e_i + Ugl{W(S)<O}€_§)dS (1)

n

Le mouvement brownien W et les 2 " signes " aléatoires 01,09 sont indépendants et P(o1 = s,09 = §') =

1.pour s,s' € {1,-1}

Dans ce théoréme, on peut voir que la marche prudente choisit deux directions et alterne une suite de
sauts dans ces deux directions, dont la loi fait intervenir les zéros d’un mouvement brownien.

2 Excursions et modéle du coin

2.1 Excursions

2.1.1 Quelques définitions

Ry

k+1

Figure 2

Qualitativement, si ’on connait la taille horizontale et verticale de la marche alors on peut trouver les direc-
tions accessibles. On introduit donc :



Av={yeZ:FxecZ, (v,y) €Ny} Bi={z€Z:FyeZ,(x,9) €Yo} (2)
Et :
Tmin = Min Ay s Ymin = Min By, Tyer = mMax Ata Ymaz = Max By (3)

Alors la marche a Uinstant ¢ est dans la rectangle R; dont le coin en bas a gauche est (Zmin, Ymin) €t celui
en haut a droite est (Zymaz, Ymaz)- Et il est clair que 7; reste toujours sur le bord du rectangle. La taille du
rectangle est défini par : Hy :=| By | et Wy :=| A; | , en particulier : Hy = Wy = 1. On dit que la marche
visite le coin en s € {0, ..,t} si s coincide avec un des coins de Ry;. Comme on I'a vu dans 'introduction,
qualitativement la marche se comporte comme un processus de saut, avec 2 types d’excursions, verticales et
horizontales .

Sans perdre de généralité, on suppose que le premier pas est dans la direction €7, ie 7; = €1 et donc on peut
définir par récurrence la suite de temps aléatoires :

To:=0
Up:=inf{t >0: H >1} -1
et pour tout k£ > 0 :
Terr=inf {t>Up : We > W1} —1
Ugyr1=1inf {t > Tpq1: Hy > Hy1} — 1

Les temps T, ou Uy, sont les moments o le rectangle augmente de taille. Donc, pendant (T}, Ux], la marche
fait une excursion verticale, notée E}, le long du bord de R; , de méme, pendant (Uy,Tk11), elle fait
une excursion horizontale, notée E,? On pose : Xy, := Wr,,, — Wr,, accroissement horizontal de EY, et
Yy := Hr,,, — Wr,, Paccroissement vertical de E,? En particulier, X > 1 et Y > 1.



2.1.2 La marche effective

Mg, =m

Figure 3

On construit la marche effective comme un processus qui a le méme accroissement vertical que ’excursion
et a un déplacement horizontal de longueur 1 . Plus précisement, soit €1, €2, ... des variables aléatoires iid a
valeur dans Z telles que P(e; = k) = %(%)W . Soit Sg = 0,5, = €1 + €2 + ... + €. On appelle S,, la marche
effective et on note 7z le premier moment ot Sy, sort de l'intervalle [0, L—1] : nz, := inf{n > 0: S, ¢ [0, L—1]}.
Etant donné que dans notre modéle, on regarde loin dans une direction pour vérifier si elle est accessible, il
suffit donc de connaitre la taille du rectangle a I'instant 7T} pour déterminer la taille de I'excursion Xy, :

Lemme 1 Pour tout k > 0,m > 1,

P(Xk =m | vom1,)) = Pe,, =m) (4)

P(Ys=m|v0,u,) = Pliw,, =m) (5)

Preuve :

11 suffit de montrer (4). On peut en fait supposer qu’a I'instant T}, la marche est au coin en bas a gauche.
Conditionnellement & I'événement {X, = m} N {Hyp, = h}, I'excursion E} peut étre décomposée sous la
forme (a1, o, ..., m—1, ), ot les o; sont des sauts élémentaires de longueur I; € [-h+1,h—1]NZ et [ est
un segment vertical de longueur [ € [—h, h] N Z, la distance pour que l’excursion atteigne le coin au moment
m. Donc on trouve :

P(Xk =m[70,1:0) = X(ar,am,..am_1,5) P(1)--D(Qm—1)p(B)



ot la somme porte sur toutes les possibilités de (aq, g, ..., am—1, B) avec p(ay;) = %(%)“i‘ ( d’apres la propriété

d’auto évitement ). Donc en dualité avec la marche effective avec des accroissements ¢; :
plar)..plam—1) = Pler =1, s €mo1 = lin—1)
De plus si I < 0, ie la marche descend a 'instant m alors :
p(ﬂ) = %(%)Il\ = %ijmﬂ(%)m = P(Sm <0 | Sm—1 :| l |)
De méme sil >0 :
p(B) = P(Sm 2 | Syt = h— 1 - 1)
En résumé :
P(Xx =m | v0,1,) = P(S1 €[0,h—1],...,;Sp-1 €[0,h =1}, 8 ¢ [0,h —1])

D’ou le résultat .

2.2 Modéle du coin

En fait, on va montrer que presque stirement, la marche va visiter un seul coin du rectangle une infinité
de fois, ce qui va simplifier notre modéle par passage au modeéle du coin. D’abord on va voir le lemme de la
ruine du joueur qui porte sur la probabilité de sortir d’un intervalle.

2.2.1 Lemme de la ruine du joueur

Pour se donner une idée, on va considérer d’abord le cas d’une marche simple en dimension 1 :

Lemme 2 On consideére une marche aléatoire simple en dimension 1 . Soit n = 1, = min{n > 0,5, < 0}
alors :

Pl(n>2n)= \/% +0(%)

Preuve : Comme la marche est symétrique on a, V k < 2n :
Pl(n =k, S = x) = P'(n = k)pan—k(x) = P'(n = k)pan—r(—2) = P'(n = k, S2n = —1)
En sommant de 1 & 2n on trouve que :
Pl(n <2n, Sy, =)= PY(n < 2n,S, =—1)
La symétrie implique aussi que
PY(Sy, =2 +2) = P(Sy, = —1)

Comme Vz > 0, PY(n > 2n, Sa, = —x) = 0 donc :

P'(np>2n) = ZP(U > 2n, Sa, = T)
x>0
= Z(p?n(laz) *an(l,*-fC)
x>0
= Zp2n(1;z+2)7p2n(1771')
x>0

= p2n(0,0) =47 (2") L Lo

n



Lemme 3 Soit n,. = inf{n, Sa,, < 0 ou Sz, > r} alors
ey P(S,, > 1) < &LVr >0

Preuve : Remarque I’événement {S,, > r} = { la marche sort de I'intervalle [0, r] par r avant 0 }.
Sy, est une marche simple donc si S, < 0 alors :—=1 <5, <0
En plus M,, = Shin(n,y,) st une martingale bornée, donc E[S,, ] = 0. Donc :

0=FE[S,.] > E[S,,,Sy,. >r]—1>rP(S,. >r)—1

D’ou le résutat.

Le résultat général sur le temps pour perdre et le temps pour gagner est trouvé dans le théoréme 5.1.7
de [4] :

Théoréme 2 On fire K < 00,5,b >0 et 0 < p <1 et on pose A(K,J,b, p) l'ensemble des distributions sur
X telles que :

E[X:]=0
E[X7] < K?
P(X1>1)>0
inf, P(S,..,S,2 > —n) >b
p < P(Sy < —n).

Alors pour tout K,0,b,p , il existe 0 < ¢1 < cg < 00 tels que X1, Xo, ... sont des variables aléatoires iid dont
les distributions sont dans A(K,8,b,p) : V0 <z <7 :

1 1
c1x+ SPZ(n>r2)§c2x—: (6)
1 1
a2 < Pr(s, 2 <o (7)
T T

On s’intéresse au temps pour sortir d’un intervalle :

Lemme 4 1[I existe co > 0 tel que pour tout L > 1, et n < coLA/3

P >n) > =2

S

Preuve :
On pose 1y = inf{n >0:S, > L —1}, donc on a :

Pine >n) = P =n,mp 2n)

= P > 1) = P(ne > n,mp < n)
> P(f)o 2 n)— P(np <n)

Mais on sait d’aprés (6) que P(ne > n) > % pour un certain c3 > 0. Et d’aprés I'inégalité de Doob-
Kolmogorov :

E[ISal?] _ 2n
I? I’

P(ng <n) < P(maxi<j<n | S |2 L) <



2.2.2 Visite du coin

On appelle maintenant Ay ’événement qui consiste & ce que la k ieme excursion contienne la diagonale
du rectangle droit qui relie Ty et Uy ou la diagonale du rectangle qui relie Uy et Ty 1.
On va montrer que pour k assez grand, la taille du rectangle est grande, donc il est difficile pour la marche
de traverser le rectangle.

Théoréme 3 [l existe un constant cy tel que :

c
P(Ag) < k4—1/3 pour k assez grand 9)
En particulier, P(limsupy, Ax) = 0, et p.s il n’y a qu’un coin par lequel la marche passe une infinité de fois.
Preuve : On va montrer d’abord un lemme :

Lemme 5 Il existe cq,c5 tels que :

P(Wr, < esk??) < exp(—csk/?) (10)

P(Hp, < csk?) < exp(—cqk/?) (11)

Soit m = [k/2]. Comme X; > 1 et Y; > 1 pour tout 4, on a alors Hy; > m, Wz, > m pour tout j > m.
Soit I; I'indicatrice de I'événement {X; > cam?/3}. Donc, on a pour tout j > m :

P(L; =110,1;) P(l;=1| Hr,)

Py, > cam™?)

> Py > com™?)
> 02_3/277172/3
Soit p = ¢y 322/ 3 alors les I; peuvent étre couplés en des variables de Bernoulli de paramétres p. Donc :

Wr, = Z;:ol X; > com?/3 Zf;ln I;, d’ott 'on trouve :

P(Wr, <27%3¢,k%%) < P(I; =0,Yj =m, ...k —1)
< (1-p"
S e_c4k1/3

On démontre maintenant le théoréme 3, on pose A} I'événement lors duquel E} traverse le rectangle qui
passe par Ty et Uy. On a :

P(AY) < P(Hr, < csk??) + P(AY | Hy, > csk?/?)

Le premier terme est traité dans le lemme (5). Le deuxiéme terme correspond en fait & la probabilité pour
que S, issue de 0 touche l'intervalle [C5k4/ 3. 400) avant d’étre négative. Donc d’aprés le lemme 3

P(A} | Hr, > esk*?) < 5%

Par le lemme de Borel Cantelli, on a P(limsup, Aj) = 0, ie il existe ng tel que pour tout k > ng la marche
ne traverse plus les rectangles et ne fasse que des excursions sur le bord, et comme la marche de dimension
1 est récurrente alors presque stirement la marche prudente passe par un seul coin une infinité de fois.



2.2.3 Le couplage avec le modéle du coin

—
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Figure 4. Modéle du coin avec des excursions indépendantes

Par la théoréme 3, on peut considérer que la marche aléatoire conserve la méme direction et évolue tou-
jours le long du coté du rectangle qui entoure la trajectoire Rew = {(z,y)eZ? | x < 0,y < 0}
Une direction dans la base (e7, €3) est autorisée si et seulement si {y; + k€, k > 0} N (Y0, U Rsw) = 0.
On construit alors la marche 4 de cette maniére. On peut cogsidérer une de ces trajectoires sur le modéle

de la Figure 4. Comme pour v, on note respectivement € et sZ les excursions le long des cotés verticaux et
horizontaux du rectangle autour de la trajectoire. Celles-ci sont indépendantes car il n’y a pas de dépasse-
ments. On peut aussi se ramener aux excursions de la marche prudente a partir de €}, et EZ . On considére
les excursions (e}, e%)x>1 données. On peut alors construire les (Ez,gg)kzl comme sur la figure 5. S’il n’y
avait pas dépassement alors on ne change pas ’excursion ; sinon on enléve le début de ’excursion, jusqu’au
premier dépassement. D’aprés le lemme 1, les excursions modifiées sont celles de la marche prudente.



Figure 5. D'aprés le lemme 1, on coupe le trajectoire a l'instant il
dépasse H,

Soient my = 7r, ,(2) — ming,_, <i<v,, (3¢(2)), m} = v, (2) — ming, _, <e<m, (Fe(1))
ol z(1) et z(2) sont les coordonnées dans Z? de x. Si m} > [, soit #;, le premier instant tel que T3 < ¢ <
Uk—1 et 1, (2) —3:(2) =1 + 1, et soit Trunc;(€}) la restriction de €} aprés t;.
On définit de méme les notations correspondantes pour les excursions verticales. Posons Hy = 0 et définis-
sons :

) £ sim? < Hy
51 == -~ .
Truncy, (e¥) sim} > Hy
Soit X le déplacement horizontal correspondant a ¥ (cf figure 3), et soit Wy = Xp. On pose alors :
Eh _ 5}11 si m}f S WO
1= 3 .
Truncy, (eh) si mp > Wy

On définit de méme par récurrence (5?, E?) j=1,...k : on pose X le déplacement horizontal pendant ’excursion

g} et Y; le déplacement vertical pendant I'excursion 5;?. Soit Hy =Yy + ... + Yi—1, et :

10



—

- €ri1 si my, < Hy,
k+1 — v CRN )
Truncy, (e},,) simj > Hy

De méme, soit Wy, = Xg+ ... + X et :

o { S si ml < W,
k41 7 Y g omh
Truncyw, (e,,) simy > W
Par construction, les excursions verticales et horizontales de la marche prudente se succédent. Ainsi, les
G EZ) k>1 correspondent exactement aux excursions de la marche aléatoire aprés avoir appliqué la bonne
procédure et presque stirement ¥ = £ et el = &% (sauf pour un nombre fini de k).
Par le théoréme, la marche prudente v reste dans un seul quadrant et se confond avec la marche du modéle
du coin 4 aprés un certain nombre de pas. Par des considérations évidentes de symétries, chaque quadrant a

une probabilité 1/4 d’étre choisi et 'on supposera que le premier quadrant est celui choisi (événement appelé

Q).

Théoréme 4 Pour tout e >0, on a :

1. 1
lim P Ry = =7 |2 —0
A ({Oigr;t} 157 = 77 22 €] Q1)

Preuve : Toujours d’aprés le théoréme, les 2 processus v et ¥ adoptent le méme comportement en un
temps fini. A partir de ce moment la distance entre les processus est constante : sup;> | 9 — vt [[1< o0. En
renormalisant le résultat par 1/t on obtient bien le résultat du Théoréme 4.

3 La limite d’échelle

Comme on I’a vu dans le chapitre précédent , il suffit de considérer le modeéle du coin pour montrer le
théoréme 1. Dans ce modéle, les excursions horizontales et verticales sont iid de méme loi :P(X = n) ~ —7.
On sait que un processus stable de 'indice 1/2 est une limite en loi d’une suite de processus de Poisson
composés avec la mesure vy, (dz) = 0%1{121 /n}- De plus, 'ensemble des zéros du mouvement brownien suit
la méme loi que I'image de ce processus. C’est en fait 'idée du théoréme suivant :

Théoréme 5 Dans un espace de probabilité convenable, on peut construire 74 et un mouvement brownien W
tels que :

limysoe P(sUPg< e 1256 — Z14 2 > €) = 0

(voir le théoréme 1 pour la notation )

11



T, Ts T3

Figure 6

L’idée principale est de construire un processus .S associé & 4 qui relie au mouvement brownien :
B+— S+—S+—4%

D’abord, on associe & S, la marche effective définie en 2.1.2, une suite de temps d’arrét : 79 = 0 et pour
ke ZZO :

Tok+1 = inf{n > 11 : Sy, < Spy,. b
Tok4+2 = mf{n > Tok41 - Sn > ST%+1}

Il est clair que T;x4+1 — 7% a la méme distribution que 7 . On définit le dépassement comme Ay = 0, et pour
tout k € ZZO s

A2}’@-{-1 =-1- (STZk+1 - ST2k)

A2k+2 =+1- (ST2k+2 - S‘I’2k+1)

12



Grace a la propriété d’absence de mémoire de la loi géométrique, pour tout k ,(—1)**1A} est une variable
aléatoire positive suivant la loi géométrique de parameétre 1/2. Posons :

S o= S0+ 350 Ajley<n

En fait, d’aprés la définition de S , pour tout k on a : ST% =0et S, —1. Donc on peut décomposer la

2kl
trajectoire de S en 2 types d’excursions : celles issues de 0 & -1 et celles de -1 & 0. En utilisant la procédure
inverse de celle du 2.1.2 sur les excursions de type 1 on construit des excursions verticales de 4, de méme
pour les excursions de deuxiéme type on trouve des excursions horizontales de 4. Et d’aprés le lemme 1, les

deux processus ont méme loi . Maintenant, on va montrer que la distance entre .S et S nest pas trop grande.

Lemme 6 Pour tout § >0 ,

lim P( max | Sp — Si |[>nl/4+0) =0 (12)

n—oo 0<k<
Preuve : D’aprés la définition de S, ona:Sy— S, = SNO(k) — Aky1/2, avec Sy = Z;V:O A, A =
(A; + Ajy1)/2 et No(k) :=max{j > 0:7; < k}. Il est clair que les variables A; sont iid et symétriques, en

particulier Sy est une martingale. Donc si L := n!/4+9,

lim P( mkax | Sk — S, [> n1/4+6) < lim P(max | SNU(IC) |> L/2)

n—oo n—oo

< lim P( max |S;|>L/2)

n—00 F<No(n)

<  lim P(max | S; 1> L/2) + hm P(No(n) > L?)
n—o0
Le premier terme tend vers 0. Pour le deuxiéme, vu que P( =n) ~ n’3/ 2 on peut montrer que

lim,, o P(No(n) > L?) =
X positive (qui en fait une dlstrlbutlon stable de 'indice 1/2). Et le fait que : {No(n) > L?*} = {SL2 < n}
donc :

P(No(n) > L?) = P(Sp2 <n) = P(%22 < L) ~ P(X < -L5)
Donc limy,—» P(No(n) > L?) = 0 En plus on peut donner des relations plus fortes :

Lemme 7 Soit 1/8 > § > 0. Pour tout ¢ >0, on a :

k
lim P( max | — Zl{s S0p — Z Lig,>n1/atsy [>€) =0 (13)
[t

n— 00 1<k<n

L% Zl{s 0~ 2 Hseninn [ =0 (14

Preuve : D’aprés le théoréme local de la limite centrale (voir par exemple chapitre 10 chez Breiman) on a :
E[Z?:1 1\S¢|<n1/4+5] < C7ns/4+6
Donc :
lmy o0 P(321 1 Ljsy|<pi/ats > n3/4729) =0
Observons que le signe de Sy et S est le méme lorsque | Sy [> n'/4+ (lemme 6). Or

k k
P(maxlﬁkﬁn | %Zi:1 1{&_-20} - %Zi:1 1{S¢Zn1/4+5} |>€)

13



k k
< P(maXen/a<ken | 5 2im1 Lgis0) = 2oict 1s,zni/avsy [> €/2)

En fait, il existe un lien trés fort entre la marche effective S et le mouvement brownien B, que l'on peut
voir dans [7] : Dans un espace de probabilité convenable, on peut les construire tous les deux tels que pour
n assez grand :

P(I;1<ax | S — 0By, |>n'/*) < e (15)
ou 02 = 2 est la variance de ¢; . D’aprés le lemme 6 , pour tout § > 0
: _ 1/4+6y _
Jim. P(Il?gaii | Sy — 0B |>n )=0 (16)
On peut voir que (16) et (12) sont de la méme forme donc avec la méme méthode on a :
Lemme 8 Soit 1/8 > § > 0. Pour tout e >0, on a :
1 [* 1<
nh—>n<§o P(lgll?%(n | E /0 1{BSZO}d5 - E Zl 1{S¢2n1/4+5} |> 6) =0 (17)
1k 1<
Jm P 5 [ timcoyds = 13 sy 2. =0 (18)
Posons maintenant :
0" (Siom) = L 5 50y€t0 (Sjo,n) =1 — 07 (Spo.n))
k=0
t
07 (Bpo,y) = / 1ip,>0yet0” (Bjo,y) =t — 07 (Bjoy)
0
Avec ces notations on peut déduire des lemmes 4.2 et 4.3 :
. 1 1 ~
ve >0, lim P({Iglgf} | E9+(B[o,k]) - 59+(S[O,k]) [>€) =0 (19)

Et 'on a la méme formule pour 9’(§[07k]) et 0 (Bjo,x))-
Posons encore, pour m > 0, N N
Ty =07 (Sjom)el + 67 (So.m))es

Zm = 07 (Bjo.m)) et + 0 (Bjo.m))€3
On déduit de (12) que Ve > 0,

1 1
lim P( sup |[|-Tp——=Znll2>€)=0
n—o00 {0<m<n} n n

Soit n € N, on pose t(n) = >, (1+ | S; — 8;i_1 |). t(n) correspond au temps tel que les points S, et At(n)
coincident (cf figure 6).
Lemme 9 Pour tout € > 0,

. 1. 1
lim P( sup || —t(m) — EFWHQ >e)=0

14



Preuve : On utilise le Lemme 4.1 et le fait que pour tout § > 0 : maxg<x<n | Sk |< n'/?*9 avec une probabilité
tendant vers 1 a Uinfini. Il reste a expliciter le temps ¢(n) en fonction de n.

Lemme 10 Pour tout € > 0,

lim P( sup |t(m)— gm |>en) =0 (20)

n—00 {0<m<n}
Preuve : Sachant que lim,, o, P(Nop(n) > n!/?+%) =0, pour tout &, on a :
lim,, 0 P(SUP{ogmgn} | 2211 |§1 — §i71| — Z;n;l |SZ — Si71| |> en)

= limy— 00 P(SUP{o<imany | Doins 18i — Sica| = 2 1Si — Sia| |[> en, No(n) < n'/2+9)

et comme
m N N m No(n)
supr<men | Y| Si=Sica [ =) 1S = Sical [ > | A
=1 =1 =1

on déduit que :

limy, 00 P(SUP{ogmgn} | 2111 |§1 — §i71| — 221 |SZ - Si71| |> en)

nl/4+s

<limpo POy |Ai] > en) =0.
D’aprés I'inégalité de Doob-Kolmogorov, et comme E(] S; —S;—1 |) = E(| & |) = 4/3,
lt o0 PSP (0 | Hm) — S [> en)
< limyp 00 P(Sup{ogmgn} | o (4 | Si = Sia | —% |>en) =0

En fait, il est plus pertinent d’exprimer n en fonction de t : n(t) = inf{n > 0,¢(n) > t}. Cependant,
comme t(n + 1) — t(n) =| 41 |, on obtient directement du lemme précédent que

lim¢ o0 P(supgo<s<sy | n(8) — 3s|>et)=0
En résumé on a pour tout ¢ > 0
limy 0 P(SUpgcscy |+9s — $2357)l2 > €) =0
Or:
17357 = f035/7(1{wszo}51 + Lw.<oy€3)ds = Z!

En posant W, = By:/ \/E, on a le résultat.
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