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Introduction

Derri�re ce titre �nigmatique se cache une interrogation c�l�bre de physique statistique � la
percolation� On cherche ici � mod�liser des milieux al�atoires� comme celui constitu� de grains de
caf� que l	eau doit traverser pour atteindre le 
ltre�

En tant que probl�me math�matique� la percolation est assez r�cente puisqu	elle date des ann�es
���� mais elle a connu de nombreux d�veloppements depuis� Nous limiterons ici notre �tude au
premier cas qui est int�ressant � celui de la percolation par ar�tes sur le r�seau cubique Zd� o� les
ar�tes sont d�clar�es ouvertes avec une certaine probabilit� p� et ferm�es sinon� ind�pendamment
les unes des autres �voir la simulation sur la premi�re page�� Ce mod�le est d� � Broadbent et
Hammersley ������ � les ar�tes correspondent alors aux passages que les gouttes d	eau peuvent
emprunter� Notons qu	on pourrait aussi envisager de contr�ler les sommets plut�t que les ar�tes �
c	est la percolation par site� que nous n	�tudierons pas ici et qui est en fait un probl�me plus g�n�ral�

M�me avec ce mod�le en apparence simple� de nombreuses questions surgissent� On peut par
exemple se demander si dans le graphe obtenu il existe une composante connexe in
nie� et si dans ce
cas elle est unique� minorer la probabilit� de traverser un rectangle dont on fait tendre la taille vers
l	in
ni� � � Ici� nous allons pr�senter quelques r�sultats de base� notamment l	existence d	une transi�
tion de phase et le th�or�me de Russo�Seymour�Welsh� qui montre qu	il existe avec une probabilit�
signi
cative des circuits dans un anneau en dimension d � ��
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� D��nitions et premiers r�sultats

��� Notions de base

Dans cette section� nous allons d�
nir les principales notions utilis�es dans le cadre de la perco�
lation sur Zd� Pour commencer� d�
nissons le graphe sur lequel nous allons travailler�

D��nition �	�	 On note Ld le graphe associ� � Zd� L	ensemble de ses sommets est Zd� et celui de
ses ar�tes� not� E d � relie les points distants de �� On �crira � Ld � �Zd� E d�� On note � x� y � l	ar�te
reliant x � y� quand ces points sont adjacents�

Introduisons maintenant les probabilit�s�

D��nition �	�	 Soit p � 	�� �
� Soit ���F � Pp� l	espace de probabilit� d�
ni par � � �
Q

e�Ed f�� �g�
F est la tribu produit �engendr�e par les cylindres 
nis de ��� et

Pp �
Y
e�Ed

�e

o� �e est la mesure de Bernoulli sur f�� �g� donn�e par �

�e���e� � �� � q� �e���e� � �� � p avec p� q � �

On peut interpr�ter un �l�ment � � f��e�� e � E
dg comme une con
guration de la percolation

sur le graphe Ld � une ar�te e �tant dite ouverte si ��e� � �� et ferm�e sinon� Sur l	espace ���F � Pp�
ainsi d�
ni� chaque ar�te a une probabilit� p d	�tre ouverte� et q d	�tre ferm�e� ind�pendamment
des autres� Dans la suite� on notera Ep l	esp�rance sous la probabilit� Pp� et pour A � F � �A la
fonction indicatrice de A�

Pour simuler un processus de percolation sur Ld � on peut se donner une famille �X�e�  e � E
d �

de variables al�atoires ind�pendantes uniform�ment distribu�es sur 	�� �
 � le vecteur al�atoire �p
d�
ni par �

�p�e� �

�
� si X�e� � p
� si X�e� � p

r�alise alors une con
guration de �� chaque ar�te �tant e�ectivement ouverte avec une probabilit� p�

D��nition �	�	 On d�
nit sur � la relation d	ordre � par �

�� � �� � ���e� � ���e� � e � E
d

Elle peut se traduire en termes d	inclusions d	ensembles �

�� � �� � K���� � K����

o� K��� � fe � E
d  ��e� � �g� Cette relation d	ordre n	est �videmment pas totale� L	application

qui associe K��� � � est une bijection de � dans P�E d ��
Pour la simulation de percolation d�crite pr�c�demment� on a l	in�galit�

�p� � �p� si p� � p��

elle nous fournit donc un couplage utile entre les di��rentes valeurs de p�
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D��nition �	
	 Un chemin de Ld est une suite x�� e�� x�� e�� � � � � en��� xn de points xi et d	ar�tes
distinctes ei �� xi� xi�� �� Un tel chemin est dit de longueur n� et il relie x� � xn� Il est ouvert si
toutes les ar�tes qui le composent sont ouvertes� ferm� si toutes ses ar�tes sont ferm�es�

Les chemins que nous consid�rons sont donc par d�
nition constitu�s d	ar�tes disjointes�

D��nition �	�	 Un circuit dans Ld est une suite x�� e�� x�� e�� � � � � en��� xn� en� x� o� x�� e�� x��
e�� � � � � en��� xn est un chemin� et en �� xn� x� �� Un tel circuit est de longueur n� �� Il est dit
ouvert si toutes les ar�tes qui le composent sont ouvertes� ferm� si toutes ses ar�tes sont ferm�es�

D��nition �	�	 On appelle domaine ouvert une composante connexe du sous�graphe al�atoire
de Ld contenant Zd et les ar�tes ouvertes� On note C�x� le domaine ouvert contenant le point x�

Les points de C�x� sont les points de Z
d que l	on peut relier � x par un chemin ouvert� et

les ar�tes de C�x� sont les ar�tes ouvertes joignant les points de C�x�� Dans le cas de Ld � il y a
invariance par translation de l	ensemble des points� Zd� et de la mesure Pp� La distribution de C�x�
ne d�pend donc pas du point consid�r�� et on va s	int�resser dans la suite � C���� qu	on notera
simplement C�

��� Le ph�nom�ne critique

D��nition �	�	 On d�
nit la probabilit� de percolation par

	�p� � Pp�jCj ����

Elle peut �galement s	exprimer sous la forme

	�p� � �	
�X
n��

Pp�jCj � n��

On voit facilement que � jCj � � si et seulement si il existe une suite in
nie x�� x�� x�� � � �
de points distincts avec x� � � et � xi� xi�� � ouverte pour tout i� On a 	��� � �� 	��� � �� et 	
est une fonction croissante de p� En e�et� il su�t d	utiliser le couplage introduit pr�c�demment �
si p� � p�� on a �p� � �p� � d	o� P ��p� � fjCj � �g� � P ��p� � fjCj � �g�� c	est���dire
Pp��jCj ��� � Pp��jCj ����

Le ph�nom�ne caract�ristique de la percolation est l	existence d	une valeur critique pc de p pour
laquelle on observe une transition de phase �

	�p�

�
� � si p � pc
� � si p � pc

pc�d� est la probabilit� critique� elle est d�
nie formellement par �

pc�d� � sup fp  	�p� � �g�
Dans le cas d � �� le probl�me est sans int�r�t � en e�et� 	�p� � � d�s que p � �� donc pc��� � ��

Dans toute la suite� on s	int�resse au cas d � ��

Comme on peut injecter Ld dans Ld�� par projection� l	origine de Ld�� est contenue dans un
domaine ouvert in
ni d�s que l	origine de Ld est contenue dans un domaine ouvert in
ni� On a donc
l	in�galit� suivante �

pc�d� �� � pc�d� pour d � ��

Le th�or�me suivant assure qu	il y a un ph�nom�ne critique non trivial en dimension sup�rieure
ou �gale � deux�
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Th�orme �	�	 Si d � �� alors � � pc�d� � ��

D�monstration� On sait que pc�d��� � pc�d� pour d � �� donc il su�t de montrer que pc�d� � �
pour d � �� et que pc��� � ��

Prouvons d	abord pc�d� � � pour d � �� et pour cela que 	�p� � � pour p assez petit� Notons

�n� le nombre de chemins de Ld de longueur n d	origine �� et N�n� le nombre de chemins ouverts
parmi ceux�ci� Chaque chemin de longueur n est ouvert avec une probabilit� pn� donc

Ep	N�n�
 � pn
�n��

Si � est dans un domaine ouvert in
ni� il est l	origine de chemins de n	importe quelle longueur� donc

	�p� � Pp�N�n� � �� � Ep	N�n�
 � pn
�n� pour tout entier n�

Introduisons ��d� la constante de connectivit� du graphe �

��d� � lim
n���


�n���n�

L	existence de cette limite d�coule d	un th�or�me classique sur les suites sous�additives� En e�et�

 v�ri
e 
�n � m� � 
�n�
�m� pour tous m�n � N� un chemin de longueur n � m s	obtenant
en accolant un chemin de longueur n et un chemin de longueur m� La suite �ln
�n��n est donc
sous�additive� ce qui entra�ne que

�ln
�n���n
 � � R � f	�g

quand n 
 ��� Donc 
�n���n converge vers une constante ��d� positive� Comme 
�n� � dn� en
consid�rant les chemins dont chaque coordonn�e est croissante� ��d� � d � ��

Par ailleurs� on a aussi 
�n� � �d��d	��n�� � lorsqu	on parcourt un chemin partant de l	origine�
on a �d choix au d�part� et moins de �d 	 � � toutes les �tapes suivantes �on ne peut pas utiliser
l	ar�te que l	on vient d	emprunter�� On en d�duit que

��d� � �d	 ��

En reprenant la majoration de 	�p�� on obtient

	�p� � �p��d� � o����n 
 � pour p��d� � �

quand n 
 ��� Pour p � �
��d� � 	�p� � �� ce qui implique que pc�d� � �� Ceci conclut la premi�re

partie de la preuve� On a m�me d�montr� le r�sultat plus fort �

pc�d� � �

��d�
� avec ��d� � �d	 ��

Prouvons maintenant que pc��� � �� Il su�t pour cela de montrer que 	�p� � � pour p assez
proche de �� Consid�rons le graphe dual de L� � Il s	agit du r�seau de sommets fx� ��� �

�
� �� x � Z

�g�
et d	ar�tes les segments joignant deux sommets voisins� On l	obtient simplement en translatant le
quadrillage initial de ��� �

�
��� Chaque ar�te de L

� croise une unique ar�te de son dual� Une ar�te
du graphe dual est dite ouverte ou ferm�e selon qu	elle croise une ar�te respectivement ouverte ou
ferm�e du graphe initial� On obtient ainsi un ph�nom�ne de percolation sur le graphe dual� chaque
ar�te ayant encore une probabilit� p d	�tre ouverte� La 
gure � illustre cette construction�
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Fig� �� Le graphe L� avec son dual�
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Fig� �� Un domaine 
ni contenant l	origine� entour� par un circuit ferm� du graphe dual�

Supposons maintenant que C est 
ni� et regardons sur la 
gure � ce que donne une telle situation �
on voit que si l	on est dans ce cas� l	origine de L� est � l	int�rieur d	un circuit ouvert du graphe
dual� On peut donc dire que jCj �� si et seulement si l	origine de L� est � l	int�rieur d	un circuit
ouvert du dual� Comptons maintenant le nombre de ces circuits� Soit �n� le nombre de circuits du
dual de longueur n encerclant l	origine de L� � Chacun de ces circuits passe par un point de la forme
�k � �

� �
�
�� pour un k avec � � k � n � en e�et� il passe forc�ment par un tel point avec k � � pour

pouvoir �tre � droite de l	origine� et il ne peut passer par �k � �
� �

�
�� avec k � n car dans ce cas� sa

longueur serait au moins �n� Ainsi� un tel circuit contient un chemin de longueur n	 � ayant tous
ses sommets distincts partant d	un sommet �k � �

� �
�
� �� Or� le nombre de ces chemins est au plus
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n
�n	 ��� donc

�n� � n
�n	 ���

Soit � un circuit du dual contenant l	origine de L� � et soitM�n� le nombre de ces circuits de longueur
n qui sont ferm�s� On peut alors �crire �

X
�

Pp�� ferm�� �
�X
n��

qnn
�n	 ��

�

�X
n��

qn�q���� � o����n��

�� si q���� � ��

o� q � �	 p� la sommation �tant e�ectu�e sur tous les circuits �� On a doncX
�

Pp�� ferm��
 � quand q � �	 p � �

par un argument de convergence domin�e� donc on peut trouver � satisfaisant � � � � � tel que

X
�

Pp�� ferm�� � �

�
pour p � ��

D	apr�s la remarque initiale� on a �

Pp�jCj ��� � Pp�M�n� � � pour tout n�

� �	 Pp�M�n� � � pour un certain n�

� �	
X
�

Pp�� ferm��

� �

�
pour p � ��

ce qui prouve que pc��� � � � �� et conclut la preuve�

En utilisant le lemme de Borel�Cantelli� on peut m�me prouver l	in�galit� �

pc��� � �	 �

����
�

En e�et� si q���� � �� X
�

Pp�� ferm�� ��

donc presque s�rement� il existe un nombre 
ni de lacets ferm�s autour de �� Cela entra�ne qu	il
existe une composante connexe in
nie� car toute composante connexe 
nie est � l	int�rieur d	un
circuit ferm� du dual entourant l	origine� Or si on avait 	��� � �� on aurait Pp�jC�x�j � �� � �
pour tout sommet x� ce qui contredit l	existence presque s�re d	un domaine ouvert in
ni� On a donc
bien 	��� � �� d	o� le r�sultat�
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Le graphe L� poss�de une propri�t� tr�s int�ressante � il est son propre dual� Un argument de
dualit� similaire � celui que l	on vient d	utiliser semble indiquer que pour d � �� la transition de
phase a lieu en pc��� � �

� � On peut montrer que c	est e�ectivement le cas� mais c	est loin d	�tre
�vident � c	est un r�sultat d� � Kesten ������ Nous verrons dans la derni�re partie que l	on a
pc��� � �

� �

Nous allons maintenant d�montrer une cons�quence de ce th�or�me concernant la probabilit�
d	existence d	une composante connexe ouverte in
nie�

Th�orme �	�	 La probabilit� ��p� qu�il existe un domaine ouvert in�ni v�ri�e

��p� �

�
� si 	�p� � �

� si 	�p� � �

D�monstration� L	�v�nement � L
d a un domaine ouvert in
ni  ne d�pend pas de l	�tat de tout

sous�ensemble 
ni d	ar�tes� Par la loi du tout ou rien� � vaut  ou �� Si 	�p� � �� alors

��p� �
X
x�Zd

Pp�jC�x�j ��� � ��

En revanche� si 	�p� � �� alors

��p� � Pp�jCj ��� � �

donc ��p� � ��

Donc presque s�rement� si p � pc� il n	existe pas de domaine ouvert in
ni� et si p � pc� il en
existe un� On peut d�montrer que dans ce cas� il en existe en fait un seul� Par contre� ce th�or�me
n	indique rien lorsque p � pc � la situation d�pend de la continuit� de 	�

� Quelques outils indispensables

��� Variables al�atoires monotones

D��nition �	�	 Une variable al�atoire N sur l	espace mesur� ���F� est dite croissante si elle
v�ri
e

� � ��  N��� � N����

et d�croissante si 	N est croissante� ce qui revient � dire que l	in�galit� a lieu dans l	autre sens�

Un �v�nement A � F est dit croissant si sa fonction indicatrice �A l	est� c	est���dire si

�� � A� ��� � F � � � ��  �� � A

et d�croissant si 	�A est croissante� ce qui est �quivalent au fait que �A est croissant�
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Un �v�nement est donc croissant si l	adjonction d	ar�tes ouvertes facilite sa r�alisation� C	est
le cas de l	�v�nement � L	origine appartient � une composante ouverte in
nie  � plus on rajoute
d	ar�tes� plus il a tendance � se produire� Un autre exemple important� dont nous nous servirons
par la suite� est l	�v�nement

A�x� y� � fIl existe un chemin ouvert de x � yg�

Le th�or�me suivant para�t alors naturel �

Th�orme �	�	 Si N est une variable al�atoire croissante sur ���F�� on a

p� � p�  Ep� 	N 
 � Ep� 	N 
�

En particulier� si A � F est un �v�nement croissant�

p� � p�  Pp��A� � Pp��A��

D�monstration� Soit N une variable al�atoire croissante sur ���F�� Il su�t d	utiliser le couplage
introduit dans la premi�re section� Avec les m�mes notations� si p� � p�� on a �p� � �p� donc
N��p�� � N��p��� Par cons�quent� E	N��p��
 � E	N��p��
� Cette derni�re in�galit� est le r�sultat
souhait��

Ce th�or�me entra�ne notamment que 	�p�� qui est la probabilit� pour que l	origine soit dans un
domaine ouvert in
ni� est une fonction croissante de p�

La monotonie est une propri�t� importante pour bien d	autres raisons� Elle permet en e�et
d	�tudier la corr�lation de plusieurs �v�nements � nous allons voir dans les sections suivantes qu	on
peut estimer la probabilit� de A � B �ou d	autres �v�nements fabriqu�s � partir de A et B� en
fonction de celles de A et B� ce qui peut �tre d�licat en g�n�ral�

��� L�in�galit� FKG

La premi�re in�galit� que nous allons d�montrer� attribu�e � Fortuin� Kasteleyn et Ginibre� relie
la probabilit� de A � B � celles des �v�nements A et B lorsqu	ils sont croissants� Dans ce cas� la
croissance entra�ne une sorte de � d�pendance positive  � Par exemple� s	il existe un chemin de x �
y� il devient plus probable qu	il y en ait un de u � v�

Th�orme �	� �In�galit� FKG�	 Si X et Y sont des variables al�atoires sur ���F� croissantes

et L�� on a

Ep	XY 
 � Ep	X
Ep	Y 
�

En particulier� si A � F et B � F sont des �v�nements croissants�

Pp�A �B� � Pp�A�Pp�B��

D�monstration� La seconde in�galit� r�sulte de la premi�re appliqu�e aux fonctions caract�ris�
tiques �A et �B de A et B� Il su�t donc de prouver la premi�re partie du th�or�me�

Consid�rons tout d	abord le cas o� les deux variables al�atoires ne d�pendent que d	un nombre

ni d	ar�tes� On peut alors d�montrer l	in�galit� FKG par r�currence sur le nombre n d	ar�tes qui
interviennent�

�



Supposons donc que les variables al�atoires croissantes X et Y ne d�pendent que de l	�tat des
ar�tes e�� e�� � � � � en� Si n � �� X et Y sont uniquement fonction de l	�tat ��e�� de l	ar�te e�� qui
vaut � ou �� On remarque alors que

�X����	X������Y ����	 Y ����� � �

pour tous ���� ��� � f�� �g� � X et Y �tant croissantes� les deux facteurs sont du m�me signe� En
sommant cette in�galit� sur l	espace f�� �g� muni de la mesure produit usuelle de param�tre p� on
obtient

E	�X����	X������Y ����	 Y �����
 � �

et cette somme vaut ��Ep	XY 
	Ep	X
Ep	Y 
�� d	o� le r�sultat pour n � ��

Supposons maintenant que nous ayons d�montr� le r�sultat pour tout k � n� et que X et Y sont
des variables al�atoires croissantes ne d�pendant que des ar�tes e�� e�� � � � � en� Alors

Ep	XY 
 � Ep	Ep	XY j��e��� � � � � ��en���

�

Lorsque l	on 
xe ��e��� � � � � ��en���� X et Y sont des fonctions croissantes de la seule ar�te en� d	o�

Ep	XY j��e��� � � � � ��en���
 � Ep	Xj��e��� � � � � ��en���
�Ep	Y j��e��� � � � � ��en���
�

Puis

Ep	XY 
 � Ep	Ep	Xj��e��� � � � � ��en���
�Ep	Y j��e��� � � � � ��en���

�

Par ailleurs� Ep	Xj��e��� � � � � ��en���
 et Ep	Y j��e��� � � � � ��en���
 sont croissantes et ne d�pendent
que de �n	 �� ar�tes� On peut donc appliquer l	hypoth�se de r�currence� pour obtenir

Ep	Ep	Xj��e��� � � � � ��en���
�Ep	Y j��e��� � � � � ��en���


� Ep	Ep	Xj��e��� � � � � ��en���

�Ep	Ep	Y j��e��� � � � � ��en���

�

D	o� 
nalement

Ep	XY 
 � Ep	X
Ep	Y 
�

Justi
ons maintenant le passage � la limite� Soient X et Y des variables al�atoires croissantes
L�� et �en�n�N� une �num�ration des ar�tes de Ld � On pose

Xn � Ep	Xj��e��� � � � � ��en�
 et Yn � Ep	Y j��e��� � � � � ��en�
�

On sait que Xn 
 X et Yn 
 Y lorsque n
�� Pp�p�s� et dans L�� On en d�duit que

Ep	Xn

 Ep	X
� Ep	Yn

 Ep	Y 
 et Ep	XnYn

 Ep	XY 


quand n
�� Par ailleurs� comme Xn et Yn sont des variables al�atoires croissantes ne d�pendant
que des ar�tes e�� � � � � en� on peut utiliser la premi�re partie de la d�monstration �

Ep	XnYn
 � Ep	Xn
Ep	Yn
�

Il su�t alors de prendre les limites des deux membres quand n 
 � pour obtenir l	in�galit�
voulue�

�



L	in�galit� FKG peut se r��crire sous la forme Covp	X�Y 
 � �� ou Pp�AjB� � Pp�A� dans le
second cas �� condition que l	on ait Pp�B� � ��� Remarquons �galement qu	il est possible de se
ramener � l	in�galit� FKG lorsque l	on dispose de deux variables al�atoires X et Y monotones �res�
pectivement deux �v�nements A et B monotones�� quitte � consid�rer 	X et!ou 	Y �respectivement
�A et!ou �B��

On peut aussi s	int�resser � plus de deux �v�nements �

Corollaire �	�	 Si les �v�nements A�� � � � � An sont croissants�

Pp

�
n�
i��

Ai

�
�

nY
i��

Pp�Ai��

D�monstration� Notons pour commencer qu	une intersection �quelconque� d	�v�nements crois�
sants est croissante� Les �v�nements Ai �tant croissants� l	�v�nement

Tn
i��Ai l	est �galement� Donc

d	apr�s l	in�galit� FKG�

Pp

�
n�
i��

Ai

�
� Pp�A��Pp

�
n�
i��

Ai

�
�

On conclut par r�currence�

Soient C�� C�� � � � � Cn des familles de chemins de Ld � et pour tout � � i � n� Ai l	�v�nement � Il
existe un chemin ouvert dans Ci  � Alors

Pp

�
n�
i��

Ai

�
�

nY
i��

Pp�Ai��

L	in�galit� FKG reste valable pour des graphes plus g�n�raux G � �V�E�� avec V in
ni d�nom�
brable � si x et y sont deux sommets�

Pp�fx��g� � Pp�fx� yg � fy ��g� � Pp�fx� yg�Pp�fy ��g��

Si G est connexe� Pp�fx� yg� � � donc

Pp�fy ��g� � � Pp�fx��g� � �

et r�ciproquement� On a donc d�montr� le r�sultat suivant �

Th�orme �	�	 Si G � �V�E� est un graphe connexe� V �tant d�nombrable� la probabilit� critique

ne d�pend pas du sommet choisi comme origine�

��� L�in�galit� BK

L	in�galit� FKG fournit une minoration de Pp�A � B� en fonction de Pp�A� et Pp�B�� Pour
obtenir une in�galit� dans l	autre sens� l	id�e est de remplacer l	�v�nement A � B signi
ant que A
et B ont lieu tous les deux� par l	�v�nement A � B selon lequel A et B ont lieu sur des ensembles
disjoints d	ar�tes de Ld � D�
nissons cet �v�nement plus pr�cis�ment�

��



D��nition �	�	 Soient e�� e�� � � � � en n ar�tes distinctes de Ld � A et B deux �v�nements croissants
ne d�pendant que de l	�tat de ces ar�tes� que l	on note � � ���e��� � � � � ��en��� " un tel � est associ�
l	ensemble K��� de ses ar�tes ouvertes� On d�
nit l	�v�nement A �B comme l	ensemble des � pour
lesquels il existe H � K��� v�ri
ant � si �� est la con
guration telle que K���� � H� et ��� celle
telle que K����� � K���nH� alors �� � A et ��� � B� C	est l	occurrence disjointe de A et B�

Ici� H et K���nH r�alisent une partition de l	ensemble des ar�tes de �� A�B est donc l	ensemble
des con
gurations telles que l	on peut s�parer en deux parties l	ensemble des ar�tes ouvertes� l	une
assurant l	occurrence de A� et l	autre celle de B� On remarque que l	on a A � B � A �B�

#tudions un exemple� Pour E une partie 
nie de E d � et x� y des sommets de Ld � on note AE�x� y�
l	�v�nement � Il existe un chemin ouvert dans E reliant x � y  � Alors AE�u� v� � AE�x� y� est
l	�v�nement � Il existe deux chemins dans E d	ensembles disjoints d	ar�tes� l	un reliant u � v� et
l	autre x � y  � Alors si on sait que AE�u� v� a lieu� il para�t naturel de penser que l	�v�nement
AE�u� v� � AE�x� y� a une probabilit� inf�rieure � celle de l	�v�nement AE�x� y� seul � en e�et� le
fait que AE�u� v� ait lieu nous indique la pr�sence d	ar�tes ouvertes� mais un certain nombre d	entre
elles doivent �tre utilis�es pour construire un chemin de u � v� C	est l	id�e contenue dans l	in�galit�
BK� due � Van den Berg et Kesten �

Th�orme �	
 �In�galit� BK�	 Si A � F et B � F sont des �v�nements croissants ne d�pendant

que de l��tat d�un nombre �ni d�ar�tes e�� e�� � � � � en�

Pp�A �B� � Pp�A�Pp�B��

D�monstration� On peut se placer sur l	espace de probabilit� ���G� Pp� o� � � f�� �gn� G � P���
et Pp est la mesure produit usuelle� Consid�rons l	espace produit ����G�� P �p�� avec �� � � � ��
G� � G�G et P �p � Pp�Pp� Un point de ��� sera not� �x� y�� o� x � �x�� � � � � xn� et y � �y�� � � � � yn��

Prenons maintenant A et B deux �v�nements croissants dans G� Soient A� l	ensemble des �x� y�
tels que x � A� et pour � � k � n� B�

k l	ensemble des �x� y� tels que �y�� y�� � � � � yk� xk��� � � � � xn� � B�
Ce sont des �v�nements croissants de l	espace produit� D	une part� on a

Pp�A � B� � P �p�A
� � B�

���

et d	autre part� comme A� et B�
n sont d�
nis en fonction d	ensembles de coordonn�es disjoints�

A� �B�
n � A� �B�

n� d	o�� P
�
p �tant une mesure produit�

P �p�A
� � B�

n� � P �p�A
��P �p�B

�
n� � Pp�A�Pp�B��

Il s	agit donc de d�montrer l	in�galit� P �p�A
� �B�

�� � P �p�A
� � B�

n�� et pour cela� nous allons prouver
que

P �p�A
� �B�

k��� � P �p�A
� � B�

k� pour � � k � n�

Pour cela� �crivons A� � B�
k�� comme la r�union disjointe de deux �v�nements C� et C�� d�
nis

par

C� � f�x� y� tels que A� �B�
k�� a lieu quelle que soit la valeur de xkg�

C� � f�x� y� tels que xk � � et tels que A� � B�
k�� a lieu�

mais n	aurait pas lieu si on avait xk � �g
� fA� � B�

k a lieu ssi xk � �g � fxk � �g�

��



Nous allons partitionner de nouveau C� en deux �v�nements� Si �x� y� est un point de ��� on dira
que I � f�� �� � � � � ng entra�ne A� si pour tout �u� v� � ��� ui � xi pour tout i � I implique que
�u� v� � A�� De m�me� I entra�ne B�

k si les deux conditions ui � yi pour tout i � I� i � k� et vi � xi
pour tout i � I� i � k� assurent que �u� v� � B�

k� On d�compose alors C� en C� � C �� � C ��� � avec
C �� � C� � f�x� y� pour lesquels il existe I � f�� �� � � � � ng

tel que k � I� I entra�ne A� et �I entra�ne B�
k�� g�

C ��� � C�nC ���
C �� est donc le sous��v�nement de C� correspondant aux �x� y� pour lesquels xk contribue de mani�re
essentielle � A��

L	id�e est alors de construire une injection � de A� � B�
k�� dans A� � B�

k pr�servant la mesure�
On pose� pour �x� y� � A� �B�

k���

���x� y�� �

�
�x� y� si �x� y� � C� �C ��
�x�� y�� si �x� y� � C ���

o� �x�� y�� est le point de �� obtenu � partir de �x� y� en �changeant xk et yk� Montrons que � a bien
les propri�t�s voulues� ce qui ach�vera la preuve� Tout d	abord� C� � A� � B�

k� car si �x� y� � C��
A� et B�

k�� ont lieu s�par�ment quelles que soient les valeurs de xk et yk� De m�me� C �� � A� � B�
k�

En e�et� si �x� y� � C ��� alors A
� et B�

k�� ont lieu s�par�ment� et il est possible de trouver une
occurrence disjointe pour laquelle xk contribue essentiellement � A�� donc ne contribue pas � B�

k���
Par cons�quent� �x� y� � A� � B�

k� En
n� si �x� y� � C ��� � alors xk � � et il existe I � f�� � � � � ngnfkg
tel que I entra�ne A�� et �I entra�ne B�

k��� Pour la con
guration ���x� y�� � �x�� y��� I et �I entra�nent
respectivement A� et B�

k� d	o� �x�� y�� � A� � B�
k�

Montrons maintenant que � est injective� Elle l	est sur C� � C �� car elle co$ncide avec l	identit�
sur C� et sur C ��� Elle est �galement injective sur C

��
� � Il su�t donc de montrer qu	il n	existe pas de

�x� y� � C ��� tel que ���x� y�� � �x�� y�� � C��C ��� Supposons qu	il en existe un� Si �x�� y�� appartenait
� C�� les valeurs de xk et yk ne seraient d	aucune importance en ce qui concerne A� � B�

k��� ce qui
contredirait le fait que �x� y� � C ��� � C�� Le point �x�� y�� ne peut pas non plus appartenir � C ��� car
on aurait alors xk � � et yk � �� �x� y� et �x�� y�� �tant respectivement dans C ��� et C ��� � est donc
bien une injection de A� � B�

k�� dans A
� �B�

k�

En
n� on v�ri
e ais�ment que � pr�serve la mesure P �p � P �p����x� y��� � P �p��x� y�� pour tout
�x� y� � A� �B�

k��� On a donc bien l	in�galit�

P �p�A
� � B�

k��� � P �p�A
� � B�

k��

ce qui permet de conclure�

Tout comme l	in�galit� FKG� ce r�sultat peut �tre g�n�ralis� � plus de deux �v�nements crois�
sants� Pour pouvoir it�rer� il faut remarquer que l	op�ration � est associative� et que si A et B sont
croissants� A � B l	est aussi� Il vient alors �

Corollaire �	�	 Si les �v�nements A�� � � � � An sont croissants et ne d�pendent que d�un nombre �ni

d�ar�tes�

Pp�A� � � � � � An� �
nY
i��

Pp�Ai��

��



La condition selon laquelle les �v�nements ne d�pendent que d	un nombre 
ni d	ar�tes n	est
en g�n�ral pas contraignante � elle peut facilement �tre contourn�e� L	exemple suivant est caract��
ristique� Soient C�� C� � � � Cn des familles de chemins de Ld � Pour tout � � i � n� introduisons Ai

et Ai�k� les �v�nements � Il existe dans Ci un chemin ouvert  et � Il existe dans Ci un chemin
ouvert qui est enti�rement contenu dans la boule B�k�  �k � N

��� Alors en appliquant l	in�galit�
pr�c�dente aux �v�nements Ai�k�� puis en prenant la limite quand k 
�� on obtient

Pp�Il existe des chemins ouverts disjoints c� � C�� � � � � cn � Cn� �
nY
i��

Pp�Ai��

ce qui peut �tre mis en parall�le avec le r�sultat fourni par l	in�galit� FKG �

Pp�Il existe des chemins ouverts c� � C�� � � � � cn � Cn� �
nY
i��

Pp�Ai��

��� La formule de Russo

Si A est un �v�nement croissant� nous savons d�j� que la fonction p �
 Pp�A� est croissante� Ci�
tons pour conclure cette section une formule permettant d	estimer la variation de Pp�A� en fonction
de p� " cette 
n� nous avons besoin d	une petite d�
nition�

D��nition �	�	 Soient A � F un �v�nement� et � une con
guration� Nous dirons que e � E
d est

une ar�te pivot pour le couple �A��� lorsque �A��� �� �A��
��� �� �tant la con
guration obtenue �

partir de � en changeant uniquement l	ar�te e�

Ainsi� e est une ar�te pivot pour �A��� si l	�tat de e permet � A d	avoir lieu ou de ne pas avoir
lieu� L	�v�nement � e est une ar�te pivot pour A  est alors l	ensemble des con
gurations � telles
que e est une ar�te pivot pour le couple �A���� Remarquons que cet �v�nement est ind�pendant de
l	�tat de e� donc que

Pp�e est une ar�te pivot pour A� �
�

p
Pp�e est une ar�te pivot pour A et est ouverte��

Si A est croissant� e est pivot si et seulement si A a lieu lorsque e est ouverte� et n	a pas
lieu lorsque e est ferm�e� Prenons pour A l	�v�nement � L	origine appartient � un domaine ouvert
in
ni  � Alors e est une ar�te pivot si lorsqu	on la supprime� une de ses extr�mit�s est dans un
domaine ouvert 
ni contenant �� et l	autre extr�mit� est dans un domaine ouvert in
ni�

Nous pouvons maintenant �noncer la formule de Russo�

Th�orme �	� �Formule de Russo�	 Soit A un �v�nement croissant ne d�pendant que d�un nombre

�ni d�ar�tes de Ld � Alors

d

dp
Pp�A� � Ep	N�A�
�

N�A� �tant le nombre d�ar�tes pivots pour A�

��



y

x

Fig� �� Cette con
guration pr�sente � ar�tes pivots �en gras� pour l	existence d	un chemin ouvert
joignant x � y�

D�monstration� Soit p � �p�e��e�Ed une famille de r�els compris entre � et �� et �X�e��e�Ed
des variables al�atoires ind�pendantes distribu�es uniform�ment sur 	�� �
� Nous allons g�n�raliser
les constructions de la premi�re partie� On d�
nit la con
guration �p en posant �p�e� � � si
X�e� � p�e� et �p�e� � � sinon� et Pp la probabilit� produit pour laquelle e est ouverte avec une
probabilit� p�e�� et ferm�e avec une probabilit� �	 p�e�� Comme auparavant� on a

Pp�A� � P ��p � A��

Soit f une ar�te de Ed � et p� � �p��e��e�Ed une famille de r�els telle que p�e� � p��e� pour tout
e �� f � Ainsi� p et p� ne peuvent di��rer qu	au niveau de l	ar�te f � Si p�f� � p��f�� alors

Pp��A�	 Pp�A� � P ��p �� A� �p� � A�

� �p��f�	 p�f��Pp�f est une ar�te pivot pour A��

car si �p �� A et �p� � A� p � X�f� � p��f�� et l	�v�nement � f est une ar�te pivot pour A  est
ind�pendant de l	�tat de l	ar�te f � Cette �galit� est aussi vraie lorsque p�f� � p��f�� En divisant
par p��f�	 p�f�� et en faisant tendre p��f� vers p�f�� on obtient

�

�p�f�
Pp�A� � Pp�f est une ar�te pivot pour A��

D	autre part� notons f�� f�� � � � � fn les ar�tes dont d�pend A� Pp�A� est alors une fonction poly�

��



nomiale en p�f��� p�f��� � � � � p�fn�� donc on peut �crire

d

dp
Pp�A� �

nX
i��

�
�

�p�fi�
Pp�A�

�
p��p�����p�

�

nX
i��

Pp�fi est une ar�te pivot pour A�

� Ep	N�A�
�

d	o� la formule�

Remarquons qu	on peut �galement �crire ce r�sultat sous la forme

d

dp
Pp�A� �

X
e�Ed

Pp�e est une ar�te pivot pour A��

Dans la d�monstration pr�c�dente� on a utilis� le fait que A ne d�pend que d	un nombre 
ni
d	ar�tes pour calculer la d�riv�e de p �
 Pp�A� en fonction des d�riv�es partielles� Dans le cas d	un
�v�nement A simplement croissant� la premi�re partie de la preuve reste vraie� et permet de trouver
une borne inf�rieure pour la d�riv�e � droite de Pp�A� �

Corollaire �	�	 Si A est un �v�nement croissant�

lim inf
����

�

�
�Pp���A�	 Pp�A�� � Ep	N�A�
�

D�monstration� Soit E un ensemble 
ni d	ar�tes de Ed � On d�
nit de mani�re similaire � ce qu	on
a fait dans la d�monstration pr�c�dente la famille pE par pE�e� � p� � si e � E et pE�e� � p sinon�
pour � tel que � � p � p� � � �� Comme A est croissant� Pp�� � PpE �A�� d	o�

�

�
�Pp���A�	 Pp�A�� � �

�
�PpE �A�	 Pp�A��



X
e�E

Pp�e est une ar�te pivot pour A�

lorsque � 
 ��� On en d�duit le r�sultat en faisant cro�tre E vers Ed �

Revenons au cas o� A ne d�pend que d	un nombre 
ni d	ar�tes� En reprenant la formule de
Russo� il vient

d

dp
Pp�A� �

X
e�Ed

�

p
Pp�e est une ar�te pivot pour A et est ouverte�

�
�

p

X
e�Ed

Pp�A � fe est une ar�te pivot pour Ag�

�
�

p

X
e�Ed

Pp�e est une ar�te pivot pour AjA�Pp�A�

�
�

p
Ep	N�A�jA
Pp�A��

��



si Pp�A� � �� En divisant par Pp�A� et en int�grant sur un intervalle 	p�� p�
� on obtient

Pp��A� � Pp��A�� exp

�Z p�

p�

�

p
Ep	N�A�jA
dp

�
�

Au passage� si m le nombre d	ar�tes intervenant dans la d�
nition de A� on peut utiliser la
majoration

Pp�A � fe est une ar�te pivot pour Ag� � Pp�A�

pour arriver � � pour tous � � p� � p� � ��

Pp��A� �
�
p�
p�

�m

Pp��A��

ce qui indique que Pp�A� ne peut pas cro�tre trop vite lorsque p augmente�

� Circuits dans un anneau

��� Position du probl�me

Il est souvent pratique de construire des chemins ou des circuits � partir de chemins plus simples�
Dans ce qui suit� on va s	int�resser � des chemins traversant des rectangles� ou des carr�s� et on va
montrer qu	� partir de chemins traversant un simple carr�� on peut obtenir des chemins traversant
des rectangles de toutes les tailles� en utilisant uniquement des propri�t�s g�om�triques� La plupart
de ces r�sultats se d�montrent en e�et essentiellement avec un dessin� et la simplicit� de l	in�galit�

nale est due � l	in�galit� FKG�

Le th�or�me de Russo�Seymour�Welsh� que nous allons d�montrer� permet lui de construire des
chemins entourant l	origine dans des anneaux� en d�composant ces anneaux en carr�s� Il donne une
minoration de la probabilit� d	existence d	un circuit dans un anneau en fonction de la probabilit�
de traverser l	un des carr�s constituant l	anneau�

Pr�cisons maintenant cela� et pour commencer� donnons quelques notations� Pour k et l entiers
positifs� on pose

B�kl� l� � 		l� ��k 	 ��l
� 		l� l
�

le rectangle de dimensions �kl par �l � on note B�l� le carr� B�l� l� de c�t� �l�

D��nition �	�	 Un chemin ouvert traversant le rectangle B de gauche � droite �respectivement de
haut en bas� est un chemin ouvert dans B joignant le c�t� gauche �respectivement le haut� de B
au c�t� droit �respectivement au bas� de B sans emprunter d	ar�tes du bord de B�

D��nition �	�	 Soit GD�kl� l� l	�v�nement � Il existe un chemin ouvert traversant B�kl� l� de
gauche � droite  � On notera GD�l� pour GD�l� l��

D��nition �	�	 Soit A�l� l	anneau B��l�nB�l�� et soit O�l� l	�v�nement � Il existe un circuit ouvert
de A�l� entourant l	origine  �

��



��l��l�

�l� l�

Fig� �� Un chemin satisfaisant GD�l��

B��l�

B�l�

Fig� �� Un circuit ouvert de A�l� entourant l	origine�

Le th�or�me de Russo�Seymour�Welsh est surtout utile quand on peut faire tendre l vers l	in
ni�
c	est���dire quand � � Pp�GD�l�� est minor� ind�pendamment de l par une constante strictement
positive� C	est notamment le cas quand p vaut �

� � Consid�rons le rectangle R�l� � 	�� l	�
�	�� l
� On
peut s	int�resser � son dual� qui est le rectangle R��l� � 		�

� � l	 �
� 
� 	�� � l	 �

� 
� de dimensions l� l	�
comme le montre la 
gure �� Si un chemin ouvert traverse le rectangle initial de gauche � droite� on
ne peut pas avoir de chemin ferm� traversant le rectangle dual de haut en bas� et r�ciproquement�
si on a un chemin ferm� du dual traversant R�l�� de haut en bas� on ne peut pas avoir de chemin
ouvert traversant R�l� de gauche � droite� Donc

Pp�GDR�l�� � �	 Pp�HBfR�l�
��

� �	 P��p�HBoR�l�
���

o� GDR�l� est l	�v�nement � Il existe un chemin ouvert traversant R�l� de gauche � droite  �
et HBfR�l�

� �respectivement HBoR�l�
�� l	�v�nement � Il existe un chemin ferm� �respectivement

ouvert� traversant R�l�� de haut en bas  � Notons qu	on s	interdit ici d	utiliser les bords des rec�
tangles� Or� les �v�nements GDR�l� et HBoR�l�

� sont de m�me probabilit� P pour p � �
� d	apr�s

les dimensions des rectangles� P v�ri
e donc P � �	 P � d	o� P � �
� �

Par ailleurs� un chemin de gauche � droite traversant R�l� nous fournit un chemin de gauche �
droite traversant le carr� 	�� l
� en rajoutant une colonne d	ar�tes� donc dans ce cas� la probabilit�

��
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Fig� �� Le rectangle R�l� avec son dual

� introduite pr�c�demment vaut au moins �
� � quelle que soit la taille du carr�� Nous allons voir

lors de la d�monstration du th�or�me de Russo�Seymour�Welsh que la probabilit� de traverser un
rectangle quelconque de proportions 
x�es est alors uniform�ment �loign�e de � par rapport � la
taille de celui�ci� Cela permettra de r�pondre lorsque p � �

� � la question initiale� qui est de savoir
si les gouttes d	eau peuvent traverser le r�seau constitu� des grains de caf��

��� Le th�or�me de Russo	Seymour	Welsh

L	anneau A�l� d�
ni pr�c�demment se d�compose simplement en carr�s qui sont des translat�s
de B�l�� Il para�t donc naturel de combiner des chemins traversant ces carr�s pour obtenir un
circuit dans A�l�� Le th�or�me de Russo�Seymour�Welsh r�alise cela� L	�tape fondamentale� et la
plus d�licate� est le passage d	un carr� de c�t� �l � un rectangle �l � �l� Elle fait l	objet du lemme
����

Th�orme �	� �Th�orme de Russo�Seymour�Welsh�	 Si Pp�GD�l�� � � � alors

Pp�O�l�� � f���	p�	 ���g���

La d�monstration de ce th�or�me repose sur deux lemmes� et sur une astuce de calcul qui d�coule
de l	in�galit� FKG � l	astuce de la racine carr�e�

Lemme �	� �L�astuce de la racine carr�e�	 Si A�� A�� � � � � An sont des �v�nements croissants

de m�me probabilit�� alors

Pp�A�� � �	
�
�	 Pp

�
n	
i��

Ai

����n

�

��



D�monstration de l�astuce de la racine carr�e�

�	 Pp

�
n	
i��

Ai

�
� Pp

�
n�
i��

�Ai

�

�
nY
i��

Pp� �Ai� d	apr�s l	in�galit� FKG

�
nY
i��

��	 Pp�Ai��

� ��	 Pp�A���
n�

d	o� le r�sultat�

Voici maintenant les deux lemmes amenant au th�or�me� en commen%ant par le plus d�licat�

Lemme �	�	 Si Pp�GD�l�� � � � alors

Pp

�
GD

�
�

�
l� l

��
� ��	p�	 ��	� ���

Le deuxi�me lemme fait le lien avec le th�or�me�

Lemme �	�	 On a les in�galit�s suivantes �

Pp�GD��l� l�� � Pp�GD�l��Pp

�
GD

�
�

�
l� l

���
� ���

Pp�GD��l� l�� � Pp�GD�l��Pp�GD��l� l���� ���

Pp�O�l�� � Pp�GD��l� l���� ���

On peut obtenir des minorations similaires aux ��� et ��� pour des rectangles de toute taille �
cela permet de r�soudre le probl�me du caf��

D�monstration du lemme ���� Cette d�monstration repose uniquement sur les 
gures �� �� et
�� qui permettent de comprendre la situation�

La 
gure � permet de d�montrer l	in�galit� ���� L	existence des chemins � et � provient des �v��
nements GD��

	
� l� l� et GD��

	
� l� l�� qui assurent l	existence de chemins traversant les deux rectangles

de dimensions �l� �l de la 
gure �� ces deux �v�nements �tant de m�me probabilit� � et l	existence
du chemin � est assur�e par l	�v�nement GD�l�� On a donc �

Pp�GD��l� l�� � Pp

�
GD�l� �GD�

�
�

�
l� l

�
�GD�

�
�

�
l� l

��

� Pp�GD�l��Pp

�
GD

�
�

�
l� l

���

�
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Fig� �� Trois chemins ouverts dont l	union contient un chemin traversant 	�� �l
 � 		l� l
�

�
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��l��l�

Fig� �� Trois chemins ouverts dont l	union contient un chemin traversant 	�� �l
 � 		l� l
�

d	apr�s l	in�galit� FKG� les �v�nements GD�l� et GDi�
	
� l� l�� i � f�� �g� �tant croissants� L	in�galit�

��� est donc prouv�e�
Pour l	in�galit� ���� on utilise la 
gure �� L	existence des chemins � et � est garantie par les

�v�nements GD���l� l� et GD���l� l�� qui assurent l	existence de chemins traversant les deux rec�
tangles de dimensions �l��l de la 
gure �� ces deux �v�nements �tant de plus de m�me probabilit��
et l	existence du chemin � provient de GD�l�� Ces �v�nements sont croissants� donc on obtient de
m�me en appliquant l	in�galit� FKG

Pp�GD��l� l� � Pp�GD�l��Pp�GD��l� l����

ce qui prouve l	in�galit� ����

En
n� l	in�galit� ��� est prouv�e � l	aide de la 
gure �� L	existence des quatre chemins de la

gure est assur�e par les �v�nements GDi��l� l�� pour i variant de � � �� qui assurent l	existence de
chemins traversant les quatre rectangles de la 
gure �� et qui sont croissants de m�me probabilit��
Donc en utilisant une derni�re fois l	in�galit� FKG� on obtient l	in�galit� ���

Pp�O�l�� � Pp�GD��l� l����

��
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���l���l�

Fig� �� Quatre chemins ouverts traversant des rectangles �l � �l dont l	union contient un circuit
ouvert de A�l� qui entoure l	origine�

D�monstration du lemme ���� Le but est ici de construire un chemin traversant de gauche �
droite le rectangle B�	� l� l� en utilisant des chemins ouverts traversant des carr�s de c�t� �l�

Nous allons commencer par introduire la notion de � plus bas  chemin ouvert d	un rectangle�
Si on s	int�resse � l	ensemble C des chemins ouverts traversant B�l� de gauche � droite� on peut
d�
nir sur C un ordre partiel� en remarquant que chaque chemin de C divise le rectangle B�l� en
deux parties� Si �� et �� sont deux chemins de C� on dira que �� � �� si les ar�tes de �� sont situ�es
dans la r�gion de B�l� situ�e sous ��� Par des consid�rations g�om�triques �cf 
gure ��� l	union des
ensembles d	ar�tes constituant deux chemins distincts �� et �� de C contient un chemin �	 de C tel
que �	 � �� et �	 � ��� Il s	ensuit donc que la r�union de toutes les ar�tes des chemins de C contient
un chemin � v�ri
ant � � � pour tout autre � � C� � est le plus bas chemin traversant B�l�� Il
est unique� et on peut voir que sa valeur ne d�pend que de l	�tat des ar�tes qui sont en�dessous de
lui � en e�et� pour trouver �� on � explore  le carr� B�l� en partant du coin inf�rieur gauche� et
on essaye de rallier la droite en utilisant les ar�tes les plus basses possibles� Cela permet de voir
qu	on trouve la valeur de � en ne connaissant que l	�tat des ar�tes situ�es en�dessous de lui� Cette
propri�t� est similaire � celle v�ri
�e par un temps d	arr�t d	une cha�ne de Markov�

D�
nissons maintenant quelques ensembles et �v�nements� Soit T l	ensemble des chemins de
B�l� traversant B�l� de gauche � droite sans utiliser d	ar�tes du bord de B�l�� Chaque chemin
� de T divise B�l� en deux parties� comme vu pr�c�demment� Pour � � T � on note ��� y�� le
dernier sommet de l	axe des ordonn�es qu	on rencontre lorsqu	on parcourt � de gauche � droite�
Soit alors T � �respectivement T �� le sous�ensemble de T constitu� des chemins v�ri
ant y� � �
�respectivement y� � ��� Pour � � T � on note �r le sous�chemin de � joignant ��� y�� au c�t� droit
de B�l�� Soit ��r le chemin sym�trique de �r par rapport � la droite verticale d	abscisse l� et soit
�r���r le chemin obtenu en prolongeant �r par ��r� Ce chemin traverse le carr� B�l�� � 	�� �l
� 		l� l


��



B�l�

��

	

��

Fig� �� On voit que l	union de �� et �� contient un chemin �	 en�dessous d	eux� Le chemin en
pointill�s est le plus bas chemin ouvert traversant B�l��

�r

��r

��

�

��� y��

Fig� ��� � traverse B�l�� et coupe l	axe vertical en ��� y�� pour la derni�re fois� � garantit l	occurrence
de l	�v�nement M�

� � et � celle de N��

��



de gauche � droite � la 
gure �� donne une illustration de ces notations� Pour tout � � T � on note
U��� le sous�graphe de B�l�� situ� au�dessus de �r � ��r�

Nous allons nous int�resser aux �v�nements suivants� Soit L� �respectivement L�� l	�v�nement
garantissant l	existence d	un chemin ouvert � dans T � �respectivement dans T �� � on peut d�s lors
remarquer que L� � fy
 � �g� Pour � � T � on note L� l	�v�nement � � est le plus bas chemin
traversant B�l� de gauche � droite  � et A� l	�v�nement � � est ouvert  � Pour � � T � on note M�

l	�v�nement assurant l	existence d	un chemin ouvert dans U��� joignant �r � ��r au c�t� sup�rieur
de B�l�� � on note M�

� �respectivement M�
� � l	�v�nement garantissant l	existence d	un tel chemin

partant de �r �respectivement de ��r�� En
n� on note N l	�v�nement � Il existe un chemin traversant
B�l�� de gauche � droite  � et N� �respectivement N�� l	�v�nement assurant qu	un tel chemin
existe avec sa premi�re extr�mit� situ�e sur la partie n�gative �respectivement positive� de l	axe des
ordonn�es�

Nous allons utiliser ces �v�nements de la mani�re suivante� Supposons que pour un chemin
� � T � l	�v�nement A� �M�

� � N� ait lieu� et regardons la 
gure �� qui donne une id�e de la
situation� Il est clair d	apr�s la 
gure que cet �v�nement entra�ne n�cessairement l	existence d	un
chemin traversant B�	� l� l�� donc on peut �crire

Pp

�
GD

�
�

�
l� l

��
� Pp



�N� �



� 	

��T �

	A� �M�
� 


�
A
�
A

On va donc chercher � minorer le membre de gauche de cette in�galit�� Tout d	abord� l	�v�nement
N� est croissant� ainsi que

G �
	

��T �

	A� �M�
� 
�

car cet �v�nement garantit l	existence d	un chemin ouvert � � T � pour lequelM�
� a lieu� L	in�galit�

FKG donne donc �

Pp

�
GD

�
�

�
l� l

��
� Pp�N

��Pp�G��

Les �v�nements N� et N� sont croissants� et de m�me probabilit�� donc on peut appliquer l	astuce
de la racine carr�e �

Pp�N
�� � �	

q
�	 Pp�N� �N��

� �	p�	 � �

o� � � Pp�GD�l��� D	autre part�

G �
	

��T �

	L� �M�
� 
�

qui est une union d	�v�nements disjoints� donc

Pp�G� �
X
��T �

Pp�M
�
� jL��Pp�L���

��
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Fig� ��� Le chemin � qui r�alise M�
� passe sous �� mais on peut le remplacer par �� qui r�alise le

m�me �v�nement sans passer sous �� en utilisant une partie de ��

Il reste maintenant � minorer cette derni�re probabilit�� Pour cela� remarquons la chose suivante �
l	�v�nement L� ne d�pend que de l	�tat des ar�tes situ�es sous le chemin � � et l	�v�nement M�

�

s	exprime� lui� en terme d	ar�tes dans U���� Ces deux �v�nements sont donc ind�pendants d�s que
ces deux ensembles d	ar�tes sont disjoints� on a alors

Pp�M
�
� jL�� � Pp�M

�
� ��

Si ces deux ensembles ne sont pas disjoints� cela signi
e que le chemin � traverse plusieurs fois l	axe
vertical� Dans ce cas� dire qu	il y a un chemin joignant �r au c�t� sup�rieur de B�l�� revient � dire
qu	il y a un tel chemin dans la partie sup�rieure de B�l�� priv�e des ar�tes situ�es sous le chemin ��
En e�et� si on suppose que � est le plus bas chemin traversant B�l� de gauche � droite� il est ouvert�
donc si on a un chemin qui joint �r au c�t� sup�rieur de B�l�� en empruntant des ar�tes situ�es
sous �� on a alors un tel chemin qui lui� n	emprunte plus ces ar�tes � il su�t en e�et de remplacer
les tron%ons du chemin initial qui passent sous � par des sous�chemins de � adapt�s comme sur la

gure ��� On a donc dans ce cas�

Pp�M
�
� jL�� � Pp�M

�
� ��

ce qui est 
nalement assez intuitif � si � est ouvert et a des ar�tes dans U���� il est plus facile de
construire un chemin dans U��� car il y a d�j� des ar�tes ouvertes� celles de ��

On applique alors l	atuce de la racine carr�e aux �v�nements M�
� et M�

� qui sont croissants et

��



de m�me probabilit� �

Pp�M
�
� � � �	

q
�	 Pp�M

�
� �M�

� �

� �	
q

�	 Pp�M��

� �	p�	 �

o� � � Pp�GD�l��� puisque M� a lieu d�s qu	on a un chemin qui traverse B�l�� de haut en bas�

On reporte maintenant les in�galit�s obtenues pour minorer Pp

GD


	
� l� l
��

�

Pp

�
GD

�
�

�
l� l

��
� Pp�N

��Pp�G�

� �� 	p�	 ��
X
��T �

Pp�M
�
� jL��Pp�L��

� �� 	p�	 ���
X
��T �

Pp�L��� or
X
��T �

Pp�L�� � Pp�L
��

� �� 	p�	 ���Pp�L
��

et on applique l	astuce de la racine carr�e � L� et L� qui sont croissants et de m�me probabilit� �

Pp�L
�� � �	

q
�	 Pp�L� � L��

� �	p�	 �

ce qui permet de conclure �

Pp

�
GD

�
�

�
l� l

��
� ��	p�	 ��	�

D�monstration de Russo�Seymour�Welsh� La minoration du th�or�me d�coule directement
des lemmes pr�c�dents�

Pp�O�l�� � Pp�GD��l� l��� d	apr�s ���

� Pp�GD�l���Pp�GD��l� l��� d	apr�s ���

� Pp�GD�l����Pp

�
GD

�
�

�
l� l

����
d	apr�s ���

� �����	p�	 ���� d	apr�s ���

� ����	p�	 ������

��



��� Applications

Dans la premi�re section� on s	est servi de circuits dans le graphe dual entourant l	origine pour
minorer la probabilit� que celle�ci soit dans une composante connexe in
nie� On peut �galement s	en
servir pour majorer la probabilit� pour l	origine d	�tre reli�e au bord �Bl d	un carr� de c�t� �l� En
e�et� si � est reli� au bord du carr� de c�t� �l� il n	y a pas de circuits ferm�s dans un des anneaux
l	entourant dans le graphe dual� Si on pose l � �n� pour un entier n� on dispose de n anneaux de la
forme A��k�� pour k compris entre � et n� Alors�

Pp��� �Bl� � P��p

�
n�

k��

O��k�

�

�

nY
k��

��	 P��p�O��k��� car les �v�nements sont ind�pendants

�
nY

k��

��	 f�k��	
p
�	 �k�

�g���

en posant �k � P��p�GD��k��� Notons qu	on s	est ici restreint aux circuits dans A��k� qui n	em�
pruntent pas le bord int�rieur de l	anneau� a
n d	avoir l	ind�pendance des �v�nements� Le r�sultat
obtenu est remarquable � en e�et� d�s que �k est minor�e ind�pendamment de k par une constante
strictement positive� la probabilit� pour l	origine d	�tre reli�e au bord du carr� B�l� tend vers �
quand l
�� Dans ce cas� on a 	�p� � �� d	o� pc � p�

Or� on a prouv� que pour p � �
� � �k � �

� pour tout k� On a donc 	���� � �� ce qui entra�ne que

pc � �

�
�

Il y a en fait �galit�� mais l	in�galit� inverse est bien plus dure � d�montrer� � �

Conclusion

Cet aper%u de la percolation� bien que tr�s �l�mentaire� nous a permis� au moins en dimension
deux� d	estimer la probabilit� d	existence de chemins traversant des rectangles 
nis� et de voir que
dans certains cas� cette probabilit� peut��tre uniform�ment �loign�e de � par rapport � la taille du
rectangle� La percolation n	en demeure pas moins un domaine de recherche tr�s vivace� qui comporte
de nombreuses questions ouvertes� On ne conna�t par exemple pas de mani�re exacte la valeur de
pc�d� pour d � �� On dispose n�anmoins d	un �quivalent quand d
� �

pc�d� � �

�d
�

qui est la borne inf�rieure obtenue lors de la d�monstration de l	existence de pc�

On peut aussi se demander s	il existe une composante ouverte in
nie au point critique� On a
vu dans la premi�re partie que cela d�pend de la valeur de la probabilit� 	�p� que � soit dans un
domaine ouvert in
ni� Actuellement� on sait que 	�pc� � � pour d � � et d � ��� et on pense qu	il
en est de m�me en toute dimension� On peut �galement s	int�resser � la taille moyenne du domaine
ouvert contenant � pour p � pc� et � la taille moyenne des domaines 
nis contenant � pour p � pc�

��



le point int�ressant �tant bien s�r le comportement de toutes ces fonctions au voisinage du point
critique�

En
n� l	�tude de la troisi�me section sur la probabilit� d	existence de chemins traversant des
rectangles 
nis nous permet une conclusion optimiste � la probabilit� pour l	eau de traverser le
r�seau constitu� des grains de caf� est signi
cative� et on a de bonnes chances de pouvoir se faire
un bon caf� &
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Fig� ��� Seuil de percolation pour un carr� ���� ���� sur ����� tests�

Les simulations ont toutes �t� r�alis�es en CAML� Le petit 
lm en bas � droite montre l	�volution
du domaine ouvert contenant l	origine au voisinage du point critique lorsqu	on augmente p�
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