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Introduction

Un feuilletage est une décomposition d’une variété par des sous-variétés im-
mergées. Un feuilletage régulier est celui qui vient d’'un champ de plans inté-
grable. C. Ehresmann[Ehr65], J. Pardines[Par84] et H. E. Winkelnkemper|Win83|
ont défini le groupoide d’holonomie d’un feuilletage régulier. C’est un grou-
poide lisse dont les orbites sont les feuilles du feuilletage. En 1979 Alain Connes
[Con82] a utilisé ce groupoide pour définir la C*-algébre d’un feuilletage. Avec
cette C*-algébre, il a défini I’ indice analytique d’opérateurs différentiels longi-
tudinaux. Il a aussi montré un théoréme comme le théoréme de 'indice d’Atiyah
et Singer pour ces opérateurs. L

Dans le cas ot 'espace quotient est vraiment une variété lisse. La C*-algébre
obtenue dessus est équivalente au sens de Morita a la C*-algébre de fonctions
continues sur ’espace quotient. Donc la C*-algébre obtenue dessus est vraiment
une généralisation du cas lisse.

Il y a beaucoup de personnes qui ont généralisés ces idées aux cas singu-
liers [Par85],[Deb01b],[Deb01a],[AS09]. On montre Iidée de la définition donné
par I. Androulidakis and G. Skandalis [AS09]. Ils définissent un groupoide qui
généralise le groupoide d’holonomie et les groupoides définis dans les articles
[Deb01b],[Deb01a],[Par85]. Leur idée est qu’un feuilletage n’est plus une décom-
position d’une variété par des sous-variétés mais un feuilletage est un module
intégrale de type fini de champs de vecteurs. Un tel module défini une décom-
position par des sous-variétés mais la décomposition ne définit pas uniquement
le feuilletage. Le théoréme de Frobenius dit que les feuilletages régulier sont
exactement les modules intégrales projectifs de type fini de champs de vecteurs.

1. Alain Connes a eu besoin de I’hypothése d’existence d’une mesure transverse. Le cas
générale est démontré dans [CS84] utilisant la KK théorie [Kas80].



1 Feuilletages réguliers et Groupoides

Définition 1.1. Soit M une variété lisse. Un feuilletage régulier de dimension
p sur M est la donnée d’une variété F de dimension p ayant le méme ensemble
sous-jacent que M satisfaisant que l'identité ¢ : F — M est une immersion et
elle est continue transversalement : C’est & dire que TF est un fibré vectoriel
continue sur M.

La Variété F donne un module projectif X' (F) = {i.(X) : X € C=°(F,TF)}
ot X est un champ de vecteurs sur F. Il est évidement intégral : C’est & dire
que pour tout X,Y € X(F) le champ de vecteurs [X,Y] est dans X'(F). On
appelle les éléments de X (F) les champs de vecteurs tangents a F.

Théoréme 1.2 (Frobenius). Soit A un sous-module projectif intégral du module
de champs de vecteurs sur M. Alors il existe un unique feuilletage régulier F
sur M tel que X(F) = A.

Les composants connexes de la variété F sont appelées les feuilles de F.
Remarquons que les feuilles de la variété F forme une partition de M. Donc
elle définit une relation d’équivalence R. L’espace quotient nous intéressons le
plus. Cet espace peut avoir une mauvaise topologie. Il peut avoir la topologie
grossiére comme dans ’exemple suivant.

Ezemple 1.3. Soit o € R — Q un nombre irrationnel. Sur le tore R?/Z?, on peut
définir un feuilletage régulier dont les feuilles sont les lignes {(a+t, b+at) : t € R}
ot (a,b) € R2/Z2.

Définition 1.4. Un groupoide(algébrique) est la donnée des ensembles G, G°
et des applications suivantes :
— une application injectif u : G* — G,
— une application involutive i : G — G qu’on appelle I'inversion et on note
i(u) - u™t,
— des application s,t : G — G° qu’on appelle le source et le but respecti-
vement,
— une application m : G2 — G appelée la multiplication oit G? est ’en-
semble {(z,y) € G|t(y) = s(z)}
qui vérifient les relations suivantes :
— t(u(x)) = s(u(z)) = z, m(y,u(s(y))) =y = m(u(t(y)),y) pour tout
reGletycd,
— t(i(y)) = s(y) et m(i(y),y) = uls(y)),
— s(m(y, 2)) = (2), t(m(y, 2)) = H(y) pour tout (y, ) € G2,
— m(w,m(y, ) = m(m(w,y), z) pour tout (w,y), (y, 2) € G*.

Un groupoide est dit lisse? quand les ensembles G,G° sont des variétés
lisses et les applications r, s, u, i, m sont lisses et les applications r,s sont des
submersions. Notons que G2 est une variété parce que r, s sont des submersions.
Notons aussi que ’application i est un difféomorphisme et ’application u est un
plongement, ainsi nous allons regarder G° comme une sous-variété de G.

La philosophie de la géométrie non-commutative est le fait qu’on puisse
remplacer un espace singulier par un groupoide qui est moins singulier et plus
accessible & étudier. On les étudie par leurs C*-algébres non-commutatives.

2. "Un groupoide de Lie" est utilisé parfois



Ainsi qu’on peut utiliser la théorie trés riche des C*algébres & obtenir des inva-
riants nouveaux qu’on ne pouvait pas les obtenir par les définitions topologiques
usuelles. On donne ici des exemples de groupoides lisses pour illustrer ’idée.

Ezxemples 1.5. Pour toute la suite, M est une variété lisse et les groupoides que
on définit dessous sont lisses.

1.
2.

Le groupoide donné par G = G° = M et i = u = s = t = I'identité.

Le groupoide donné par G = M x M,G° = M,u(z) = (z,z),t(x,y) =
z, s(z,y) = y,i(z,y) = (y,2) et m((2,9), (y,2)) = (2, 7).

Soit E un fibré vectoriel lisse sur M et 7 : E — M la projection. On
définit le groupoide G = E,G° = M,u(x) = (2,0),s = t = 7,i(z,£) =
(1‘, _g) et m((x,f), (.17, T])) = ('T7€ + 77)'

Soit T' un groupe de Lie qui agit sur M. On définit le groupoide G =
{(z,v,y) € M xT x M|z = yy},G° = M,u(x) = (z,e,2),i(z,v,y) =
(ya 7_17 .’13), 8(.’17, s y) =Y t(.’l?, s y) =uzet m((m, Vs y)’ (ya 1, Z)) = (.’17, M, Z)
Alain Connes a défini un groupoide trés naturel qu’il a utilisé & donner
une démonstration simple du théoréme de l'indice d’Atiyah-Singer. Le
groupoide est donné par G = M x R* UTM x 0,G% = M x R. Les
formules & définir les applications u, 4, s, t et m sont faciles a trouver (Ils
sont un mélange des exemples 2 et 3). La seule propriété non triviale est
la définition de la topologie et de la structure différentielle. On définit
ici juste la topologie : on pose M x R* un sous ensemble ouvert avec la
topologie produit et on pose TM x 0 un sous ensemble ferme. Il reste
a définir comment une suite dans M x R* converge vers un point dans
TM x 0. Soit (%, Yn,t,) une suite dans M x R*. La suite converge
vers (x,€,0) € TM x 0 si et seulement si t, — 0,2, — z,y, — y et
””"t;ny" — £. La derniére limite est définie dans une carte locale. 1l est
facile de montrer qu’il ne dépende pas du choix de la carte locale. On
appelle ce groupoide le groupoide tangent. Le lecteur est renvoyé au livre
d’Alain Connes pour un exposé plus détaillé [Con95, p. 104-111].

On peut généraliser la construction du tangent Groupoide. Soit G un
groupoide. On note AG le fibré normal de GV dans G. On définit le
groupoide adiabatique G,q = G X R*UAG x {0}. Comme dans ’exemple
5, on peut munir G,4 d’une structure différentielle. On définit G0, =
G° xR. Les opérateurs s, t,, u ne sont pas difficiles & définir. On utilisera
ce groupoide & définir 'indice analytique dans section 4.

Le groupoide de Poincaré est défini par G = {(z, [7],y)|z,y € M} ot []
est la classe d’homotopie d’un chemin de x & y. L’espace des unités G°
est M. C’est un groupoide lisse, sa structure différentielle est engendré
par les cartes Wia,y0) = {(@,[v277, ], 9)|lz € U,y € V} on U,V sont
des cartes contractiles qui contiennent x et y respectivement et v, (7,)
est un chemin dans U(V) de z(y) a a(b).

Soit F un feuilletage régulier sur M. On peut définir naivement le grou-
poide {(z,y)|rRy}. Il n’est pas une variété lisse en générale parce que
les feuilles ne sont pas de sous-variétés plongées. Donc on doit comme
dans 'exemple 4 utiliser les groupes d’holonomies. Le groupoide d’holo-
nomie de F est donc définir comme celui-ci G = {(y, [7],x) : 2Ry,y €
CH(F),7(0) = z,7(1) = y} ot [7] est la classe d’holonomie de ~ [Vas01,
p. 24-29).



Notons que la variété G n’est pas nécessairement séparée. Dans [Con82|,
des exemples et les changements nécessaires pour définir la C*-algébres
de ces groupoides sont donnés.

2 Cr-algébres

Définition 2.1. Soit A une algébre complexe muni d’une involutive notée x.
Une C*-semi-norme(C*-norme) est une semi-norme(norme) sur A qui satisfait

2
eyl < llzlHlyll s [l=*] = [l]”

Une C*-algebre est une algébre complexe muni d’une involutive et d’'une C*-
norme compléte.

Il y a beaucoup d’exemples de C*-algébres [Dav96],[Ped79]. On donne les
deux exemples classiques : L’algébre d’opérateurs sur un espace de Hilbert et
I’algébre de fonctions continues sur un espace topologique compact muni de la
norme sup.

Un théoréme de Gelfand dit qu’il y a un équivalence entre la catégorie d’es-
paces topologiques compacts séparés et la catégorie de C*-algébres commuta-
tives uniféres. Ainsi on peut regarder les C*-algébres non-commutatives comme
des espaces topologiques non-commutatives.

Soit G un groupoide lisse. On note C.(G) I'ensemble de fonctions lisses® a
support compact. C’est une algébre complexe involutive. Les opérations sont
définies par les formules

fegly) = /  Fnghe). £) = T

On définit la norme 1 par la formule usuelle || f||; = [ |f|. Malheureusement
cette norme n’est pas une C*-norme mais on peut facilement la remplacer par
une C* norme. On définit la norme maximale

[ lmax = SHHFHfII

ol la sup est sur toues les C*-semi-normes bornées : C’est & dire que |||| est
une C*-semi-norme satisfaisant ||g|| < ||g||; pour tout g € C.(G). Il est évident
que ||| ,ax €St une C*-semi-norme. Il n’est pas difficile de montrer qu’elle est
vraiment une norme aussi.

Définition 2.2. Soit G un groupoide. La C*-algébre de G notée C*(G) * est la
complétion de lalgebre C.(G) par la norme |||

max’

Nous allons décrire les C* -algébres des groupoides définis dans les exemples
1.5.

3. Pour définir canoniquement l’intégrale de ces fonctions sans avoir & choisir une mé-
trique riemannienne. On remplace les fonctions lisses par les sections lisses du fibré vectoriel
Q%(Tvsfl(s(’y))) @ Q%(Tytfl(t(fy))) ot Q2 sont les %—densités et vy € G.

4. Parfois on utilise la notation C% . (G) parce qu’il y a une autre C*-algébre associée a
un groupoide appelée la C*-algébre réduite et notée CX(G). La définition est donnée dans
[Ren80] et [Vas01].



Ezxemples 2.3. 1. La C*-algebre du groupoide est Cy(M ), I’espace des fonc-
tions sur M qui sont égales & 0 & U'infini, muni de norme sup.

2. La C*-algébre du groupoide est isomorphe a ’algébre d’opérateurs com-
pacts sur L?(M). L’isomorphisme est donné par le théoréme de Hilbert-
Schmidst.

3. La C*-algebre du groupoide est isomorphe a Cy(E*). L’isomorphisme est
donné par la transformation de Fourier sur les fibres de F.

4. La C*-algebre du groupoide est le produit croisé® Co(M) x I'. Si ’action
est libre et propre, alors on peut montrer que C*(G) est isomorphe &
Co(M/T) ® K(L*(T)). Ce n’est pas facile & montrer !

5. Par les exemples numéros 2 et 3, on déduit qu’il existe une suite exacte
0 — K(L*(M)) ® Co(R*) — C*(G) =% Co(T*M) — 0.
6. Comme ’exemple avant, il existe une suite exacte
0 — C*(G) ® Co(R*) = C*(Gag) =5 Co(A*G) — 0.

7. On suppose que la variété est connexe. La C*algébre du groupoide de
Poincaré est isomorphe & C*(m1(M)) ® K(L?(M)) out C*(r1(M)) est la
C*algebre du groupe 1 (M).

8. La C* algébre du groupoide est par la définition : la C* algébre du feuille-
tage régulier.

3 K théorie et I'indice analytique

On essaye & généraliser les invariants topologiques des espaces topologiques
aux C* algébres non-commutatives. L’invariant le plus facile & généraliser est la
K théorie grace au théoréme de Serre-Swan.

Théoréme 3.1 (Serre-Swan). Soit M un espace compact. Il y a une bijection
entre les fibres vectoriels complexes et les C°(M )-modules projectifs de type fini.
La bijection est donnée par Uapplication £ — T'(§) ou I'(€) est le module des
sections de .

Ainsi on deéfinit K°(A) le groupe engendré par les modules projectifs sur
AS. Comme le cas topologique on définit aussi K1 (A) := K(Cp(R) @ A). Soit
¢ : A — B un homomorphisme. On définit application ¢, : K°(A4) — K°(A)
par la formule ¢, ([E]) = [E ®4 B]. C’est facile de vérifier qu’elle est bien définie.
Evidement le méme est vrai pour K'. Les propriétés essentielles de la K théorie
sont données dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.2. 1. K° et K' sont des foncteurs contravariants.

2. Soit0 - A - B i> C — 0 une suite exacte. On obtient une suite
exacte de siz termes

5. La définition se trouve dans [Ped79],[Wil07]
6. Notons que c’est la définition pour les C*-algébres uniféres. Voir [Mur90] pour la défi-
nition générale



KO(A) —2 K9(B) 2 KO(C)

| l

KNO) ¢ KX(B) 5 K'(4)
3. KO et K' sont homotopies invariantes. C’est ¢ dire que si ¢,9 : A —
B sont des homomorphismes homotopes par des homomorphismes alors

Rappelons qu’on a obtenu une suite exacte
0 — C*(G) ® Co(R*) = C*(Gag) =5 Co(A*G) — 0.

Notons que la C*-algeébre C*(G)®Cy(R*) est contractile : C’est & dire que les ap-
plications Id, 0 : C*(G)®Cy(R*) — C*(G)®Cy(R*) sont homotopes. Donc par le
théoréme 3.2 on déduit que I'application evg, : KY(C*(Gaq)) — K°(Co(A*G))
est un isomorphisme. On note Ind, = evy.oevy, : KO(Co(A*G)) — K°(C*(@)).
On appelle cette application 'indice analytique. La raison est le fait qu’on peut
définir un calcul d’opérateurs pseudos différentiels dont le symbol d’un opéra-
teur elliptique P défini un élément dans o(P) € K°(Co(A*G)) et on peut vérfier
que Ind,(o(P)) est vraiment 'indice analytique de P [MP97],[VNX99].

4 Feuilletages Singuliers

Pour simplifier '’exposé on supposera que M est compacte. Mais ce n’est pas
une hypothése nécessaire.

Définition 4.1. Un feuilletage sur une variété lisse M est un C°°(M)-sous
module F de ’espace de champs de vecteurs X' (M) qui satisfait

1. Soit X,Y € F des champs de vecteurs, alors [X,Y] est dans F,

2. Soit x € M un point. Il existe un voisinage ouvert x € U C M et des
champs de vecteurs X; € F tels que pour tout X € F un champ de
vecteurs il existe une famille de fonctions f; € C*(M) telle que X =
> fiXisur U.

On définit I’espace tangent de la feuille F, = {X(z) : X € F} C T, M et le fibre
de F par F, = F/I,F ou I, ={f € C*(M) : f(z) = 0}.

Les espaces vectoriels Fy, F, sont de dimension fini. Mais leurs dimensions
peuvent varier. C’est & dire que les fonctions © — dim(F,),z — dim(F,) ne
sont pas continues en générale. En fait si la premier fonction est continue alors
le feuilletage est un feuilletage régulier.

Définition 4.2. Le sous-groupe engendré par {exp(X) : X € F} est noté
exp(F). L’espace exp(F)x est appelé la feuille de F au point = et on le note A, .

On peut montrer que les espaces A, sont des variétés immergées et T, A, =
F,.

Ezemples 4.3. 1. Le théoréme de Frobenius dit que le feuilletage F est ré-
gulier si et seulement s’il est projectif.



2. Le feuilletage Fj sur R est par la définition le sous-module engendre
par (tk%>. Les feuilles sont R* , {0}, R* . Donc on voit que les feuilles ne
détermine pas de feuilletage.

3. Soit G un groupe de Lie qui agit sur M, g € G un élément de I’algébre de
lie de G. On peut définir un champ de vecteurs X par la formule X (z) =
41, _oexp(tg)z. On peut vérifier facilement que [X,, X;] = X{g,n]- Donc
le sous module F = ({X,|g € G}) est un feuilletage. Les feuilles sont les
composantes connexes des orbites de 'action de G.

4. On peut généraliser le derniére exemple. Soit A un fibré vectoriel lisse
sur M. On suppose que C°(M, A) est muni d’un structure d’une al-
gébre de lie et qu’il existe une application linéaire # : A — T'M satis-
faisant [#X, #Y] = #[X,Y] et [X, fY] = f[X, Y]+ #X(f)Y pour tout
X, Y € C®°(M, A) et f € C®(M). Alors on peut vérifier facilement que
#(C> (M, A)) est un feuilletage.

On veut définir le groupoide d’un feuilletage singulier. On a besoin de la
définition de bi-submersions.

Définition 4.4. Une bi-submersion est une variété lisse U et deux submersions
s,t: U — M qui satisfait les hypothése suivantes

sTVF =t F = C* (M, Ker ds) + C°° (M, Ker dt).

Un morphisme entre deux bi-submersions (U, sy, ty), (V, sy,ty) est une appli-
cation lisse f : U — V qui satisfait sy f = sy et ty f = ty.

L’idée est que une bi-submersion est presque un groupoide. Elle manque le
produit et I'inverse mais on peut définir le produit de bi-submersions et I'inverse
de bi-submersions et donc on obtient un groupoide.

Tout d’abord on définit une relation d’équivalence entre éléments de bi-
submersions. Soit U, V' deux bi-submersions, © € U et y € V. On note x ~ y s’il
existe un morphisme de bi-submersions f : U — V tel que f(z) = y.

Soit (U,t, s) une bi-submersion. On note U~ la bi-submersion (U, t,s). On
Pappelle 'inverse de U. Le produit de deux bi-submersions (U, sy, ty), (V, sv, tv)
est défini par la formule U X4, ¢, V = {(z,y) € U x Vl|sy(z) = ty(y)}. Clest
une bi-submersion avec les applications s(z,y) = sy(y) et t(z,y) = ty(z). On
le note U x V

On définit le groupoide minimale d’un feuilletage par la formule G =
|_|(U757t) U/ ~ le groupoide maximale ot on ne prend pas toues les bi-submersions,
mais juste les bi-submersions minimales ([AS09]). C’est un groupoide dont l'in-
verse est défini par la formule i([z](y,s.+)) = [2](v,1,) et le produit est défini
par la formule m([x](U,s,t)7 [y](V,Sv,tv)) = [(may)](UXV,s,t)' On note g(Ma f) le
groupoide minimale du feuilletage F. On le munit de la topologie quotiente.

Théoréme 4.5. [AS09] Soit F un feuilletage régulier. Le groupoide G(M, F)
et le groupoide d’holonomie sont isomorphes.

Le groupoide G(M, F) n’est pas une variété lisse en générale.
Ezemple 4.6. [AS09] Soit F le feuilletage de 'action du groupe SLy(R) sur R2.
Les feuilles sont {0} et R?\{0}. On peut monter que G(R?, F) = (SLa(R)x{0})U
(R%\{0}) x (R%\{0}). Soit z € R?\{0} et g € SLy(R) tels que gx = x. On peut
monter que la suite (Z, £) converge vers (g,0). Donc les valeurs d’adhérence de
r

la suite (£, £) est une ligne.

‘n



Par contre un théoréme de C.Debord dit que le fibre sont toujours des va-
riétés lisses.

Théoréme 4.7. [Deb13] Soit F un feuilletage sur M et (G(M,F),s,t) son
groupoide défini dessus. Les fibres s~ (x),t~1(x) admettent des structures dif-
férentielles naturelles pour tout x € M.

On peut définir la C*-algébre du groupoide G(M, F). On utilise la méme
construction que la construction dans la section derniére.

Définition 4.8. Soit F un feuilletage. On note A(M, F) la algébre définie par
— AWM, F) =@y, C(U)/ ~ o ~ est une relation d’équivalence qu’on
ne souhaite pas définir ici.
— Soit f € C(U), g € C°(V). Le produit est défini par la formule fxg =
fegeCx(UxV)ou fwg(r,y) = f(x)g(y). B
— Soit f € C2°(U), I'inverse est défini par la formule f* = f € C°(U™1).
— On définit la norme 1 : || f[l, = [, |f]-
— La C*norme est définie par la méme identité || f||
sup est sur toues les C*-semi-normes bornées.
la C*-algébre du groupoide G(M, F) est la complété de A(M, F) par la norme
On la note C*(M, F).

= supy | [ f]| ou la

max

H”max'

Dans [AS11b], [AS11a] Androulidakis et Skandalis définissent un calcul d’opé-
rateurs pseudos différentiels sur un feuilletage Singulier. Ils obtiennent une suite
exacte pareille & la suite exacte dans I’exemple 2.3.6 et par la méme construction

que la constuction de I'indice analytique dans section 4, ils définissent ’indice
analytique Ind, : K°(Co(F*)) — K°(C*(M, F)).
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