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1 Etude locale des applications

On notera ¢ : (R™,z9) — (R™,yo) pour désigner une application ¢ : R — R™ telle que ¥ (z9) = yo. On
utilisera la méme notation méme si ¢ n'est définie que dans un voisinage de zg.

1.1 Difféomorphismes

Etant donnés deux ouverts U et V de R™, un difféomorphisme de ¢ : U — V est une application inversible C!
d'inverse C. Si le difféomorphisme 1) est C™, r > 1, alors son inverse est nécessairement C", comme on le montre

par récurrence en utilisant la formule
-1

AN (y) = (dby-1(y)
On rappelle :

Théoréme 1.1 (Théoréme d'inversion locale). Soit ) : R* — R™ une application C* telle que di,, est inversible.
Alors, 4 est un difféomorphisme local au voisinage de x¢, c'est a dire qu'il existe des ouverts U et V de R™ contenant
xg et Y(wg) tels que Yy est un difféomorphisme sur V.

1.2 Immersions, plongements

Proposition 1.2 (Forme Normale des Immersions). Soit f : (R",z9) — (R™,yo) une application C". Si df,, est
injective, alors f est une immersion en xq, c'est a dire qu'il existe un difféomorphisme local

¢ : (R™,y0) — (R" x R™™", (20,0))
tel que p o f(x) = (z,0) au voisinage de xy.

Plus précisément, I'énoncé s'écrit : Il existe des ouvert U, V,W de R™, R™~" R™ contenant xg,0,yo, et un
difféomorphisme ¢ : (W, yg) — (U x V, (0, 0) tel que p o f(x) = (x,0) sur U.
< Soit F' un supplémentaire de I'image de df,, dans R™. L’application

R" x F 3 (z,y) — f(z) +y € R™

est un difféomorphisme local. Notons ¢ : (R™,y9) — (R™ x F, (20, 0)) son inverse local. On voit que p o f(z) =
(z,0). »



M

FIGURE 1 — immersions injectives

Etant donné un ouvert U de R”, on dit que f : U — R™ est une immersion si c’est une immersion en chaque
point de U.

L'application f : U — R"™ est un plongement si c'est une immersion injective qui est un homéomorphisme sur
son image (munie de la topologie induite).

Dans le cas m = n, les notions de plongement et de difféomorphisme sur son image sont équivalentes.

Les notions de plongement et d'immersion sont localement identiques :

Propriété 1.3. Si f : (R™,x9) — (R™,yo) est une immersion en xy, alors il existe un voisinage ouvert V de x tel
que f)y est un plongement.

Cette propriété découle immédiatement de la définition.

La premiére obstruction globale a ce qu'une immersion soit un plongement est |'injectivité. Les exemples des-
sinés ci-dessus montrent que méme une immersion injective (de ]0,1[ et de ]0,1[U]2, 3], en I'occurence) n'est pas
nécessairement un plongement.

Proposition 1.4. Une immersion injective et propre d'un ouvert de R™ dans R™ est un plongement.

On rappelle qu'une application est dite propre si la préimage de tout compact est compacte. La proposition est
une conséquence tautologique du lemme classique suivant.

Lemme 1.5. Soit f: X — Y une application continue injective entre espaces métriques. Si f est propre, c’est un
homéomorphisme sur son image.

<« Il faut montrer que f~! est continue. On considére une suite v, — y dans f(X), et les préimages z,, de ¥,
et z de y. Comme I'ensemble {y,,} U {y} est compact, sa préimage Z est compacte. Comme z est la seule valeur
d'adhérence possible de la suite z,,, on conclut que x,, — . »
1.3 Submersions

Proposition 1.6 (Forme Normale des Submersions). Soit f : (R™, z9) — (R™, yo) une application C",r > 1, telle
que dfy, est surjective. Alors f est une submersion en xq c'est a dire qu'il existe un difféomorphisme local

P (R™ < R"™™, (y0,0)) — (R", 20)
tel que f o(y,z) =y au voisinage de yj.
<« Soit 7 une projection linéaire d'image K := ker df;, dans R™. L'application
R" 3 z+— (f(z),7(z —x20)) e R x K

est un difféomorphisme local en . On note ¢ : (R™ x K, (y9,0)) — (R™,x0) son inverse locale. On a alors
fod(y.k)=y. »

On verra plus loin une notion forte de submersion, les fibrations localement triviales, et on montrera que toute
submersion propre est une fibration localement triviale.



1.4 Subimmersions

On dit en fait plutdt applications de rang constant. On ne les rencontre pas aussi souvent que les immersions et
les submersions.

Proposition 1.7 (Forme Normale des Subimmersions). Soit f : (R™, x9) — (R™,yo) une application C",r > 1,
telle que df est de rang constant (k) au voisinage de xq. Alors [ est une subimmersion en xy c'est a dire qu'il existe
des difféomorphisme locaux

w : (Rk X Rn—kv (07 O)) — (RnaxO) ) P (RmvyO) — (Rk X Rm_k) (070))
tels que p o f o (y,z) = (y,0) au voisinage de 0.

Dans le cas des immersions et submersions, le rang en xy est maximal, ce qui implique qu'il est localement
constant. C'est la raison pour laquelle on peut se contenter d'un hypothése ponctuelle dans ces cas.

< On considere une projection linéaire mx sur K := kerdf,, et une projection g sur I'image R de df,,. On
définit 1» comme l'inverse du difféomorphisme local

R" > 2+ (7r(f(*) — yo), 7k (z — 20)) € R x K.
On a alors mr o (f — yo) o ¥(x1,x2) = 1, L'application f o est de la forme
Rx K> (x1,22) —> yo + 1 + g(x1,29) € R™

ol g : (R x K,(0,0)) — (R™,yg)) vérifie mr o g(yr,2) = 0. Autrement dit, si I'on identifie R™ au produit
R x ker g et g (dont le premier facteur est nul) a son second facteur (I — wg)og :

fo(xr,x2) =yo + (w1, 9(x1,x2)).
On a alors

d(f © w)(xl,IQ)(u7 7)) = (’U,7 alg(ml,mg)u + aQQ(ml,xg)v)‘

Comme le rang de cette application linéaire est égal a k = dim R, on conclut que dog = 0, et donc que g ne dépend
pas de x5 :
fov(z1,22) =21 + g(71).

On pose alors ¢(y) =y — g o mr(y) soit en coordonnées ¢(y1,y2) = (y1,y2 — 9(v1)). »
La premiére étape de la preuve ci-dessus donne le résultat général suivant :

Proposition 1.8 (Forme Normale des Applications). Soit f : (R™, z9) — (R™,yo) une application C",r > 1. Soit
R I'image de df,, et F' un supplémentaire de cette image. Alors il existe un difféomorphisme local

¥ : (RxR"* (0,0)) — (R™, z0),

et un application locale g : (R x R"™% 0) — (F,0), tels que f o (&, 2) = yo + & + g(€, 2) au voisinage de 0. En
identifiant R™ au produit R x F', ceci se réécrit

f © 11[}(67 Z) = Yo+ (679(57 Z))

2 Sous variétés

2.1 Caractérisations des sous variétés

Soit M une partie de RP, x5 un point de M, et T un sous espace vectoriel de RP (de dimension d). On dit que
M est une sous variété de classe C" tangente a T en x si I'une les propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
Graphe : Il existe un supplémentaire E de T' dans R et une application g : (T,0) — (E,0) de classe C" telle
que dgo = 0 et telle que M — x( est localement le graphe de g. Plus précisément, il existe un voisinage ouvert V' de
0 dans T tel que le graphe
{ro+ (@ + g(x)),x € V},

est un ouvert de M.



Equation : |l existe une submersion 1 : (RP,29) — (RP~%0) telle que le noyau de di(zg) est T et
telle que, localement, M = ~1(0). Plus précisément, il existe un voisinage ouvert U de zo et une submersion
Y (U, 20) — (RP~2,0) de classe O telle que M NU = {x € U : ¢(z) = 0} et kerdip,, = T

Redressement : |l existe un voisinage ouvert U de zy dans R, un voisinage ouvert V de 0 dans R? et un
difféomorphisme local C™

@ : (U xg) — (RY x RP=4 (0,0))

tel que (UN M) =V x {0} et dp,,(T) = R% x {0}.

Paramétrisation : |l existe un ouvert V de R? et un plongement ¢ : V — RP de classe C", dont I'image est
un voisinage ouvert de xy dans M.

Graphe fort : Pour tout supplémentaire E' de T et tout supplémentaire F' de E, il existe une application
g: (F,0) — (F,0) de classe C" telle que M — xq est localement le graphe de g, et telle que T est le graphe de
dgo.

<« Soit 7 une projection linéaire sur 7.

Si M est localement le graphe de ¢ : T — FE, on note 7wy et mg les projections linéaires associées a la
décomposition RP = T'@ E, et on définit ¢ : (R”,29) — (F,0) par ¢(x) = np(x — x9) — g o mp(x — o). On
constate que di),, = Tg, donc 7 est une submersion en z( et kerdy,, =T

Si M = {4 = 0}, on pose p(z) = (wr(x),1(x)), ol wr est une projection sur T

Si (M) =T, on pose ¢ = ¢y : T — M.

SiM = ¢(T), etsi E et F sont donnés, on remarque que mpo(d—1xg) : (T,0) — (F,0) est un difféomorphisme
local de T et on pose g = T o (mp o (¢ —x0)) "L, »

On déduit méme de la forme normale des immersions que, si ¢ est une paramétrisation locale de M, alors il existe
une redressement o : (U, z9) — (R? x RP=9 (0,0)) tel que ¢ = ga‘kldx{o} au voisinage de 0.

On dit que M est une sous-variété de dimension d en xg si il existe un sous espace T' de dimension d tel que M
est une sous variété tangente a T en xy. On dit alors que T est 'espace tangent a M en x. L'espace tangent T' (et
donc la dimension d) sont bien déterminés, on le note Ty M.

Si M est a la fois une sous variété tangente a T est une sous variété tangente a T, alors T = T. En effet, si
T et T sont deux espaces tangents 3 M en zq, il existe deux redressements ¢ : (U, zo) — (R% x RP=% (0,0)) et
@ : (U xg) — (R x RP=4(0,0)) de M tels que dpo(R? x {0}) = T et d@o(R? x {0}) = T. Comme @G o p~!
est un difféomorphisme local qui envoie (localement) R% x {0} sur RY x {0}, d@g o (dpo) ™' est un isomorphisme
linéaire qui envoie R% x {0} sur R? x {0}. On en conclut que d = d et que

T = dgo(R? x {0}) = digg (R x {0} =T.

On dit que M C RP est une sous variété si c'est une sous variété en chacun de ses points. La dimension est alors
localement constante. On considérera en général des variétés de dimension constante.
La propriété suivante est évidente, mais bien utile :

Propriété 2.1. Si M est une sous variété de RPM et N une sous variété de RPN, alors M x N est une sous variété
de RPM+DN_ De plus,
T($7y)M x N = TIM X TyM

pour tout (xz,y) € N x M.

2.2 Applications différentiables entre sous variétés

On notera f : (M,z9) — (N, yo) une application de M dans N telle que f(xg) = yo. On utilisera aussi cette
notation lorsque f n'est définie que dans un voisinage de xg.

Soit M une sous variété de classe C™,r > 1 de RP.

La fonction f : (M, z5) — R est dite différentiable (resp. de classe C*,1 < k < ) en g si I'une des trois
conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

1. Il existe une paramétrisation locale ¢ : (R%,0) — (M, x) telle que f o ¢ est différentiable (resp. C¥).

2. Il existe une fonction différentiable (resp. C*) fe (RP z9) — R telle que f = ]E|M au voisinage de z.

3. Pour toute paramétrisation locale ¢ : (R, 0) — (M, z0), la composée f o ¢ est différentiable (resp. C*).



<« Montrons que 1. = 2., les autres implications sont claires. On utilise le théoreme de forme normale des
immersions, qui donne I'existence d'un difféomorphisme local ¢ : (R, z9) — (RExRP~? (10, 0)) tel que pog(x) =
(2,0) (p est donc un redressement local de M). On étend alors f par f = fomop™!, oli 7 est la projection sur le
premier facteur dans R¢ x RP~=4_ »

Pour comprendre directement I'équivalence entre 1. et 3. lorsque k < r, il est utile de souligner :

Propriété 2.2. Si¢ et ¢ : (R%,0) — (RP, 2) sont deux paramétrisations locales de M en x, alors I'application
¢ Lod: (RY0) — (RY0).
est un difffomorphisme local de classe C™.

< On redresse chacune de ces applications injectives (et donc la sous variété M) par des difféomorphismes locaux
@ et @ tels que po ¢(z) = (,0) = pog(z). On a donc (¢~ 1,0) = ¢|m et o(x) = ((,5|Rd><{o})71(1770). Finalement,
pour x € RY, .

(Qsil © ¢a 0)(1:) = PYIM © @71("1770) = (90 © 9571)(‘%’ 0)

donc ¢! o ¢, qui est la premigre composante de (¢ o @ 1) rax {0}, est un difféomorphisme local. »

Une application f : (M,z9) —> R™ est dite différentiable (resp. C*) si chacune de ses coordonnées est
différentiable.

Si N est une sous-variété de RPN, I'application f : (M,z9) — N est dite différentiable (resp. C*) si elle I'est
en tant qu'application 3 valeurs dans RP~ .

L'application f : (M,z0) — (N, yo) est différentiable en zq si et seulement si ¢! o f est différentiable pour
toute paramétrisation locale ¢ de V.

En effet, si ¢ est une paramétrisation locale de N en 7, il existe un redressement ¢ tel que ¢~ ! = ©|m, et donc
po f=¢ 'of. Comme ¢ est un difffomorphisme, f est différentiable si et seulement si o f I'est, et donc si et
seulement si ¢~ o f I'est.

Exercice 2.1. L'application f : M — N est différentiable si et seulement si g o f est différentiable pour toute
fonction différentiables g : N — R.

Définition 2.3. Soit f : (M,x0) — N une application différentiable en x¢. Il existe alors une application linéaire
L: T, M — RPN qui est la restriction 3 T,,M de df,, pour n'importe quel prolongement différentiable f :
(RP  z0) — RPN Cette application prend ses valeurs dans Tt(zo)M. Clest la différentielle de f en xq, on la note

dfzy € ﬁ(TwO M, Tf(zo)N)-

Elle est aussi caractérisée par la propriété
df o 0 ddo = d(f 0 d)o

pour toute paramétrisation locale ¢ : (R 0) — (M, xy).

<« Soit f un prolongement de f et ¢ une paramétrisation locale de M. On a alors dfxoodgbo = d(fod))o =d(fod)o.
Comme dy est un isomorphisme linéaire entre R et T, M, on obtient

dfugir,ynr = d(f 0 d)o 0 (do) "

Cette application linéaire ne dépend donc pas du prolongement f Pour montrer qu'elle prend ses valeurs dans
T(z0)IN, on considere une équation locale ¢ : (N, f(zg)) — (RPN=~ 0). On a alors ¢ o f = 0 au voisinage de
xg, donc o f o ¢ = 0 au voisinage de 0, donc di)(,,y o d(f o ¢)o = 0. L'application linéaire d(f o ¢)o prend donc
ses valeurs dans ker di ¢ () = Tf(40) N, il €n est donc de méme de dfxo|TmM =d(fod)oo (dpy)~t. »

La définition par prolongement local implique directement la regle de composition :

Propriété 2.4. Si f : (M,z9) — (N,yo) et g : (N,y0) — (N, z0) sont différentiables (resp. C*) en zq et yo,
alors g o f est différentiable (resp. C*) en xq et

d(g o f)wo = dgyo © df:v()'

Si ¢ : (R 0) — (M, ) est une paramétrisation locale de M, alors son inverse locale ¢! : (M, z¢) —
(Renm 0) est différentiable (puisque ¢~' o ¢ = Id est différentiable). La paramétrisation ¢ peut donc étre vue comme
un difféomorphisme local de (R, 0) dans (M, zg), c'est a dire une application différentiable admettant une inverse
différentiable. On appellera carte de M en z( l'inverse d'une paramétrisation, c'est a dire un difféomorphisme local
de (M, xg) dans (R%,0).



Propriété 2.5 (Théoreme d'inversion local entre variétés). L'application f : (M, xo) — (N, yo) est un difféomorphisme
local si et seulement si I'une des deux propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
— La différentielle df,, est un isomorphisme de T, M dans T, N.
— Pour toutes paramétrisations locales ¢y : (R?,0) — (M, o) et ¢on : (R%0) — (N, x0), la composée
Nt o fodu: (R 0) — (R4, 0) est un difféomorphisme local.

<« La régle de composition implique que df,, est un isomorphisme si et seulement si d(qsg,l o fogn)o en est
un. Au vu du théoreme d'inversion locale dans R? les deux propriétés sont donc équivalentes. Il est clair aussi que la
seconde propriété est satisfaite si et seulement si f est un difféomorphisme local. »

On étend naturellement les notions d'immersions et submersions (et subimmersions) aux sous variétés :

Définition 2.6 (Immersion). On dit que I'application f : (M,x0) — (N,yo) est une immersion si 'une des trois
propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
— La différentielle df,, est injective de T, M dans T, N.
— Pour toutes paramétrisations locales ¢y @ (R4 0) — (M, x¢) et ¢n : (R¥Y,0) — (N, z¢), la composée
N o fodar: (R 0) — (R, 0) est une immersion.
— Il existe des paramétrisations locales ¢ps : (R 0) — (M, x0) et ¢n : (RN, 0) — (N, z0) telles que la
composée (ijl o fo¢n : (RM™M 0) —s (RN 0) est localement une injection linéaire (que I'on peut mettre
sous la forme x — (x,0)).

Définition 2.7 (Submersion). On dit que I'application f : (M, x¢) — (N, yo) est une submersion si 'une des trois
propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
— La différentielle df,, est surjective de T, M dans Ty N.
— Pour toutes paramétrisations locales ¢ps : (R4 0) — (M, o) et ¢n : (R™,0) — (N, ), la composée
N0 fogu: (RM 0) —s (RN, 0) est une submersion.
— Il existe des paramétrisations locales ¢pr : (R 0) — (M, xq) et ¢y : (RN, 0) — (N, z0) telles que la
composée (b&l o fo¢u: (R 0) — (RN 0) est localement une surjection linéaire (que I'on peut mettre
sous la forme (z,y) — x).

La proposition suivante sur les submersions sera tres utile :

Propriété 2.8. Soit m: M — M une submersion de classe C" et soit f : M — N une application. L'image de
est un ouvert de U de M, et I'application f ow est C" si et seulement si f est C" sur U.

< Supposons que f o est C", fixons un point 2o de M et un point yo tel que m(yo) = . Il existe alors
une section locale de 7, c'est a dire une application s : (M, x0) — (M,yo) de classe C" telle que 7w o s = Id.
Localement, f = (f o7) o s est donc C". »

Propriété 2.9. Soit M une sous variété de RP™ de dimension dy; et ¢ : (M,z9) — (N,yo) une submersion
locale. Alors il existe une submersion locale

T : (RPM 2) — N x RPv—du
telle que ¥ (z) = ((x),0) siz € M.

<« On considere une extension locale ¢ : (RP™,x0) — (N, Yo), une submersion locale ¢ : (RPM, zq) —
(RPm=dw () donnant une équation locale de M, et on pose ¥ = (¢, ). »

Définition 2.10 (Sous variétés d'une sous variété). Soit M une sous variété de RP, N une partie de M, et xo un
point de N . on dit que N est une sous variété de M en xq si l'une des propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
— N est un sous variété de RP en xy.
— Il existe une carte de M en xq qui redresse N.
— Il existe un difféomorphisme local

@ (RP 29) — RN x RIv—dn  RP—dum
qui envoie N sur RN x {(0,0)} et M sur RV x Rém—dn x {0},

<« Le premier point implique le second. Soit ¢ : (R 0) — (RP, z0) une paramétrisation locale de N. Alors
¢n, vue comme application a valeurs dans M, est aussi une immersion. |l existe donc une carte ¢pr : (M, z9) —
(R 0) tel que ¢pr o ¢ prend localement la forme z — (,0), I'image d'un petit voisinage de 0 dans R~ est
donc un voisinage de 0 dans R4 x {0}.



Le second point implique le troisieme. La carte ¢ : M — R% se prolonge localement en QNSM :RP — Rém,
Si 1) est une équation locale de M, alors ((;EM,Q/)) est le difffomorphisme local cherché. »

Lorsque N est une sous variété de M en x( on a naturellement T, N C T, M.

Si N est une sous variété de M, alors I'inclusion de N dans M est un plongement ( sa différentielle est I'inclusion
de T,y N dans Ty, M). Réciproquement :

Propriété 2.11. L'image J(N) d'un plongement J : N — M est une sous variété de M.

< Soit yo = J(xp) un point de J(NN). Il existe un voisinage ouvert U de R~ et un plongement ¢ de U dans N
dont l'image V' = ¢(U) est un ouvert de N contenant xg. L'application J o ¢ est alors un plongement de U dans
J(M) dont I'image J o ¢(U) = J(V) est un ouvert de J(N) (car J : N — J(N) est un homéomorphisme) qui
contient yg. »

Il est facile de vérifier que la proposition 1.4 reste vraie dans un contexte plus général :

Proposition 2.12. Si J : N — M est une immersion injective et propre, alors c’est un plongement et son image
J(N) est une sous variété fermée de M.

Tout plongement n'est pas forcément propre, mais on a :
Proposition 2.13. L’image J(N) du plongement J : N — M est fermée si et seulement si J est propre.

< Si J(N) est fermée, alors pour tout compact K de M, I'intersection K N J(N) est compacte. Comme .J est
un homéomorphisme sur son image, J~}(K) = J~}(K N J(N)) est alors compacte, c'est a dire que J est propre.

Si J est propre, considérons une suite y,, = J(x,) dans M, qui converge vers une limite y. La propreté de J
implique que la suite x,, admet une valeur d'adhérence 2. On a alors J(z) =y et donc y € J(N). »

Exercice 2.2. Montrer qu'un difféomorphisme local injectif est un plongement (c'est a dire un difféomorphisme sur
son image).

Exercice 2.3. Soit J : M — N une immersion propre. Montrer que chaque point de N a un nombre fini de
préimages.

En supposant que chaque point de J(M) a le méme nombre de préimages, montrer que J(M) est une sous-variété
de N.

Si1 : M — N est une submersion en chaque point, alors pour tout yo € M la préimage 1)~ 1(yo) est une
sous variété de M, de dimension dj; — d. En fait, il suffit pour ceci que 1 soit une submersion en chaque point de
¥~ (yo). On dit alors que yo est une valeur réguliere de ).

Définition 2.14. On dit que xo € M est un point critique de 1) : M — N si di),,, n'est pas surjective. On dit que
yo € N est un valeur critique de 1) si il existe un point critique xo € M tel que ¥(xo) = yo. Les points de N qui ne
sont pas des valeurs critiques sont dits valeurs réguliéres.

En particulier, les points qui n'appartiennent pas a I'image (M) sont des valeurs régulieres.

Soit N une sous variété de dimension dy et B la boule ouverte de rayon 1 dans R%¥. On dit qu'une partie
A C N d'une sous variété N est de mesure nulle si, pour tout plongement ¢ de B dans N, la préimage ¢~ (A) est
de mesure nulle dans R~ . Cette définition est cohérente dans le cas N = R~

Théoréeme 2.15 (Sard). Soit f: M — N une application différentiable. Si f est C*°, alors I'ensemble des valeurs
singuliéres de f est de mesure nulle dans N. Le résultat est vrai si f est de classe C" avecr > 1 etr > 1+dy —dn.

<« La preuve est assez difficile. On se limite ici au cas facile dy; < dn. Au vu des définitions, il suffit de montrer
le résultat lorsque N = R . On note X I'ensemble des points critiques de f.

On dit que K C M est un cube plongé si il existe une carte ¢, définie au voisinage de Q, telle que ¢(K) = [0, 1]9.
On va montrer que f(X N K) est de mesure nulle pour tout cube plongé K. Comme les intérieurs des cubes plongés
recouvrent M, le Lemme 2.18 implique que M est recouvert par une famille dénombrable de cubes plongés. On
conclut que f(X) est une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle, et donc qu'il est de mesure nulle.

Cas dy; < dy. On a alors ¥ = M.

Lemme 2.16. // existe une constante C > 0 ayant la propriété suivante : Tout cube X de coté 1/k contenu dans
[0, 1]9M vérifie
Vol(f 0 ¢~} (X)) < Cl=(Han),

ol Vol est la mesure de Lebesgue sur R~ .



< Comme df est borné sur [0,1]9¥, I'image du cube est contenu dans une boule de R4~ de rayon au plus C/k.
Ceci implique que son volume est majoré par Ck~—4 < Ck~(+dm)  p
Comme on peut recouvrir le cube K par k% cubes de coté 1/k, on conclut du Lemme que

Vol(f(K)) = Vol(f o ¢—1([0’ 1]dM)) < v o~ (14dn) — C/k;.

Comme ceci est vrai pour tout k € N, on a Vol(f(K)) = 0, ce qui termine la preuve dans le cas dy; < dy.
Cas dy; = dy. On remarque que les points critiques de f o ¢! sont les points de ¢(X).

Lemme 2.17. [/ existe un module de continuité e ayant la propriété suivante : Tout cube X de coté 1/k contenu
dans [0,1]™ et contenant un point critique de f o ¢! vérifie :

Vol(f o 1 (X)) < k~Me(1/k).

Ce Lemme permet de conclure dans le cas dj; = dn exactement comme ci-dessus. On recouvre ¢p(X N K) par au
plus k%M cubes de coté 1/k intersectant ¢(X). L'image par f o ¢~ de |'union de ces cubes, qui contient f(K NY),
a donc un volume majoré par €(1/k). Le volume de f(K N X) est donc majoré par €(1/k) pour tout k € N, il est
donc nul.

< Soit ¥gp € X un point critique de f o ¢~ 1. Soit R I'image de I'application linéaire L := d(f o ¢ 1),,, c'est un
sous espace vectoriel strict de R%¥. Soit p un module de continuité de d(f o 1) sur [0, 1] . Pour tout = € X, on
a

1
f © (;571(‘%) - f © ¢71(‘(L‘0) - L(l' - xO) = /0 (d(f o d)il)xo—&-t(:c—wo) - L) : (LL' - .’Eo)dt

donc
|fod™ () — fo¢ ™ (w0) — L(z — w0)| < |z — wolp(|z — o).

Comme le diametre de X est v/n/k, on conclut que fop—1(X) est contenu dans une bande de largeur \/ds/kp(\/dar / k)
autour de I'espace affine 2o + R. Comme d(f(;l) est borné sur [0, 1]9M, cette image f o $~1(X) est aussi contenue
dans une boule de rayon C/k autour de zy. Son volume est donc majoré par Ck~ p(y/dys/k). Ceci conclut la
preuve du Lemme et du théoreme 2.15. »

Lemme 2.18. Soit (X, d) un espace métrique séparable. Tout recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement
dénombrable (on dit que X a la propriété de Lindeldf).

<« Considérons une partie dénombrable dense de Y C X, et appelons boule rationnelle toute boule ouverte
de X centrée sur Y et de rayon rationnel. L'ensemble des boules rationnelles est donc dénombrable. Si f est un
recouvrement ouvert de X, alors I'ensemble 3, des boules rationnelles contenues dans des ouverts de U/ est un
recouvrement ouvert dénombrable de X. A chaque boule B € By, on peut associer un ouvert Ug € U qui la
contient. L'ensemble {Ug, B € By} est un sous-recouvrement dénombrable de U. »

Méme le cas dy; < dy du théoréeme de Sard n'est pas complétement anodin. Il affirme que I'image d'une variété
par une application différentiable dans une variété de dimension strictement plus grande est de mesure nulle. A
I'inverse, il existe une application continue surjective de [0, 1] dans [0, 1]? (la courbe de Péano). Une telle courbe ne
peut donc pas étre différentiable (ni méme localement Lipschitzienne).

Soit f : M —> N une application différentiable, et soit Z une sous variété de N. Si chaque point de N est
une valeur réguliere de f, alors f~1(Z) est une sous variété de M. La restrictions de f & f~1(Z) est de plus une
submersion en chaque point.

La propriété que f~1(Z) est une sous variété de M reste vraie sous la condition plus générale que f est transverse
az:

Définition 2.19. L’application différentiable f : M — N est dite transverse a la sous variété Z C N si, pour tout
point x € f~Y(Z), on a I'égalité
TxyN = Tty Z + dfo(Tu M).

Proposition 2.20. Si f : M — N est transverse 3 Z, alors f~(Z) est une sous variété de M.

< Soit = un point de f~'(Z). Considérons une submersion g : N — R?, définie au voisinage de f(z), et telle
que Z est localement défini par I'équation g = 0. L’application g o f est alors une submersion en z, qui donne
localement I'équation de f~'(Z). Vérifions que g o f est une submersion en x, c'est & dire que dgs(z) o dfs. La
transversalité de f en x se réecrit df, (T, M) + kerdgs(y) = Tt N. L'image de dgy(,) o df, est donc la méme que
celle de dgf(z). ™



Exercice 2.4. Soit M et N deux sous variétés de X en xq. Supposons que M et N sont transverses en xg, au sens
que Ty M + T, N =T,,X. Alors M NN est une sous variété en xq, tangente a T, M N1, N.

Beaucoup de ce qui a été dit sur les submersions se généralise au cas du rang constant.

Exercice 2.5. Soit f : M — N une application différentiable. Si df est de rang constant k, alors f~'(y) est une
sous-variété pour tout y € N, de codimension k dans M. Il suffit que le rang de df soit constant sur f~(y).

Soit Z une sous variété de N. Si la dimension de T,y Z + df (T, M) est constante (égale a k) sur f~*(Z), alors
cette préimage est une sous-variété de M, de codimension k — dim Z.

Exercice 2.6. Soit f : M — N une application propre de rang constant telle que chacune des préimages f~'(y),y €
N, est connexe. Montrer que I'image f(M) est une sous-variété de N.

Montrer la conclusion dans le cas plus général ot les sous-variétés f~1(y),y € N ont un nombre de composantes
connexes indépendant de y (ce nombre est fini au vu de la propreté).

2.3 Complément, structure de sous-variété.

Une structure de sous-variété sur un ensemble X est une injection de X dans un espace vectoriel de dimension
finie E' dont I'image est une sous-variété. On dit que deux structures de sous-variétés [ : X — EFet J: X — F
sont égales si J o I~! est un difféomorphisme de I(X) dans J(X), et qu’elles sont difféomorphes si les images I(X)
et J(X) sont difféomorphes.

3

Exercice 2.7. Montrer que I'application I : R — R donnée par I(x) = x*> munit R d’une structure de sous-variété

différente de sa structure standard.
Montrer que la structure de sous-variété donnée par I est difféomorphe a la structure standard.

Exercice 2.8. Soit M une sous-variété, X un ensemble et P : M — X une application surjective. Montrer qu’il
existe au plus une structure de sous-variété sur X pour laquelle P est une submersion.

Exercice 2.9. Soit f : M — N une immersion injective. Montrer qu’il existe une unique structure de sous-variété
J: f(M) — E sur f(M) telle que J o f est un plongement.

Si X est un ensemble et J : X — FE est une structure de sous-variété, on dit que I'application f : X — M est
C"si foJ ! I'est sur J(X). L'ensemble C"(X,R) détermine la structure de sous-variété de X. Supposons en effet
que I : M — F est une autre structure de sous-variété. Les coordonnées I, de |'application I sont des éléments de
C7(X,R), c'est a dire qu'elles sont C” pour la structure I. Si C7(X,R) = C%(X,R), alors les coordonnées I; sont
aussi C" pour la structure .J, c’est a dire que les fonctions I; o J~! sont C" sur J(X). En conséquence, I'application
IoJ ! est C" sur J(X). Par symétrie, I'application J o =1 est C" sur I(X), et donc la bijection I o J~! est un
difféomorphisme.

3 Exemples
3.1 Spheres
Toutes les valeurs non nulles de I'application  — |z|? sont régulieres. La sphere unité
S = {r e R"™: |z|* =1}

est donc une sous variété de R"*!. Son espace tangent au point 6 est I'orthogonal de # dans R"*!, puisque la
fonction x — |z|? a pour différentielle en 6 la forme x — 2(0, x).

L'application (7, ) — rf est un difféomorphisme entre |0, 00) x S et R2—{0} (c'est une version des coordonnées
polaires). Son inverse est donnée explicitement par z — (|z|, z/|x]).

3.2 Tores

Le produit M x N de deux sous-variétés (de RP* et RP~) est une sous variété de RPN +Px et on a I'identification
Twy)yN x M =T,N x T, M.

Par exemple, le produit S! x S! est une sous-variété de R*, le tore de dimension 2. Plus généralement, le tore
T" est défini comme le produit de n facteurs S'. C'est une sous-variété de R?".
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On peut aussi plonger le tore T? dans R?, en formant I'image classique de “chambre 3 air”. On écrit pour ceci
R3 = R? x R, on se souvient que S' C R2, et, pour un point § € S, on note (01,02) ses coordonnées en tant
qu'élément de R2. Fixant a €]0,1[, on plonge S* x S* par I'application

J(0,0) = (1 + ap1)t, aps).

La différentielle de .J, vue comme une application de R* dans R3, en un point (6, ¢) € S* x S* C R? x R? est donc
I"application linéaire

R* xR X R > (z,y1,y2) — ((1+ ap1)z + abyy, ayz) € R* x R.

Son noyau est la droite de R* = R? x R x R dirigée par le vecteur V (0, p) = (—af, 1 + a1, 0). Pour vérifier que
J est une immersion sur S x S!, il suffit de constater que le vecteur V (6, ¢) n'est jamais tangent 3 S' x S! en
(0,0) € St x S!, puisque —af n’est pas orthogonal 3 6§ (rappelons que 6, qui appartient 3 S*, est non nul).
Comme S' x S' est compact, il suffit de vérifier que I'immersion J est injective pour conclure que c'est un
plongement (dont I'image est donc une sous variété de R? difféomorphe 3 S* x S1). Si J(0, ) = J(0',¢’), alors
2 = b, et de plus
1+ ap; = [(1+ap1)l] = |(1+ ap})d'| =1+ ap)

donc ¢ = ¢’. On voit alors que 6 = ¢'.

[l'y a une autre fagon de procéder. On remarque que I'application F' : (z1,z2) — (€1, €®2) est un difféomorphisme
local surjectif de R? dans T?. En conséquence, I'application J : T? — R? est une immersion différentiable si et
seulement si J o F' est une immersion différentiable. On écrit alors

Jo F(xz1,x2) = ((1 +acoszy)cosxy, (1 + acoszy)sinzy,asinzs)

et on calcule la matrice de la différentielle de J o I

—(1+ acoszy)sinzy —asinzycoszy
(1+acosxzy)cosxy —asinzysinz
0 a COS T2

Comme le coefficient (14 cos x2) est non nul, cette matrice est de rang 2 en tout point ol cos zo # 0. Si coszg = 0,
alors sinzo = 41, et le de bloc supérieur est inversible, puisque

—sinx; —asinxs cos Ty .
. . =sinzg # 0.
cosxry —asinxgsinzg
On peut plonger le tore T™ dans R™*! par le méme type de formule. Plus précisément, si ' = (Fy, F») est un
plongement de T"~! dans R” =R x R™!, alors on obtient un plongement de T™ dans Rt par |'expression

St x T '3 (0,0) — (1 +aFi(p))d, Fa(p)) € R? x R*2

lorsque a > 0 est assez petit.

L'application I : R"™ > (x1,...,2,) — (€21, ... e*™n) € T" est surjective et engendre une bijection de
R™/Z™ dans T™. Il y a une unique structure de groupe sur T" qui fait de cette bijection un isomorphisme de groupe,
ou, ce qui est équivalent, qui fait de la surjection II un morphisme de groupe. La structure de (sous)-variété de T™ a
difféomorphisme preés est aussi déterminée par le fait que II est une submersion (en I'occurrence un difféomorphisme
local), voire I'exercice 2.8. Plus précisément, si M est une sous variété et si F' : T" — M est une bijection, F est
un difféomorphisme si et seulement si F o II est une submersion. On dit que I'égalité T™ = R"™/Z™ a lieu aussi en
tant que (sous)-variété.

Les opérations de groupe de T™ sont différentiables. En effet I'inverse J : II(x) —— II(—z) est une bijection
de T™ telle que J o II(x) = II(—x) est une submersion, c’est donc un difféomorphisme. Le produit est I'application
P:T"xT" — T" telle que P(II(z),1I(y)) = II(x +y). Comme la projection R" xR" > (z,y) — (II(z),(y)) €
T™ x T™ est une submersion surjective, La différentiabilité de I'application (x,y) — P(II(z),I(y)) implique celle
de I'application P.

On dit que T™ est un groupe de Lie : une (sous)-variété munie d'une structure de groupe dont les opérations sont
différentiables.
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3.3 Groupes de Matrices

Notons M,,(R) (ou M,,) I'ensemble des matrices réelles carrées de taille n, que I'on identifie 3 R™".

Le groupe G, (R) est un ouvert de M, (R) donc une sous variété de dimension maximale n?. Les opérations de
groupes (M, N) — M N et M — M~ sont différentiables. Concernant I'inversion, on rappelle le calcul classique
(M+N)'=(MI+M N H)=I+MIN) "M 1=(I-MN+oN)Mt=I1-MITNM~1+0o(N)
dont on déduit que I'application M — M ! est différentiable, et que sa différentielle en M est I'application linéaire
N+— M INM-!

Notons M3 (R) et M2 (IR) I'ensemble des matrices symétriques et antisymétriques. Ce sont des espaces vectoriels
que I'on identifie 3 R +1)/2 gt R7(n—1)/2,

Le groupe O, (R) des matrices orthogonales est une sous-variété de M, (R), son espace tangent en l'identité
est M2(R). Les opérations de groupe, qui sont les restrictions de celles de Gi,,(R), sont donc différentiables. Pour
montrer que O, (R) est une sous variété, il suffit de montrer que I'identité est une valeur réguliere de I'application
M, (R) > M — 'MM € M$(R). La différentielle en M de cette application est

dyr: N — "MN +INM = "MN + ("M N)

En M = Id, c’est donc d; : N — N + N, qui est surjective sur M3 (R), et de noyau M?(R). Le groupe O, (R)
est donc une sous variété au voisinage de l'identité, tangente a MZ(R). En un autre point M de O,(R), on a
dy = dp o L, o L est la multiplication 3 gauche par *M, qui est un isomorphisme de M, (R). Ceci implique que
dyr est surjective, et donc que O,,(R) est une sous variété en M tangente a kerdy = L~ (kerd;) = M - M2(R).
On aurait aussi pu conclure ceci directement en constatant que la multiplication par M est un difféomorphisme de
M, (R) qui préserve O, (R) et qui envoie I sur M.

Le groupe SO, (R) des matrices orthogonales de déterminant égal a 1 est aussi une sous variété. En fait, c'est
la composante connexe de I'identité dans O,,(R). Remarquons pour terminer que SO2(R) est difféomorphe 3 S!. Le

morphisme de groupe surjectif
0 [ cos 270  sin 276
—sin 270 cos 2wl

de R dans SO, est en effet un difféomorphisme local qui se factorise par S! = R/Z.

3.4 Matrices de rang fixé

Soit k < min(n, m) et soit Ni(n,m) C My n(R) I'ensemble des matrices de rang k. Alors Ny (n, m) est une sous
variété de M,, ,,(R), de dimension k(n +m — k) (Il faut prendre garde toutefois au fait que la fermeture Ny (n,m),
constituée des matrices de rang inférieur a k, n'est pas une sous variété. En particulier, le complémentaire de GI,,(R)
n'est pas une sous variété, mais c'est une union finie de sous-variétés.)

Comme les permutations de lignes ou de colonnes sont des isomorphismes de M, ,,,(R) qui préservent Ny (n,m),
il suffit de démontrer que N (n, m) est une sous variété au voisinage d'une matrice qui s” écrit par blocs

|40 Bo
%= by

ol Ag est un bloc k x k inversible. Toute matrice X proche de X s'écrit alors X = [C D

A B} avec un bloc A

inversible. En multipliant a gauche la matrice X par la matrice inversible O = {_0{4_1 ?] , on obtient
A B
OX_[O D—CA*B}

La matrice A est donc de rang k si et seulement si D = CA™1B. L'ensemble Ny(n,m) est donc localement un
graphe de codimension (n—k)(m —k), c'est a dire de dimension nm — (n—k)(m—k) = k(n+m —k). En supposant
par exemple que m < n, la sous variété N,,_1(m,n) est donc de codimension n —m + 1.

On peut traiter de maniére similaire le cas des matrices symétriques. Soit N;(n) le sous ensemble de S, (R)
(les matrices symétriques n x n) constitué des matrices de rang k. Toute matrice Xy de N;(n) se diagonalise

dans une base orthonormée, c’est a dire qu'il existe une matrice orthonormée O telle que O'XyO s'écrit par blocs

Yy = [%0 8] avec un bloc Ay de taille k£ x k inversible. Comme I'application X — O!X O est un isomorphisme de
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Sy, (R) qui préserve N} (n), il suffit de montrer que N est une sous variété au voisinage de Y. On montre exactement

Bt g} proche de Y est de rang k si et seulement si D = B!A~!B.
L'ensemble N (n) est donc localement un graphe de codimension k(k + 1)/2.
Pour se représenter un peu plus concrétement les choses, on peut considérer I'ensemble So(R) des matrices

comme ci-dessus qu'un matrice symétrique {

b
sont celles qui satisfont I'équation b? = ac, qui est I'équation d'un céne dans R3. Ce cOne est une sous variété sauf au
point (0,0,0), qui en est une singularité. Le complémentaire de cette singularité correspond exactement aux matrices
de rang 1.

- y PN . - a b . . .
symétriques 2 x 2. On I'identifie 3 R® en écrivant ses éléments sous la forms [ C} Les matrices non inversibles

3.5 Grassmaniennes

Soit G(k,n) I'ensemble des sous-espaces de R™ de dimension k. Pour écrire G(k,n) comme une sous-variété, on
identifie chaque sous-espace a la projection orthogonale dont il est I'image. On définit donc G(k,n) comme I'ensemble
des matrices symétriques de rank k qui vérifient la relation M2 = M. Nous allons montrer que c'est une sous variété
compacte de M3 (R) (matrices symétriques n X n).

On remarque dans un premier temps que c'est une partie compacte, car fermée et bornée, de M:(R). Pour
montrer la fermeture, on constate que le rang d'une projection est égal a sa trace. L'ensemble des projecteurs de
rank k est donc déterminé, dans M (R), par les équations continues M2 = M et tr (M) = k.

L'entier k étant fixé, on considere la décomposition R” = R¥ x R"~* et on décompose les matrices de M, (R)
(et donc de G(k, n)) par blocs suivant cette décomposition. La matrice

I 0
Iy = [0 0}

¢
est un élément de G(k, n). L'ensemble H(k,n) des éléments de G(k, n) qui s'écrivent M = {A B

B C
inversible constitue un voisinage ouvert de I, dans G(k,n). Comme le rang est k, on a nécessairement C' = BA~1 B!

} avec un bloc A

dans la matrice ci-dessus et I'image de M est celle de la matrice . Autrement dit, M est la projection orthogonale

sur le graphe de L := BA™! € M,,_; x(R).

Réciproquement, pour L € M, _j x(R), on peut chercher une expression pour la projection orthogonale sur le
A ALt
- [LA LAL!
implique que A(I + L!L)A = A. Cette équation est satisfaite pour A = (I + L'L)~!, (la matrice (I + L'L) est
définie positive donc inversible) et on vérifie effectivement que

A
B

graphe de L de la forme II, } , avec une matrice symétrique inversible A. L'équation I, o II;, = II

o . [ LD I+ L)L
L= LI+ 'Ly~ L(I+L'L)L! |’

vérifie 112 =11, et donc est la matrice de la projection orthogonale sur le graphe de L.

L'application II : L — IIj, est une application C*° de M,,_ 1(R) dans M3(R), a valeurs dans H(k,n). En
A Bt
B C
on constate que I' o II(L) = L, ce qui implique que II est un plongement de M, _j, ,(R) dans M3 (R), dont I'image
est égale 3 H(k,n). En effet, pour tout ouvert U de M,,_j x(R), on a II(U) = H(k,n) NT~*(U), c’est donc un
ouvert de H(k,n). En conséquence, H(k,n) est une sous variété, c'est a dire que G(k,n) est une sous variété en
chaque point de H(k,n). L'espace tangent a G(k,n) au point I est I'image de |'application linéaire

0 zt}

notant I' I'application +—— BA~! (définie sur I'ouvert de M?(R) des matrices dont le bloc A est inversible),

Mn,kykaﬁn—>dﬂlk-€: |:€ 0

Comme tout point My de G(k,n) peut s'écrire sous le forme My = OI;O~' pour une matrice O € O, (R), et
que l'application L — OLO™! est un isomorphisme de M3(RR) qui préserve G(k,n), on conclut que G(k,n) est
une sous variété en My. On a donc montré que G(k,n) est une sous-variété de M3 (R).

Si M est une sous variété de classe C" de R”, alors I'application

M>2z+—T,M € G(d,D)
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est de classe C"~!. En effet, en écrivant localement M comme le graphe d'une fonction F, on voit que T, M est le
graphe de I'application linéaire dF,, qui est une fonction C"~! de z.

On peut représenter les éléments de G(k,n) comme images de matrices n x k de rang k. Nous avons vu que
I'ensemble Ni(n, k) de ces matrices est un ouvert de M, ,(R). L'application R qui, a une matrice M € Ni(n, k),
associe la projection orthogonale sur son image est une submersion surjective de N (n, k) dans G(k,n). En effet, sur

. C A
I'ouvert des matrices qui s’écrivent {

B] avec un bloc A inversible, cette application s'écrit

A
|:B:| — HBA—l

. . , Sy A 1 . (1
qui est une submersion sur |'ouvert considéré car — BA™" en est une. On a montré que les éléments de

B
H(k,n) sont des valeurs réguliéres de I'application R.

Etant donnée une matrice quelconque My € Ni(n, k), on peut écrire My = O { OO} avec un bloc Ag inversible.

Comme R(OM) = OR(M)O~! (en tant que projecteurs) ceci implique que F est une submersion au voisinage de
M.

La donnée E(x) d'un élément de G(k,n) pour chaque z € R? est donc une application de classe C" au voisinage
de 0 si et seulement si il existe des applications Vi (z), ..., Vi(z) : (R%,0) — R™, de classe C", telles que E(z) est
I'espace engendré par les vecteurs V;(z) pour tout = dans un voisinage de 0.

Comme pour les tores, la sous-variété G(k,n) est caractérisée a difféomorphisme prés par I'existence de I'appli-
cation R = Ny (k,n) — G(k, n) vérifiant les propriétés suivantes (exercice 2.8) :

— R est une submersion surjective.

— Deux points M et M’ de Ni(k,n) ont la méme image par R si et seulement si il existe g € Gl tel que

M' = Mg.
On dit que G(k,n) = Ni(k,n)/Gly.

Il'y a une autre fagon naturelle de représenter la Grassmanienne G(k,n). On considére pour ceci I'espace N,,_j(n—
k,n) des matrices n — k X k de rang maximal, qui est un ouvert de M, _j »,(R). Le noyau d'une matrice M €
Np—r(n—Fk,n) est un sous-espace de R™ de dimension k, que I'on identifie donc a un élément de G(k,n). L'application
K qui a une matrice associe son noyau est une submersion surjective de N,,_(n — k,n) dans G(k,n). On se rameéne
en fait 3 la paramétrisation précédente en remarquant que, en tant que sous espaces, K (M) = R(M')* donc, en
tant que projecteur,

K(M) =1 — R(M").

La donnée E(z) d'un élément de G(k,n) pour € R? est donc une application de classe C" au voisinage de 0
si et seulement si il existe des applications Py (), ... P,_k(z) : (R%,0) — (R™)*, de classe C", telles que E(z) est
déterminé par les équations

E@z)={veR":P(z) - v="P(z) - v="---=P,_i(z) v=0}
pour x proche de 0.
Propriété 3.1. Si Ey et Fy sont des éléments de G(k,n) et G(I,n) tels que Ey N Fy = {0}, alors I'application
Gk,n) xG(l,n)> (E,F)— E+ FeG(k+1,n)
est C™° au voisinage de (Ey, Fp).

Pour le montrer, on considére des applications locales V1 (E), ... Vi (E) : G(k,n) — R"™ de classe C*° telles que
E est engendré par les V;(E) si E est proche de Ey, et des applications locales W1 (F), ... Wi(F) : G(n—k,n) — R"
telles que les vecteurs W;(F') engendrent F' si F est proche de Fy. L'espace E+ F est alors engendré par les vecteurs

Vi(E), ..., Vi(E), Wi(F),...,Wi(F)
c'est donc une fonctions C*° de E et F. De la méme facon :

Propriété 3.2. Si E et F sont des éléments de G(k,n) et G(I,n) tels que Ey + Fo = R™ (on dit que Ey et Fy
sont transverses), alors I'application

G(k,n) xG(l,n)> (E,F)— ENFeGk+1—n,n)

est C™° au voisinage de (Ey, Fp).
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La preuve est identique a la précédente en remplacant les vecteurs V;(E) engendrant les espaces par des équations
P;(E) déterminant les espaces.

Propriété 3.3. Pour tout k € N, on a vu que I'ensemble L;,(R%,R™) des applications linéaires de rang k est une
sous-variété de L(R¥ RY). L'application Li(R?,R") > L+ Im L € G(k,d) est différentiable.

<« Fixons Ly € L;(R",R%). On considere alors k vecteurs vy, ...,v, de R™ dont les images Lo(v;) sont
indépendantes. Les applications L — L(v;) sont différentiables, et donc I'application

L — Vect (L’Ul7 - 7L’UZ‘) =ImL
est différentiable au voisinage de Ly. »

Propriété 3.4. Soit Ey € G(k,n) et Ly € My ,(R). Supposons que Log, est un isomorphisme. Alors, pour E
proche de Ey et L proche de Lo I'application Ly est un isomorphisme, et il existe une (unique) application locale

S(L, ) : My n(R) x G(k,n) — M, ,(R),
de classe C* dont I'image est m (vu comme sous-espace) et telle que L - S(L, ) = Id.

< Soit G(7) une équation locale de 7 au voisinage de g, c'est a dire une application C° locale
G:G(k,n) — My n—k(R)

telle que 7 est le noyau de G(r). L'application linéaire (L o7, G(mp)) est un isomorphisme de R™ dans R¥ x R"~%.
Il en est donc de méme de (L o 7, G(7)), qui envoie 7 sur R* x {0}, et I'inverse

R(L,7n):= (Lom G(n))~! € L(R* x R"~F R")

est une application C* de 7 et L au voisinage de (Lg,m). La restriction S(L,7) de R(L,7) a8 R¥ x {0} a pour
image , et elle vérifie
LoS(L,m)(x)=LomwoR(L,7)(x,0) =x.»

L'ensemble G(1,n) est appelé espace projectif de dimension n — 1, noté aussi RP" 1. Nous I'avons défini comme
une sous variété de R™"(™+1)/2_On a une submersion surjective 7 de R"** — {0} dans RP™ qui, & tout vecteur
non nul (v1,...,v,41) associe la droite dirigée par ce vecteur. L'application f : RP™ — N est différentiable si et
seulement si la composée f o 7 est différentiable sur R"*! — {0} (c’est un cas particulier d'une propriété générale
des submersions surjectives).

L'espace RP! est difféomorphe 3 S'. Attention toutefois, I'application naive associant a tout point de S* la droite
vectorielle qu'il engendre n'est pas une bijection (chaque droite & deux préimages). On définit plutdt I'application qui,
au point § = (01,0) € S' (vu comme sous variété de R?), associe la (projection orthogonale sur la) droite dirigée
par 6 + (1,0) si 8 # (—1,0), et par (02,1 —0;) si 6 # (0,1). Comme 02(1 +61,605) = (1 —01)(02,1 — 61), ces deux
epxression définissent le méme droite. Cette application est une bijection C>° de S' sur RP'. Pour montrer que sa
réciproque est aussi C'™, on calcule que le point d'intersection du cerle unité avec la droite affine passant par (—1,0)
et dirigée par le vecteur non-nul (vy,vs) est

2 _ 2 2
0(v1,05) = (vlvz Wz)

2 27,3 2
vy + vy vy + 03

L'espace RP?, qui est de dimension 2, est défini ci-dessus comme une sous variété de R®. Nous verrons qu'il se
plonge dans R®, (il se plonge aussi dans R*, mais pas dans R?).

3.6 Fibré tangent, fibré vectoriel.

Soit M une sous variété C",r > 2 de RP. L'ensemble TM := {(z,v) € R?P x € M,v € T, M} est une sous
variété O™~ de R2P appelée le fibré tangent de M. Si 1 : U — (R%,0) est une équation locale de M, ot U est
un voisinage de xg dans RP, alors

Ty : U xRP 3 (2,v) — (W(z),dp, - v) € R?P
est un submersion. Sa différentielle s'écrit en effet
dTw(a:m) : (va) = (de Yy dipg - w + d2¢x : (1], Z/))

et elle est surjective car di, I'est. L'application T est donc une équation de TM N (U x RP). Cette variété est
munie d'une projection canonique 7 : TM — M qui est la restriction de la projection sur le premier facteur.
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FIGURE 2 — Ruban de Moebius

Exercice 3.1. Soit M une hypersuface compacte de R (une sous variété de codimension 1). Montrer que I'appli-
cation x — T, M est surjective de M dans G(D — 1, D). On pourra, pour chaque E € G(D — 1, D) considérer une
forme linéare 1 sur RP dont E est le noyau, et montrer que I’application lpr admet un point critique.

Un champ de vecteurs de classe C*, k < 7 —1 sur M est une application V : M — RP, de classe C¥, telle que
V(x) € T, M pour tout z. On peut aussi le définir comme une section S : M — T'M, c'est a dire a une application
S: M — TM telle que 1o S = Id. Si V est un champ de vecteurs vu comme application a valeurs dans R”, la
section qui lui est associée est S(z) = (z, V(z)).

De maniére générale, on appelle fibré vectoriel (de type fini, de rang k) au dessus de M la donnée d'une application
différentiable E(x) de M dans une Grassmannienne G(k,n). L'ensemble N := {(x,v),v € E(z)} C M x R" est
appelé espace total du fibré vectoriel. C'est une sous variété de M x R", elle est munie d'une projection 7 : N — M
qui est une submersion.

<« Montrons que |'espace total est une sous-variété. On considére un point zyg € M. On étend I'application
E(z) : M — G(k,n) a un voisinage de zy dans R”, et on considére une application = — L(z) € L(R", R"~F)
telle que E(z) est le noyau de L(x). On considere de plus une submersion locale ¥ : (RP, zo) — (RP=4,0) qui
donne une équation de M au voisinage de x(. L'application

RP x R" 3 (z,v) — (¥(z), L(z) - v) € RP=4 x Rk

est alors une submersion en (xg,v) pour tout v € R™, qui donne une équation de N au voisinage de chaque point
(zo,v),v € E(xp). La projection 7 est différentiable car c'est la restriction a N d'une application différentiable. Elle
admet de plus une section globale, I'application  — (z,0), c’est donc une submersion. »

Un fibré vectoriel de rang k est dit trivial si il existe k applications différentiables Vi,...,V} : M — RP telles
que E(x) est I'espace vectoriel engendré par les vecteurs V;(z) pour tout z, c'est a dire si il existe une application
différentiable L : M — L(R*¥ ,R") telle que E(z) est I'immage de L(z) pour tout z. Tout fibré vectoriel est
localement trivial, c'est a dire que, pour tout o € M, il existe un voisinage ouvert U de zy dans M tel que la
restriction du fibré a U est triviale.

Un morphisme de fibrés vectoriels entre 7 : N —» M et # : N —» M est une application différentiable
G : N — N entre les espaces totaux qui préserve chaque fibre F(x) = 7~ 1(x) et donct la restriction a chaque fibre
est linéaire. Si les fibrés sont donnés par des applications F et F' de M dans les grassmaniennes G(k,n) et G(k,n),
alors un morphisme de fibré est de la forme G(x,v) = (g(x), L(z) - v) ot L : M — L(R",R") est une application
différentiable telle que L(x) préserve F'(x) pour tout x € M.

Le fibré 7 : N — M est trivial si et seulement si il est isomorphe au fibré produit M x RF.

Exercice 3.2. Le fibré m : N — M est trivial si et seulement si il existe une application différentiable L : M —
L(R"™,RF) telle que la restriction de L(x) & E(z) est un isomorphisme pour tout .

Si M et N sont des variétés difféomorphes, alors les fibrés tangents T, M et T, N sont isomorphes. De plus, a
tout difféomorphisme ¢ : M — N est associé I'isomorphisme canonique de fibrés

T : (z,0) — (Pp(x),ddy - v).

On remarque la propriété fonctorialité

T(pop) =TeoT.
A titre d’exemple, considérons le fibré au dessus de la variété M = G(1,n) donné par I'application identité d e M
dans G(1,n). C'est un fibré en droites dont I'espace total est E,, = {(z,v),z € G(1,n),v € z} C G(1,n) x R"™. En
identifiant G(1,2) 3 S!, on peut visualiser |'espace total E5 comme un ruban de Moebius dans S! x R2.
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Soit 7 la projection sur le second facteur 7 : G(1,n) x R® — R™. Notons E, le complémentaire de la section
nulle dans E,, c'est a dire I'ensemble E,, = {(z,v),z € G(1,n),v € v — {0}}. La restriction de 7 a E,, est un
difféomorphisme sur R™ — {0}, dont le difféomorphisme inverse est v — (Ru, v).

4 Espaces métriques localement compacts

On décrit quelques propriétés des espaces métriques localement compacts qui donneront le contexte topologique
des variétés de dimension finie.

4.1 Suites exhaustives de compacts

Une suite exhaustive de compacts dans X est une suite K; de parties compactes de X qui recouvrent X, et telles
que K; est contenu dans I'intérieur de K, 1.

Proposition 4.1. Soit X un espace métrique localement compact. Si X est connexe ou séparable, alors X admet
une suite exhaustive de compacts.

< Pour chaque point = € X, on définit le réel r(x) comme le suprémum des rayons r tels que la boule fermée
B(z,7) est compacte. Si il existe un point x tel que r(z) = +o00, alors on pose K; = B(x,1).

Sinon, r(x) prend des valeurs réelles strictement positives (car X est localement compacte). Pour tous z et y,
la boule B(y,r) est contenue dans la boule B(z,r + d(z,y)), donc r(y) < r(z) + d(z,y). La fonction r est donc
1-Lipschitz, donc continue.

A tout compact K, on associe la réunion K’ des boules fermées B(z, r(z)/2) centrées sur K. Montrons que K" est
compact. Pour ceci on considére une suite x,, de points de K’. Chaque point x,, est dans une boule B(y,,r(y»)/2),
avec y, € K. Comme K est compact, on peut supposer en prenant une sous-suite que ¥, a une limite y dans K.
Comme r est continue, on peut de plus supposer que r(y,) < 2r(y)/3 pour tout n et donc que z,, est dans la boule
compact B(y,3r(y)/4) pour n assez grand. La suite x,, admet donc une sous-suite convergente.

La réunion des boules ouvertes B(z,7(x)/2),2 € K est un ouvert contenu dans K’ et contenant K, donc K est
contenu dans |'intérieur de K'.

PREUVE DANS LE CAS CONNEXE : On construit maintenant la suite de compacts suivante : On prend n'importe
quel compact K7 non vide (par exemple un point), et on pose K;11 = (K;)'.

Pour montrer que c’est une suite exhaustive de compacts, il suffit de montrer que la réunion U des K; est égale a
X. Comme U est la réunion des intérieurs des K;, c'est un ouvert. Montrons maintenant qu'elle est fermée, et donc
égale a X par connexité.

Considérons une suite x,, € U telle que z,, — = dans X. Choisissons n assez grand pour que 7(z,) > r(x)/2
et d(zp,x) < r(z)/4. Comme x,, € U, il existe i tel que z,, € K;, et donc

x € B(zp,r(x)/4) C B(zp,r(1,)/2) C K] = Ki11

PREUVE DANS LE CAS SEPARABLE : On considére une suite dense z;, et on fait comme ci-dessus, mais en
posant K;+1 = (K;) U {x;41}. Comme B(z;,7(x;)/2) C K;, on Vvérifie facilement que UK; = X. »

Corollaire 4.2. Tout espace métrique localement compact et connexe est séparable.
Ceci découle immédiatement de I'existence d'une suite exhaustive de compacts.

Corollaire 4.3. Si (X,d) est un espace métrique séparable localement compact, alors il est muni d’une distance
compléte D qui engendre la méme topologie que d.

< Soit f une fonction propre et positive sur X. On pose D(x,y) = d(z,y) + | f(y) — f(z)|, on vérifie facilement
que c'est une distance. Comme D > d, la topologie engendrée par D est plus forte que celle de d. Réciproquement, si
x, — x dans (X, d), alors, par continuité de f, D(z,,2) — 0. On conclut donc que les deux distances engendrent
la méme topologie.

Si x,, est une suite de Cauchy pour D, alors la suite f(x,) est bornée. La suite x,, est donc contenue dans une
partie compacte de X, et donc elle converge. »

Corollaire 4.4. Le compactifié d’Alexandroff d'un espace métrique localement compact séparable (X, d) est métrisable.
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< Posons X = X U {o0}. On considére une fonction propre positive f sur X, et on pose g = 1 — arctan f, qui
est une fonction propre de X dans |0, 1]. On pose alors

D(x,y) = min (d(z,y) + [g(y) — g(2)], 9(z) + g(y))-

On vérifie facilement que |g(y) — g(x)| < D(x,y). Vérifions maintenant I'inégalité triangulaire pour D. On considere
trois points x,y, z dans X.
Dans le cas ot D(x,y) = d(x,y) +[9(y) — g(z)| et D(z,y) = d(z,y) + |9(2) — g(z)], on a

D(z,y) < d(z,2) + |9(2) — 9(2)| < D(2,y) + D(y, 2)-
Dans le cas ot D(z,y) = g(y) + g(z) et D(y, z) = g(2) + g(z), I'inégalité
D(z,z) < g(z) + 9(2) < D(z,y) + D(y, 2)

est évidente.
Dans le cas ot D(z,y) = d(x,y) + |g(y) — g(x)| et D(y, z) = g(y) + g(2), alors

D(z,z) < g(2) + g(x) < g(2) + 9(y) + D(x,y) = D(y, 2) + D(z,y).

Nous avons vérifié I'inégalité triangulaire pour D, qui est donc une distance sur X. On vérifie facilement que D et d
ont les mémes suites convergentes. On définit alors d sur X pard = D sur X x X,

d(z,00) = d(co,z) = g(z) V&€ X,

et bien sir J(oo, o0) = 0. Vérifions I'inégalité triangulaire. Comme D est une distance sur X, il suffit de constater
que R R R
d(z,y) = D(x,y) < g(x) + g(y) = d(x,00) + d(o0,y)

et
d(z,00) = g(z) < g(y) + D(x,y) = d(y, 00) + d(z,y)

pour tous x et y dans X. |l est facile de vérifier directement que (X, cZ) est compact. En effet, si z,, est une suite de
X, ou bien liminf g(z,) = 0, et z,, admet une sous-suite qui converge vers oo, ou bien liminf g(z,) > 0, et x,, est
contenue dans un compact de X. »

4.2 Partitions de 'unité

Une partition de I'unité localement finie est une famille f, : X — [0,1] de fonctions continues qui ont la
propriété que, pour tout x € X, il existe un voisinage V' de x et une famille finie Ay d'indices tels que toutes les
fonctions f,,a ¢ Ay sont identiquement nulles sur V', et qui de plus vérifient > fo(x) = 1 pour tout z, (la somme
n'implique qu’un nombre fini de termes non nuls en chaque point  au vu du caractére localement fini). L’ensemble
A des indices a est a priori quelconque. Toutefois, dans le cas d'un espace ayant la propriété de Lindelof (tout
recouvrement admet un sous-recouvrement dénombrable), une partition de I'unité localement finie est forcément
dénombrable. C'est en particulier le cas dans les espaces métriques séparables.

<« Démontrons qu'une partition de |'unité localement finie sur un espace Lindelof est dénombrable (ou plus
précisément que |'ensemble des fonctions non identiquement nulles est dénombrable). Chaque point z € X admet un
voisinage U, qui a la propriété que I'ensemble des indices A, des fonctions f, qui ne sont pas identiquement nulles
sur U, est fini. Au vu de la propriété de Lindelof il existe une suite z; telle que les ouverts U, recouvrent X. La
réunion A = U; A, est dénombrable. Toute fonction f, avec o ¢ A est identiquement nulle sur chacun des ouverts
U,,, donc sur X. »

La partition de I'unité localement finie (f,) est dite subordonnée au recouvrement ouvert (U,) si le support de
fa est contenu dans U, pour tout c. On dit qu'un espace topologique admet des partitions de 'unité si on peut
subordonner une partition localement finie a tout recouvrement ouvert. On commence par un Lemme sur les indices.

Lemme 4.5. Pour qu'il existe une partition de I'unité f, subordonnée au recouvrement U, il suffit qu'il existe une
partition de I'unité localement finie gg dont chacune des fonctions gg est a support dans I'un des Ul,.
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<« Soit A I'ensemble des indices a et B I'ensemble des indices 5. On choisit d'abord une fonction a : B — A
qui a la propriété que gs est a support dans Uy, (). Pour tout o € A, on note b(a) C B I'ensemble des indices
b(a) := a~ (). Les ensembles b((cr),« € A constituent donc une partition de B, et ont la propriété que gs est a
support dans U, pour § € b(a). On définit la fonction f, := Zﬁeb(a) gg, c'est une somme localement finie et la
fonction f, est donc continue. La famille f, est localement finie. Comme b(a),« € A est une partition de B, on a
Yoo fa= ZB gs = 1. La famille f, est donc une partition de I'unité localement finie. Montrons que chaque fonction
fa est supportée dans U,. Soit = un point du support de f,. Soit U un voisinage de x assez petit pour que toutes
les fonctions gg sauf un nombre fini soient identiquement nulles sur U. Il existe donc une partie finie by (o) C b(c)
telle que f, = Zﬁebu(a) gp sur U. Pour que le point z soit dans le support de f,, il faut donc qu'il soit dans le
support d'un des fonctions gg, donc dans U,,.

L'existence de la fonction a ci-dessus découle de |'axiome du choix. Si l'espace est Lindeldf, alors B est dénombrable,
et on peut se contenter de I'axiome du choix dénombrable, qui est beaucoup moins problématique. »

Proposition 4.6. Soit X un espace métrique séparable localement compact. Alors X admet des partitions de I'unité,
c'est a dire que, pour tout recouvrement ouvert de X, il existe une partition de I'unité localement finie subordonnée
a ce recouvrement.

< Soit (Uy,a € A) un recouvrement ouvert de X, et K; une suite exhaustive de compacts. On recouvre K3
par un nombre fini de boules ouvertes dont les adhérences sont contenues dans I'un des ouverts U, et dans K3. On
appelle By cette famille de boules ouvertes. Pour tout ¢ > 3, on recouvre le compact K;11 — K; par une famille finie
B;+1 de boules ouvertes dont les adhérences sont contenues dans I'un des ouverts de I/ et dans |'ouvert IO(H_Q —K; 1.
A chacune des boules ouvertes B de la famille B = U;>28;, on associe une fonction continue fp : X — [0, 00)
qui est strictement positive sur la boule et nulle en dehors. La famille fp est localement finie puisque les fonctions
fB, B € Ui>j4+1B; sont nulles sur K;. La somme f = ZBGB fB est donc une fonction continue a valeurs strictement
positives. Les fonctions gp := fp/f forment alors une partition de I'unité localement finie, dont chacune des fonctions
est a support dans 'un des ouverts U,. On conclut par le lemme précédent. »

En fait, tout espace métrique admet des partitions de I'unité. Ce résultat général, qui dépend de |'axiome du
choix, a des preuves assez simples. L'axiome du choix n'est pas nécessaire dans le cas séparable. L'avantage de se
restreindre au cas localement compact est que I'on obtient, par la méme preuve, le résultat supplémentaire suivant
(que I'on peut appliquer sur une sous-variété avec F = C*(X,R)) :

Addendum 4.7. Soit X un espace métrique séparable localement compact et soit F un sous espace vectoriel de
C(X,R) qui est stable par somme localement finie et par quotient (par un élément de F ne s'annulant pas), et qui
a la propriété que, pour tout ouvert U de X et tout point x € U, il existe f € F, a valeurs positives, a support dans
U, et strictement positive en x. L'espace X admet alors des partitions de I'unité composées de fonctions de F.

Corollaire 4.8. Soit (U,) un recouvrement ouvert d’une sous-variété. Il existe alors une partition de I'unité différentiable
subordonnée a U,,.

<« Il faut vérifier que I'espace F des fonctions C'*° vérifie les hypothéses de |I'addendum ci-dessus. Pour ceci, il
suffit de vérifier qu'il existe une fonctions C*° a support compact sur R™ a valeurs positives. C'est un grand classique,
voir |'exercice ci-dessous. »

Exercice 4.1. — Montrer que la fonction t — eI (étendue par 0 en 0) est C*.
— Montrer que la fonction qui vaut f(t) = 2=~ 0=0"" syr]1 2 et 0 en dehors est C>°.
— En posant g(t) la primitive de f qui vaut O ent = 2, montrer que la fonction x +— g(|x|/2) est C°>° sur R,
positive sur la boule unité, et nulle en dehors.

Exercice 4.2. Dans I'addendum 4.7, montrer que I'hypothése X séparable peut étre remplacée par I'hypothese X
localement connexe. On pourra considérer les composantes connexes de X, qui sont ouvertes et séparables.

Les partitions de I'unité permettent de montrer :

Propriété 4.9. Soit f : X — R une fonction (sans aucune régularité) localement majorée sur I'espace métrique
localement compact séparable X . Alors il existe une fonction g de classe C* telle que g > f. Si X est une sous-variété
C*, alors g peut étre prise C*.

<« Tout point z € M admet un voisinage ouvert U, sur lequel f est majorée par le réel a, > 0. On considére une
partition de I'unité localement finie (h,) (différentiable) adaptée au recouvrement (U.). On pose alors g = > _a.h..
Cette fonction est continue (différentiable) comme somme localement finie de fonctions continues (différentiables).

De plus, pour tout =, g(z) = >y azh=(2) = f() X cp. he = f(). »
Le corollaire suivant est important :
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Corollaire 4.10. Tout espace métrique localement compact séparable X (toute sous-variété) admet une fonction
propre continue (différentiable) f : X — [1,00).

La séparabilité de M est ici une condition nécessaire.
< On considére une suite exhaustive de compacts K; et la fonction f qui vaut ¢ sur K; — K;_1. On applique
alors le résultat précédent pour trouver une fonction réguliere g telle que g > i + 1 en dehors de K;. »

Corollaire 4.11. Pour toute sous variété M, il existe un plongement propre J : M — R (son image est donc
fermée).

<« M est une sous-variété de RP™ . Si elle est fermée, il n'y a rien 3 montrer. Sinon, on considére une fonction
propre f sur M. L'application o — (z, f(x)) est alors un plongement propre de M dans RI+1  p
Voici un autre exemple d'utilisation des partitions de 'unité :

Propriété 4.12. Soit M C N une sous-variété fermée, et soit f : M — [0, 1] une fonction différentiable. Alors il
existe une fonction différentiable f : N — [0,1], qui prolonge f.

<« Pour chaque point z de M, il existe un voisinage U, de z dans N et une fonction f, : U, — [0,1],
différentiable, telle que f.w_nar) = flu.nar- Ces ouverts U, recouvrent M, et en ajoutant I'ouvert V.= N — M, on
obtient un recouvrement ouvert de N. |l existe une partition de |'unité différentiable subordonnée a ce recouvrement,
et donc une famille localement finie de fonctions g, : U, — [0, 1] telles que ) g. = 1sur M et ) g. < 1. Alors,
la fonction ) g. f. est I'extension souhaitée. »

Un espace topologique est dit paracompact si il est séparé et si tout recouvrement ouvert admet un sous recou-
vrement localement fini. Il est (presque) évident qu'un espace qui admet des partitions de I'unité est paracompact.
Réciproquement, il est classique en topologie (depuis Bourbaki) que tout espace paracompact admet des partitions de
I'unité. Nous nous contenterons ici de remarquer qu’on peut étendre ce qui précéde au cas des espaces paracompacts
localement compacts (c'est a dire remplacer la métrisabilité par la paracompacité).

Proposition 4.13. Soit X un espace topologique séparé, connexe, localement compact et paracompact. Alors X
admet une suite exhaustive de compacts.

<« On fait la preuve dans le cas connexe, |'adaptation au cas séparable est similaire a celle de la proposition 4.1.
On considére un recouvrement localement fini & de X par des ouverts relativement compacts. On choisit un des
ouverts U de ce recouvrement, et on pose K; = U, qui est un compact. On considere I'ensemble I/; des ouverts du
recouvrement qui intersectent K. Il découle du caractére localement fini du recouvrement et de la compacité de K,
que Uy a un nombre fini d'éléments. La réunion Ky = Uy, U est donc compacte. On définit alors inductivement le
compact K;1 comme la réunion des adhérences des ouverts du recouvrement qui intersectent K;. On a K; C [D(Hl,
la réunion K := U; K; = UJ%}-H est donc ouverte. Tout ouvert U € U est soit contenu dans K, soit disjoint de K.
Le complémentaire de K est donc ouvert, donc K = X. »

A la différence du cas métrisable, ceci n'implique pas en général la séparabilité de X. On peut étendre (par la
méme preuve) la proposition 4.6 et son addendum (ainsi que tous les corollaires) :

Proposition 4.14. Soit X un espace paracompact localement connexe et localement compact, et soit F un sous
espace vectoriel de C(X,R) qui est stable par somme localement finie et par quotient (par un élément de F ne
s’annulant pas), et qui a la propriété que, pour tout ouvert U de M et tout point x € U, il existe f € F, a valeurs
positives, a support dans U, et strictement positive en x. L'espace X admet alors des partitions de I'unité composées
de fonctions de F. Soit f, la fonction dont la restriction a

<« Soient (Xg) les composantes connexes de X. Elles sont ouvertes (et fermées) dans X car X est localement
connexe.

Chacune de ces composantes connexes est paracompacte et connexe, elle admet donc une suite exhaustive de
compacts, et des partitions de I'unité subordonnées a tout recouvrement constituées de fonctions de F.

Soit (Us) un recouvrement ouvert de X, et Uyg := X N U,. Pour tout , il existe une partition de I'unité fuz
de Xg, subordonnée au recouvrement U, 3 et composée de fonctions de F (ou plus exactement de fonctions qui sont
les restrictions a X de fonctions de F).

On considére la fonction f, = Z,@ fap, c'est une somme localement finie (au plus un des termes est non nul au
voisinage de chaque point). C'est aussi la fonction sur X dont la restriction a chaque composante Xz est égale a
fap- Les fonctions f, constituent une partition de I'unité localement finie de X subordonnée au recouvrement (U, ).
>
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5 Champs de vecteurs, fibrations

Un champ de vecteurs (autonome) sur R? est une application X : R — R< de classe C". Un champ de vecteurs
dépendant du temps (ou non autonome) est une application X : R x R — R de classe C". On s'intéresse a
I'équation différentielle @(t) = X (¢,2(t)). Pour un certain nombre de questions, |'étude des champs de vecteurs
non-autonomes se réduit a celle des champs autonomes en considérant le champ Y (¢,2) = (1, X (¢,2)), qui est un
champ de vecteurs autonome sur R4*1. En effet la courbe z(t) résout I'équation 2(t) = X (¢, z(t)) si et seulement
si la courbe y(t) := (¢, x(t)) résout I'équation autonome ¢(t) = Y (y(¢)).

Nous admettons I'énoncé global suivant du théoreme de Cauchy-Lipschitz :

Théoréme 5.1. Soit X (t,z) : R x R — RY un champ de vecteurs C" non nécessairement autonome. Supposons
qu'il existe une constante C' telle que || X (t,z)| < C(1 + ||z]|).
Il existe une (unique) application ¢ : R x R x R? — R?, de classe C", ayant les propriétés suivantes :
- ¢(s,8,2) = x pour tous (s,z) € R x R,
— Pour tout (s,r) € R x RY, la courbe t — (s, t,x) est une solution de I'équation différentielle. Autrement
dit, pour tout (s,t,z), on a
(s, t,x) = X(t, p(s,t,x)).

— Toute solution x(t) de I'équation différentielle définie sur un intervalle ouvert J vérifie x(t) = ¢(s,t, x(s)) pour
tous s et t dans J.

On note souvent ¢’ I'application x — ¢(s,t, ). La relation
¢ ¢
P50 Ph = Py

est satisfaite pour tous 6, s et t. En effet, la courbe z(t) := ¢} () est une solution de I'équation différentielle,
elle satisfait donc z(t) = ¢L(x(s)) = . (¢5(x)). En particulier, ¢f est I'inverse de ¢!. Chacune des applications
¢! est donc un difféomorphisme. On appelle I'application ¢ (ou parfois la famille des applications ¢%) le flot de
X. Dans le cas ou le champ de vecteurs est autonome on note en général ¢’ au lieu de pf. On remarque que
P35t = ! pour tous s et t. En effet, la courbe z(t) := p*Tt(x) vérifie I'équation z(t) = X (z(t)), elle vérifie donc
x(t) = p(2(0)) = ¢'(x). On a alors la relation
QDH_S — QDS ° (Pt-

Addendum 5.2. La conclusion du théoréme 5.1 est satisfaite si les hypothése de régularité sur X sont affaiblies de
la fagon suivante : X est C™~! (r > 1), 9,X existe en chaque point, et (t,x) — 0,X est C"~1. Il faut toujours
supposer l'existence d'une constante C telle que || X (t,x)|| < C(1 + ||z]]).

La continuité par rapport a ¢ n'est méme pas essentielle pour obtenir un flot. Ce genre d'énoncé impliquant
une régularité différente en ¢t et = montre qu’il n'est pas toujours pertinent de ramener I'étude d'un systéme non
autonome a celle d'un systéme autonome (I'énoncé de I'addendum ne s'obtient pas directement a partir d'un énoncé
autonome).

Intéressons nous maintenant au cas d’'un champ de vecteur C” quelconque ne satisfaisant pas nécessairement la
borne || X (¢, z)|| < C(1 + ||z)).

Théoréme 5.3. Soit X (t,x) : R x RY — R? un champ de vecteurs C" non nécessairement autonome. Il existe un
ouvert U C R x R x RY, et une application ¢ : U — R%, de classe C", ayant les propriétés suivantes :
— Pour tout (s,x) € R x R, on a (s,s,2) € U et (s, s,1) = .
— Pour tout (s,x) € RxR?, I'ensemble dest € R tels que (s, t, ) € U est un intervalle ouvert |T~ (s, x), T+ (s, z)[
contenant s et la courbe t — (s, t,x) est une solution de I'équation différentielle sur cet intervalle. En par-
ticulier, pour tout (s,t,z) € U, on a

Op(s,t,x) = X(t, (s, t,x)).

— Toute solution x(t) de I'équation différentielle définie sur un intervalle ouvert J contenant s vérifie x(t) =
(s, t,x(s)) sur J (en particulier, J C)T~ (s, 2(s)), T (s,z(s))[).

Explicitons aussi le résultat dans le cas des champs autonomes.
Théoréme 5.4. Soit X(x) : R — RY un champ de vecteurs C" autonome. Il existe un ouvert U C R x RY, et

une application ¢ : U — R?, de classe C", ayant les propriétés suivantes :
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— Pour tout x € R x R?%, on a (0,2) € U et p(0,z) = x.

— Pour tout * € R x R?, I'ensemble des t € R tels que (t,x) € U est un intervalle ouvert |T~ (x), T (z)]
contenant O et la courbe t — (t,xz) est une solution de I'équation différentielle sur cet intervalle. En
particulier, Oyp = X o .

— Toute solution x(t) de I'équation différentielle définie sur un intervalle ouvert J contenant s vérifie x(t) =
o(t — s,2(s)) sur J (en particulier, J Cls + T~ (z(s)),s + TT(x(s))]).

Le lecteur est invité a vérifier que les deux résultats ci-dessus sont équivalents I'un a I'autre. Nous allons démontrer
la variante autonome.

< Il existe une fonction f : RY —]0,1], de classe C™, telle que le champ Y (x) := f(x)X(z) est borné.
Notons ¢ (t, x) le flot du champ Y, qui existe au vu du théoréme 5.1. Supposons dans une premier temps que le flot
¢ : U — R% de I'énoncé existe. On va montrer que les flots ¢ et 1) se dédusent I'un de I'autre par reparamétrisation,
et plus précisément que I'on peut écrire ¢(t, ) = ¢(7(t,z),x) pour une fonction 7 : R x RY — R. En dérivant
cette égalité par rapport a t, on trouve

Y(p(t, ) = 0y (t, ) X (1(t, ))

qui est satisfaite si
Ot (t,x) = f(Y(t, x))

pour tous ¢ et . Au vu de ces considérations informelles, on pose

r(t,z) = / F(b(s, 2)ds,

ona oy7(t,z) = f(¥(t,x)) > 0. L'application (¢,z) — (7(¢,z),x) est donc un diffomorphisme sur son image, qui
est un ouvert U de R x R?. Cette image contient {0} x R, et son intersection avec R x {x} est un intervalle pour
tout x. L'inverse du difféomorphisme ci-dessus est de la forme (¢, z) — (0(t,z),x), ot 6 : U — R est une fonction
C" telle que

9,0(t, ) =1/ f((0(t, ), x)).
On pose alors
(p(t,l‘) = ¢(9(ta l‘),l‘),

et on constate que cette application (définie sur U) vérifie toutes les propriétés de I'énoncé. »

Le fait qu'un champ de vecteurs sur R? est la méme chose qu'une application de R? dans lui-méme est propre
au cas de R%. Ces objets deviennent différents sur une sous-variété. La premiere manifestation de cette différence
tient a la maniére dont les champs de vecteurs sont transformés par changement de coordonnées. Si X un champ de
vecteurs sur R? et ¢ : R? — R? un difféomorphisme, on note alors 1, X le champ de vecteurs suivant :

DX (y) = dipy1(y) - X (7 (1).

Le champ 1), X est la bonne expression de X dans les nouvelles coordonnées au vu de la propriété suivante :
Propriété 5.5. SiY = 4. X et si z(t) résout I'équation & = X (z), alors y(t) := ¢ (x(t)) résout I'équation §y =Y (y).

Le champ image 1. X n'est pas défini en général si 1) n'est pas un difféomorphisme. On utilisera toutefois la
notation Y = ¢, X si
Y(i(x)) = dipy - X ()
pour tout z € M, méme lorsque v n'est pas un difffomorphisme. SiY =¥, X et Z = .Y, alors Z = (p 0 ¢).X.
La relation

(le))*X = Px (QZJ*X)

est satisfaite lorsque ses termes sont bien définis. PLus pré On étendra aussi la notation au cas des champs non
autonomes, Y = ¢, X si et seulement si Y (¢,¢(z)) = dip, - X (¢, ). C'est aussi équivalent a I'égalité Y; = ¢, X;
pour tout ¢, en posant Y;(x) = Y (¢,x). La propriété ci-dessus reste satisfaite dans ce contexte.
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5.1 Champ de vecteurs sur une sous variété

Soit M une sous-variété de RP. Un champ de vecteurs C” sur M, est la donnée, pour tout zz € M, d'un vecteur
X(x) € T, M qui est de classe C" en tant qu'application de M dans R”. De maniere équivalente, le champ image
1, X est C" pour tout difféomorphisme d'un ouvert de M dans un ouvert de R?. On considerera aussi des champs
de vecteurs non autonomes X (t,x) qui sont des applications C” de R x M dans R” telles que X(t,2) € T, M
pour tout (¢,x). On associe souvent a un tel champ non-autonome le champ autonome (1, X (¢,z)) sur R x M,
ceci permet de déduire un certain nombre de propriétés des champs non-autonomes a partir de I'étude des champs
autonomes.

Si x(t) est une courbe C! a valeurs dans la sous variété M de RP, alors pour chaque ¢, la dérivée @(t), vue
comme un élément de R, appartient 2 TpryM. C'est le vecteur z(t) = day - 1.

Etant donné un champ de vecteurs (non autonome) X (¢, x) sur M, on dit que la courbe z satisfait I'équation
& = X(t,x)si@(t) = X(t,2(t)) dans T;4) M pour tout t. Si la courbe x(t) sur M résout I'équation &(t) = X (t,z(t)),
alors la courbe (¢,z(t)) sur R x M résout |'équation autonome y = (1, X (y)).

Soit X (¢,z) un champ de vecteurs non autonome sur R et M une sous variété de R”. On dit que X est
tangent a M si X (t,z) € T, M pour tous (¢, z). La restriction de X a M est alors un champ de vecteurs sur M.
Réciproquement :

Lemme 5.6. Si M est une sous-variété fermée de RP, tout champ de vecteurs sur M est la restriction a M d'un
champ de vecteurs de RP.

< On considere ici le champ de vecteurs comme une application de M dans RP. Il suffit d’étendre chacune des
composantes de cette application, en utilisant la propriété 4.12. »

Lemme 5.7. Soit M une sous variété de RP et X(t,x) un champ de vecteurs sur R, Les énoncés suivants sont
équivalents :

— Le champ X est tangent a M.

— Pour toute solution x(t) : J — RP de I'équation i(t) = X(t,), I'ensemble Jy; des temps t tels que

x(t) € M est ouvert dans J.

Si de plus M est fermée, alors toute solution passant par M est contenue dans M sur son intervalle de définition.
Pour que I'équivalence ci-dessus soit satisfaite, il suffit que le champs X (t, x) soit continu, différentiable par rapport
a x, et que I'application (t,z) — 0, (t, x) soit continue.

<« |l est clair que le second point implique le premier.

Réciproquement, soit () une solution telle que x(s) € M. On considere un redressement ¢ : RP? — RY x RP—4
de M en z(s). La courbe ¢ oz = (y, 2) satisfait localement (au voisinage de t = s) les équations §y = Y (¢,y,2),% =
Z(t,y,z), ou (Y, Z) est le champ ¢.X. On a Z(t,y,0) = 0 pour tous (t,y) puisque X est tangent 3 M. La courbe
z est donc solution de I'équation 2 = Z(t, z), ot Z(t,z) = Z(t,y(t), z). Comme Z(t,0) = 0, on en déduit que z(t)
est nulle au voisinage de s, c'est a dire que z(t) € M.

Finalement, si M est fermée, alors Jy; est fermé. Comme c'est aussi un ouvert du connexe J, ona Jyy =J. »

Théoreme 5.8. Soit X (t,z) un champ de vecteurs C" non nécessairement autonome sur M. Il existe un ouvert
UCR xR x M, et une application ¢ : U — M, de classe C", ayant les propriétés suivantes :
— Pour tout (s,x) € R x M, on a (s,s,z) € U et p(s,s,z) = .
— Pourtout (s,x) € RxM, I'ensemble dest € R tels que (s,t,x) € U est un intervalle ouvert |T~ (s, z), T" (s, z)]
contenant s et la courbe t — (s, t,x) est une solution de I'équation différentielle sur cet intervalle.
— Toute solution x(t) de I'équation différentielle définie sur un intervalle ouvert J contenant s vérifie x(t) =
(s, t,x(s)) sur J (en particulier, J C)T~ (s, 2(s)), T (s,z(s))[).

< Supposons dans un premier temps que M est fermée. On étend alors X en un champ X(t,x) sur RP. On
applique le théoréme de Cauchy-Lipschitz dans R, qui nous donne I'existence d'un flot (s, ¢, x) défini sur un ouvert
U de R x R x RP. Le lemme ci-dessus implique que la solution ¢t — ¢(s,t,x) est contenue dans M sur tout son
intervalle de définition |7~ (s,z), T (s,x)[ si z € M. En posant U = UN (R x R x M) et ¢ = @|u, on voit que
toutes les conclusions de I'énoncé sont satisfaites.

Dans le cas ou M n'est pas fermée, on considere une fonction C' propre f : M — R. Le graphe I" de f
est une sous-variété fermée de M x R, donc de R” x R. On associe au champ X (¢,x) sur M le champ Y (t,z) =
(X(t,x),df - X(t,x)) sur I'; on a m,Y = X ou 7 est la restriction a I" de la projection sur le premier facteur de
M x R. On peut appliquer la premiére partie au champ Y sur I', on obtient un flot ¢y défini sur un ouvert Uy de
R x R x T, puis le résultat voulu en posant ¢(s,t,x) = mo @y (s,t,z, f(x)), sur le domaine U = (id x id x 7)(Uy).
>
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On dit que le champ est complet siona U =R x R x M. Les temps d'existence vérifient
T*(s,2) = T*(s, p(s,t, 1))

pour tout t €]T~(s,z),TT(s,x)[. lls sont semi-continus. Plus précisément, +7* est semi-continu inférieurement
(c'est une reformulation du fait que U est ouvert).

Proposition 5.9. Si le temps d’existence T (s,x) de le solution maximale x(t) d'un probléme de Cauchy vérifie
TH(s,x) < oo (resp. T~ (s,z) > —oc), alors la solution x(t) n'a pas de valeur d'adhérence en T (s,x) (resp. en
T (s,x)).

< Notons (s,zs) le probleme de Cauchy considéré, et 7" = T (s,z5). On note comme dans |'énoncé z(t)
la solution ¢(s,t,25). Supposons que T < oo et que la courbe z(t) a une valeur d’adhérence 2+ € M lorsque
t — TT.OnaTH(Tt,a%) > T", donc T (¢t,x) > T sur un voisinage V de (T'*,2"). En prenant 7 tel que
(r,z(7)) € V, on obtient

TH =T"(s,x5) =TT (r,2(7)) > T,

ce qui est une contradiction. »
On s'intéressera le plus souvent dans la suite a des champs de vecteurs autonomes et complets. Voici quelques
critéres de complétude :

Proposition 5.10. Si il existe une fonction propre f sur M et une constante C > 0 telle que |df - X| < Cf, alors
X est complet. C'est le cas lorsque X est a support compact.

Sur R?, on peut prendre f =1+ |z|?, et on retrouve que X est complet si | X| < C(1+ |z]).

< Soit x(t) :|T~,T*[ une solution maximale de I'équation différentielle. On montre le résultat par I'absurde en
supposant, par exemple, que T'" est fini. On a |0;(f o z)] < Cf o x donc, par le Lemme de Gronwall, f oz est
bornée sur [s, T [ pour tout s €]T~,T+[. Comme f est propre, ceci implique que la courbe z est contenue dans un
compact, ce qui est une contradiction. Dans le cas o X est a support compact, on peut prendre n'importe quelle
fonction propre f > 1. »

Comme dans R"”, tout champ peut étre rendu complet par reparamétrisation :

Propriété 5.11. S/ V est un champ autonome sur M, il existe une fonction différentiable g a valeurs strictement
positives, telle que le champ gV est complet.

< On consideére une fonction f : M — [1,00) propre. On a df -gV = gdf -V et il suffit que g|df-V| < (1+ f) pour
que gV soit complet, au vu du critére ci-dessus. La conslusion est donc satisfaite pour toute fonction différentiable
g < (1+f)/(L+]|df - V]). L'existence d'une telle fonction découle du lemme 4.9. »

Le lemme de redressement ci-dessous est bien utile :

Proposition 5.12. Soit X un champ de vecteurs C”, et xo un point régulier, c'est & dire que X (x¢) # 0. Il existe
alors une carte locale ¢ : (M, x¢) — R x R?~! telle que ¢ X est le champ constant (1,0).

< Soit ¥ : (R¥710) — (M, z() une immersion locale telle que X (zo) & dyo(R4™1). Soit ¢ le flot de X.
Alors I'application F': (t,) — ¢ o 4)(y) est une paramétrisation locale de M telle que &;F = X o F, c'est a dire
F.(1,0)= X. »

Exercice 5.1. Soit M une sous variété de R* et X un champ de vecteurs sur R% tangent & M. Pour tout point
régulier o de X dans M, montrer qu'il existe une difféomorphisme local ¢ de R% en xy qui redresse & la fois M et
X.

Propriété 5.13. Soit ¢ : N — M une application différentiable, et X et Y des champs de vecteurs sur N et M
tels que Y = ¢, X. Si oY est le flot de X, et Ux C R x N est son domaine, alors pour tout (t,x) € Ux, on a

(t,¥(z)) € Uy et @y otp(x) = ¢ o i (x).

Finissons par une remarque sur les sous-groupes de Lie. Soit G un sous-groupe de Gl,,(R) qui en est aussi une
sous-variété. On note g son espace tangent au point identité, qui est donc un sous-espace vectoriel de M, (R).

Proposition 5.14. La restriction a g de I'application exponentielle prend ses valeurs dans G.

< Pour tout A € G, I'application B —— BA est un isomorphisme de M, (R) qui préserve G. En conséquence,
I'espace tangent a G au point A est I'espace gA constitué des matrices hA,h € g. Pour tout h € g, I'application
A — hA est un champ de vecteurs sur Gi,,(R) qui est tangent a G, et qui engendre donc (par restriction) un champ
de vecteurs sur G (on parle de champ de vecteurs invariant a droite). L'équation différentielle associée A’(t) = hA(t)
a une unique solution telle que A(0) = I, c'est A(t) = exp(th), qui est donc dans G. »
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5.2 Fibrations localement triviales, voisinages tubulaires

Théoréme 5.15 (Ehresmann). Soit f : M — N une submersion de classe C™ 1, r > 1. Si M est compacte (ou,
plus généralement, si f est propre), alors f est une fibration localement triviale, c’est a dire que, pour tout zy € N,
il existe un voisinage U de xy dans N et un plongement ¢ : F x U — M, de classe C", ot F est la sous variété
fYxo), vérifiant

foo(yz)=ua

pour touty € Fetx e U.

Ceci implique en particulier, si M est connexe, que toutes les fibres f~!(z) sont difféomorphes. Le terme locale-
ment trivial impose une mise en garde. Toute submersion est localement triviale au sens ou elle s'ecrit (z,y) — =
dans un voisinage d’'un point de sa source M. Ici, on obtient un résultat local au voisinage d'une fibre entiére,
autrement dit un résultat local du coté de I'image, ce qui est plus fort.

Remarquons qu'un fibré vectoriel est aussi une fibration localement triviale.

<« On considere un plongement ¢ de | —2,2[?~ dans N qui envoie I'origine sur . Posons Z = f~1(1(] -2, 2[4V))
et

g=v¢tof: X —] 220,

Soient e; les vecteurs coordonnées de R~ et soient v;(z) les champs de vecteurs

vi(z) = g(w1)g(x2) -~ g(Tay e,

ol g : R — [0, 1] est une fonction réguliére qui vaut 1 sur [—1,1] et dont le support est contenu dans | — 2, 2].

On construit des champs de vecteurs V; sur la variété X tels que g.V; = v;. Pour ceci, on considere I'orthogonal
H'(z) du sous-espace K (z) := ker dg, dans RP* et son intersection H(z) avec T, Z(= T, M). Ce sous-espace est
un supplémentaire de K (z) = ker dg, dans T, M. Comme dg. est surjective, sa restriction a I'espace horizontal H(z)
est un isomorphisme, et on pose

Vi(z) = (dgz)le(z) (vi(g(2)))-

Comme f est propre, le support de V; est compact.
Montrons que les champs V;(z) sont C". On fixe un point zp € Z et on étudie ces champs au voisinage de zo.
On étend localement la submersion g en une submersion

G:RPY ) — (] -2, 2[dN xRPm—du (9(20),0))

telle que G(z) = (g(2),0) pour z € M. L'espace K(z), vu comme sous espace de RP™ est le noyau de dG.,.
L'application z — G(z) a valeurs dans la Grassmanienne G(dp, D)) est donc C”. On en déduit en se référant a
I"étude des Grassmaniennes plus haut que I'application

2+ H(2) = (K(2)* NT.M) € G(dy, D)

est C". Comme |'application dG'.| g . est un isomorphisme. Son inverse S(z), vu comme application linéaire a valeurs
dans RP dont I'image est H(z), est une fonction C" de z au vu de la propriété 3.4. Les champs V;(z) = S(2)-v;(g(z))
sont donc C".

Soit ¢ le flot de V;. Comme g¢.V; = v;, on a

gogbf(x) =z +1e;

tant que z et x + te; sont dans [—1,1]%. En notant F la sous variété g—*(0), on définit I'application ¢ : F'x] —
1,1 — X par

~ x

go(y, 'T) = (P(y,xl, s 71'(11\/) = (bdi,N S Qﬁjl(y)

On remarque que g o p(y,x) = z. La différentielle

d@(y,o,...,o) : (Ca t1, - th) = <+ t1V1(y) et thVdN (.13)

est inversible, donc ¢ est un difféomorphisme local en (y,0) pour tout y € F'. Au vu du Lemme ci-dessous, il existe
§ > 0 tel que ¢ engendre un plongement de F'x]— 4§, 5[~ dans X. On revient a I'énoncé en posant U = (] — 4, §[%)

et p(y,7) = @y, (). »
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Lemme 5.16. Soient M et N des sous variétés, soit F' une sous variété de M, et soit J : M —> N une application
différentiable dont la restriction a I est un plongement et qui est un difféomorphisme local en chaque point de F'.
Alors il existe un voisinage U de F' dans M tel que la restriction de J a U est un plongement.

<« On munit toutes les sous-variétés des distances induites par I'espace ambiant. Pour chaque y € F', on consideére
trois rayons €, ry, 0, ayant les propriétés suivantes :

— L'application J est un difféomorphisme de B(y, 2r,) sur son image, et cette image contient B(J(y), 24,).

- J"YB(J(y),26,) N F C B(y,ry) (on peut obtenir cette condition en résuisant &, car J est un plongement).

- J(B(y,€ey)) C B(J(y),dy) et €, <Ty.
Montrons que J est injective sur l'ouvert U = U, B(y, €,). On considére pour ceci deux points z; et z; dans U tels
que J(z1) = J(z2). Il existe y1 € F tel que 21 € B(y1,¢€1) et ya € F tel que 290 € B(ya, €2), en notant r;, ¢;,9; les
quantités associées a y; et yo. Supposons que §; < do pour fixer les idées. On a alors

d(J(y1), J(y2)) < d(J(y1), J(21)) + d(J(22), J(y2)) < 61+ 2 < 1

donc d(y1,y2) < 1.
Siry < rg, alors
d(z1,92) < d(z1,91) +d(y1,y2) < e +11 < 2rp < 21

donc z; = zo par injectivité de J sur B(ya,2r2).

Siro < rq, alors d(y1,22) < r1 + €3 < 2y donc z1 = 25 par injectivité de J sur B(y1,71).

L'application J|iy est donc un difféomorphisme local injectif, donc un difféomorphisme sur son image. »

Ce lemme est aussi I'outil essentiel pour démontrer |'existence des voisinages tubulaires.

Soit M une sous-variété de RP. On appelle fibré normal de M, noté T+M, le fibré vectoriel au dessus de M
dont la fibre en = est le sous-espace vectoriel E(x) = (T,,M)*. L'application G(d, D) > E +— E+ € G(D —d, D)
étant C°, c’est un fibré C*~1, comme TM.

Théoreme 5.17. Il existe un voisinage U de la section nulle dans le fibré normal sur lequel I'application J : T+M >
(v,v) — o + v € RP est un plongement (un difféomorphisme sur son image). L'image V de U est un voisinage
ouvert de M dans R%. Il existe une submersion 7 : V. — M dont la restriction & M est |'identité.

On dit que V' est un voisinage tubulaire de M, et que 7 est une rétraction de V sur M.
< On vérifie que I'application J : (z,v) — = + v Vvérifie les hypotheses du lemme ci-dessus. La submersion 7
est I'application J o PoJ~1, oli P est la projection canonique (x,v) — x du fibré normal. »

Exercice 5.2. Montrer que si il existe une équation globale de M, c'est & dire une application ) : RP — RP—4
dont 0 est une valeur réguliére et telle que M = 1)=1(0), alors le fibré normal de M est trivial.

On peut étendre ce qui préceéde au cas ot M est une sous-variété d'une sous variété N C RP. Le fibré normal
de M (relativement & N), noté TV M, est le fibré vectoriel au dessus de M dont la fibre en x est le sous-espace
vectoriel E(x) = (T, M)+ NT,N. Soit W un voisinage tubulaire de N dans R” et 7y : W — N une rétraction
(c’est a dire une submersion dont la restriction a N est |'identité).

Théoreme 5.18. Il existe un voisinage U de la section nulle dans le fibré TN M sur lequel I'application J : T+M >
(x,v) — 7w (z+v) € N est un plongement (un difféomorphisme sur son image). L'image V de U est un voisinage
ouvert de M dans N. Il existe une submersion w : V. — M dont la restriction a M est I'identité.

<« |l suffit de constater que I'application J vérifie les hypothéses du lemme. »

5.3 Fibration de Hopf
On considere le champ de vecteurs linaire V (x,p) sur R*
Ty =p1, pr=-—T1, T2=p2, pP2= T2

Il décrit I'évolution d'un couple d'oscillateurs harmoniques dont x; et x5 sont les positions, et p; et py les vitesses.
En notation complexe z; = x; 4 ip;, les solutions de I'équation sont

21(t) = 21(0)e™,  z5(t) = 22(0)e™,

elles sont toutes périodiques de période 27 (sauf la solution identiquement nulle). On obtient ainsi une partition de
R* en un point et des cercles plongés. Au voisinage de n'importe quel point non nul de R?*, cette partition peut étre
redressée par un difféomorphisme local en une collection de droites paralleles.
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L'énergie de ce systeme physique est
1 1
E = —|z|? + =|p|*
(z,p) = Sl2|” + 5Ipl

On calcule facilement que dE -V = 0. On conclut que I'énergie est constante le long des trajectoire, c’est a dire que
E(z(t),p(t)) = E(x(0),p(0)) V¢ si (z(t),p(t)) est une trajectoire de I'équation différentielle. Ceci est aussi évident
directement sur |'expression des solutions.

Le champ de vecteur V' engendre donc (par restriction) un champ de vecteurs (toujours noté V') sur la sous-
variété {E = 1/2}, qui n'est autre que S®. Les trajectoires du systéme différentiel i = V/, qui sont toutes des images
plongées de S!, forment dont une partition de la sphére S3. Localement, cette partition se redresse en une collection
de droites paralléles.

La formule suivante va nous permettre de faire mieux. On pose

h(Zl,ZQ) = (22122, |Zl|2 - |2’2‘2) S CxR= R‘S
Le calcul suivant
|h(z1, 22)[* = 421222122 + (|21]* = |22)*)? = 4]0 22 + (|21]? = [22/*)? = (|21 * + [22[*)?

montre que h(S3) C 52, et méme que h=1(S?) = S2. On constate encore une fois que h est constante le long des
orbites, et méme que les ensembles h = cte sont exactement les orbites. En effet, si h(z1,22) = h(z], 25), alors

21 ]? + [z2f* = [h(z21, 22)| = [h(21, 25)| = |44 + |25

donc |z;]? = |z;|2 On écrit alors 2 = z;e'*s pour des réels t; et to. Comme 212, = 225, on conclut que eilti=ta) — 1,
et donc que les points (21, 22) et (2], 2}) sont sur la méme orbite.

L'application h : S — S? est une submersion (nous le vérifierons ci-dessous), donc une fibration localement
triviale. Toutes les fibres de cette fibration sont difféomorphes & S', en particulier, h est surjective. Les fibres de h
sont exactement les orbites du systéme différentiel & = V sur S3.

On montrera plus tard que S3 n'est pas difféomorphe 3 S? x S1, la fibration de Hopf n’est donc pas globalement
triviale.

Montrons maintenant que h est une submersion en tout point différent de (0,0). En un point ol z; et z2 sont

non-nuls, on écrit I'application h en coordonnées polaires
2 .2
(7’1, 9177"2,92) — (27‘17"27 01 — 92,7‘1 — 7’2).

On vérifie par un calcul direct que I'application (71,79) — (2r172, 77 —13) est un difféomorphisme de ]0, c0)? dans
]0,00) x R. L'autre facteur (61,62) — 63 — 67 est une submersion de 72 dans S!, donc h est une submersion sur

I'ouvert {z1 # 0} N {23 # 0}.
En écrivant en coordonnées cartésiennes la matrice

T2 P2 1 P
dh($17pl7w2ap2) =2|-p2 22 M —X
ry p1 —T2 —P2

on voit que cette différentielle est surjective aux points tels que z; = 0,22 # 0 ou 22 = 0,21 # 0.

5.4 Oscillateur non résonant
On considere le champ de vecteurs linéaire V (x, p) sur R*
Iy =p1, pr=-—x1, &2=apz, P2 = —a,

avec un parametre a irrationnel. Il décrit I'évolution d'un couple d'oscillateurs harmoniques dont les fréquences
d’oscillations sont différentes et incommensurables. L'énergie de ce systéme physique est

1
E(x,p) = (a:% +p2+ aacg + ap%) = §(|z1|2 + a\zg|2).

N |

La sous variété £ := {E = 1/2} est difféomorphe & S3. Les solutions de I'équation sont

z1(t) = 21(0)e™,  2z9(t) = 22(0)e".
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Contrairement au cas a = 1, la plupart des trajectoires sont injectives (toutes celles de I'ouvert Q := {z; # 0}N{z2 #
0}). Les trajectoires (z1(t) = 0, z2(t) = 22(0)e’®), et (21(t) = 21(0)e™, 22(t) = 0) sont periodiques, et la trajectoire
z(t) = 0 est fixe.

On vérifie facilement que les quantités |z1], |22] (et donc E) sont constantes le long des trajectoires. Pour chaque
r1 > 0,79 > 0, la sous variété T'(ry, 7o) d'équation |z1| = r1,|22| = 7o est invariante. Chacune de ces sous variétés
est difféomorphe au tore T2 (presque tautologiquement).

L'application R : (21, 22) — (|21]?, |22|?) est une submersion et un fibration localement triviale (dont les fibres
sont difféomorphes & 72) de  sur ]0, 00)2. On peut aussi la restreindre 3 une fibration localement triviale de I'ouvert
QN &€ de la surface d'énergie, sur I'intervalle |(1,0), (0,1)[ de R2. Toutefois, elle ne s'étend pas en une fibration
localement triviale de toute la surface d'énergie, les fibres R=1(0,1) et R~1(1,0) sont des cercles, et non des tores.
Ce sont des fibres singulieres, sur lesquelles R n'est pas une submersion.

Le champ de vecteurs V' engendre un champ de vecteurs sur chacun des tores T'(r1,72). Les champs de vecteurs
sur T'(rq,r9) et T(r,rh) sont conjugués par le difféomorphisme

(21,22) — (7"/121/7"1,7’/222/7’2)

(donc en un sens, leurs dynamiques sont identiques). Pour décrire les orbites, on condidére la paramétrisation de
T(ry,r2) par le difféomorphisme local non injecif

7 :R2 3 (01,05) — (1191, 19e™%2) € T(1r1, 7).

La préimage du champ de vecteurs V est le champ de vecteur constant (1,a), c'est a dire que 7. (1,a) = V.
L'orbite du point (69, 69) se représente donc dans ces coordonnées par la droite d'équation (62 — 63) = a(0; — 69).
Toutefois, en raison la non injectivité de 7, la préimage de |'orbite contient toutes les droites translatées d'équation
(02 — 03 —n) = a(6; — 09 —m), (n,m) € Z2. Notons que I'ensemble Z des réels de la forme m —n/a, (n,m) € Z>
est une partie dense de R. La préimage de I'orbite est I'ensemble des droites d'équation

(02 —09) = a0, — 6 —2), z € Z.

C'est donc une famille "transversalement dense” de droites paralleles. Comme cette famille est dense dans R?, son
image par , qui est I'orbite de 7(69, 69), est dense dans T'(r1,72). Localement, au voisinage de chacun de ses points,
cette orbite se redresse en le produit d'un intervalle par un ensemble dénombrable dense.

5.5 Orbites d’un champ de vecteurs

Soit V(z) un champ de vecteurs sur la sous-variété M, et soit z(t) : R — M une solution de I'équation
#(t) = V(z(t)) (ou plus généralement z(t) : I — M une orbite maximale).

Proposition 5.19. I/ y a trois possibilités pour la solution x(t) :
— La solutions x(t) est constante, x(t) = xo, ol xo est une singularité de V, c’est a dire que V () = 0.
— La solution z(t) est périodique, c'est a dire qu'il existe T > 0 tel que x(t + T) = x(t) pour tout t. Dans ce
cas, I'image de la courbe x est une sous-variété de M difféomorphe & S*.
— La courbe t — x(t) est une immersion injective.

<« Si z( est une singularité de V, alors la courbe constant z = x est une solution de I'équation différentielle. La
partie unicité du théoreme de Cauchy Lipschitz implique donc qu’aucune autre solution ne passe par xg. En effet, si
une solution ~(t) vérifie que y(s) = o pour un certain réel s, alors la courbe constante z( et la courbe ~y(t) sont
deux solution du probléme de Cauchy avec la condition initial z(s) = x¢, et elles sont donc égales.

Supposons maintenant que la solution x(t) n'est pas constante, et donc que V' (z(t)) # 0 pour tout ¢, c'est a dire
que I'application t — x(¢) est une immersion.

Supposons que cette immersion n'est pas injective. Alors il existe des temps s et S > 0 tels que z(s) = z(s+.5).
On remarque que les courbes ¢ — x(¢) et ¢t — x(¢t + S) sont solutions du méme probleme de Cauchy, et donc
égales. Autrement dit, I'égalité x(t) = z(t+.5) a lieu pour tout ¢. Considérons maintenant I'ensemble P des périodes
de z, c'est a dire I'ensemble des réels S tels que x(t + S) = x(t) pour tout t. On voit que P est un sous-groupe
fermé de R. Il existe donc un réel T' > 0 (que I'on appelle la période de x) tel que P = TZ.

Considérons I'application # : R — S' € C ~ R? donnée par 0(t) = ¢*>™/T  Cette application est un
difféomorphisme local surjectif. On constate de plus que x(t) = x(s) si et seulement si §(¢t) = 6(s). La courbe
x se factorise donc en 2 = go @, en posant g(f) = x(t) ol t vérifie §(t) = 0. L'application g : S* — M est injetive
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et différentiable car § est un difféomorphisme local. De plus, le rang de dgg(;) est non nul comme le rang de dx,
donc g est une immersion injective. Comme S* est compact, g est un plongement. »

Soit V' un champ de vecteurs complet sur M, sous variété de dimension d. Considérons une orbite X, c'est a
dire I'image z(R) d'une solution de I'équation & = V. Nous avons vu que X est soit un point, soit une sous-variété
compacte plongée difféomorphe 3 S*, soit I'image d’une immersion injective.

Propriété 5.20. Pour tout x € X, Il existe une carte ¢ : I x B —> M, ot I est un intervalle contenant 0 et ot B
est une petite boule ouverte de R4~ centrée en 0, ayant les propriétés suivantes :

- ¢(0,0) =z,

- ' X)=1IxZ
o1 Z est une partie dénombrable de B'.

Cette propriété est satisfaite par les orbites maximales non périodiques des champs de vecteurs, pas, en général,
par les images d'immersions injectives (penser au huit) !

Si X était une sous variété plongée de M, on pourrait prendre Z = {0} dans le résultat ci-dessus. Mais en général,
la "structure transverse” Z est plus complexe, comme nous I'avons illustré avec les oscillateurs non résonnants dans
5.4.

<« Comme V(z) # 0, on peut redresser le champ V' au voisinage de z, c'est a dire qu'il existe un plongement
¢: Ix B — M tel que ¢.(1,0) =V, ou (1,0) est vu comme un champ de vecteurs constant sur I x B. L’ensemble
¢~ 1(X) est alors une réunion de segments verticaux de la forme I x {z}. Notons Z la projection de ¢~ 1(X) sur B,
de sorte que X N¢(I x B) = ¢(I x Z). Notons alors 7 I'ensemble des temps ¢ € R tels que ¢! o z(t) € {0} x Z.
L'application P = mo¢~ Loz, ol 7 est la projection sur le second facteur, induit une bijection entre 7 et Z (rappelons
que la courbe x est injective). Pour chaque T" € 7, I'application ¢ ~!ox envoie I'intervalle T+ sur le segment vertical
I x {P(T)}. Ces segments verticaux sont disjoints, donc leur préimages le sont aussi. Les intervalle T+ I,T € 7
sont donc disjoints, ce qui implique que 7 est dénombrable, donc Z aussi. »

L'espace Z est alors totalement discontinu (c’est a dire que ses composantes connexes sont des points) au vu du
lemme ci-dessous. Les composantes connexes de I'ensemble X N U sont donc les couches ¢~ (I x {z}). L'ensemble
X n'est pas localement connexe si ce n'est pas une sous variété.

Lemme 5.21. Tout espace métrique dénombrable est totalement discontinu.

<« Fixons en effet un point xy et considérons la fonction  — d(xg,x). L'image de la composante connexe de
xo est un intervalle dénombrable, et donc un point. »

5.6 Sous-variétés de dimension 1

Soit M une sous variété connexe de dimension 1 de R”. On se propose de démontrer que M est difféomorphe, soit
3R, soit 3 S1. On considere pour ceci la sous variété N de RP xRP définie par N = {(x,v) € RPxRP : ||v|gp = 1},
et I'application o : N — N donnée par (z,v) — (z, —v).

Exercice 5.3. Vérifier que N est une sous variété, que o est un difféomorphisme, et que 1 : N — M est un
difféomorphisme local (m est la projection (x,v) — x).

On définit le champ de vecteurs V sur N par V(z,v) := (d7r(m,))’1 -v. C'est un champ différentiable sur NV qui
ne s'annule pas, et 0,V = —V. Ce champ n’est peut-étre pas complet, on va y remédier. On considére une fonction
propre f: M — [1,00) sur M, la composée [ := fo 7 est alors une fonction propre sur N. Il existe une fonction
différentiable § > 0 telle que g|df - V| < f. La fonction g := (§ + § o 0)/2 vérifie alors la méme inégalité, donc le
champ W := gV est complet, et il vérifie encore o, W = —W.

On considere le flot ! de W sur N. Pour chaque point y € N, I'application ¢ — moy!(y) est un difféomorphisme
local dont I'image est un ouvert de M. La connexité de M implique que ce difféomorphisme local est surjectif. Si il
est aussi injectif, alors c’est un difféomorphisme donc M est difféomorphe a R.

Pour étudier la possible non-injectivité, on commence par remarquer que ’(y) # o(y) pour tout t. En effet, la
relation o, W = —W implique que 0 o o=t = p' 0 0. Si p!(y) = o(y) alors

t/2

2 (y) = o ol y) = ¢ 0 a(y) = 00 2 (y),

ce qui est une contradiction car o n'a pas de point fixe.

On a donc équivalence entre 7o p!(y) = 7(y) et ¢'(y) = y. L'ensemble des temps ¢ qui satisfont cette égalité
(le point y étant fixé) est un sous-groupe fermé de R. Si il n'est pas réduit a {0}, il est de la forme TZ. L'application
s+ 7o T (x) se factorise alors par un difféomorphisme entre S1 et M.
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6 Distances sur une sous-variété

Soit M une sous-variété de RP. On peut munir M de la distance induite par celle de R”, mais on va construire
une autre distance plus géométrique.

6.1 La distance géométrique
Propriété 6.1. Une sous variété connexe M est connexe par arcs C1 (et méme C*).

< On considere la relation il existe une courbe C* de M connectant = a y.

Tout point € M admet un voisinage V tel que tout point y € V est relié a x. On peut prendre comme voisinage
V' I'image d'une boule ouverte B par un plongement ¢ : B — M qui envoie 0 (le centre de B) sur x. La courbe
[0,1] 3t — p(tp~1(y)) relie alors z 3 y.

La relation est une relation d'équivalence. Prouvons la transitivité. Soit y; : [0,T1] — M une courbe reliant z a y
et y2 : [0,72] — M une courbe reliant y a z. On peut concaténer y; et 2 pour former une courbe reliant x a z, mais
cette courbe n'est pas forcément C'. On résout cette difficulté en considérant une fonctions C! 6 : [0,1] — [0, 1]
telle que 6'(0) =0 = ¢'(1) et 8’ > 0 sur ]0, 1[. Les courbes #;(t) = ~v;(T;0(¢)) : [0,1] — M relient z a y et y a 2,
et elles vérifient de plus que 4; = 0 aux extrémités. La concaténation est alors une courbe C! reliant z 3 z.

Les classes d'équivalence de la relation forment une partition de M en ouverts. Comme M est connexe, il n'y a
qu'une classe. »

On définit la longueur de la courbe C* « : [0,7] — M par

T
£(r) = / (8,

oll |v| est la norme Euclidienne du vecteur v € RP. La longueur est invariante par reparamétrisation :

Propriété 6.2. Soit~y : [0,T] — M une courbe C! et g : [S,S'] — [0, T] une fonction C* croissante et surjective.
Alors L(y o g) = L(7).

La preuve est un calcul immédiat de changement de variable, utilisant que |¢'| = ¢'.
On définit la distance géométrique
6(x,y)

sur M comme l'infimum des longueurs des courbes C! joignant = a y dans M. Vérifions I'inégalité triangulaire :
Soient x,y, et z trois points de M et soit € > 0. |l existe des courbes 71 et 2 : [0,1] — M qui joignent = a y et
y a z et telles que L(v1) < d(z,y) + € et L(12) < I(y, z) + €. Comme dans la preuve de la propriété 6.1, on peut
supposer, en reparamétrant les courbes v et 5 que 41(1) = 0 = 41(0). La concaténation 5 de v et o est alors
une courbe C! qui joint z 3 z. On a alors

6(z,2) < L(v3) = L(m1) + L(72) < d(z,y) +6(y, 2) + 2.

Ceci est vrai pour tout € > 0, donc d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).
On remarque, ceci sera utile plus tard, qu'une distance géométrique peut étre définie sur toute partie X € R
connexe par arcs C'1.
On note immédiatement que
8(z,y) = |y — x|
Contrairement a la plupart des constructions que nous avons faites jusqu'a présent, la distance géométrique § dépend
de la maniére dont M est plongée dans R”, et pas seulement sa structure intrinseque de sous-variété.

Proposition 6.3. Au voisinage d'un point xq € M, on a
d(z,2") <2’ — 2|(1 + €(|2’ — o] + & — o))
ou € est une fonction qui tend vers 0 en 0.

< On peut supposer que xp = 0 et TyM est |'espace horizontal R? x {0}. Localement au voisinage de z, la
variété M s'écrit donc comme le graphe d'une application g : (R%,0) — (RP~,0). Notons p(r) un module de
continuité de dg en 0, c'est 3 dire que |dg,| < p(|z|). Etant donnés deux points = (y, g(y)) et 2’ = (v, g(y')) avec
x,2" € Bro(0,7), on a y,y" € Bra(0,7) et, en estimant la longueur de I'arc de M au dessus du segment [z, z'],

5z, ) <A1+ p(r)2|y —yl < 1+ p(r)2z’ —z|. »
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Corollaire 6.4. La distance § engendre sur M la méme topologie que la distance Euclidienne.
Corollaire 6.5. Si la variété M est fermée dans R” alors elle est compléte pour la distance §.

Corollaire 6.6. Pour toute partie compacte K de M, il existe une fonction €(r) qui tend vers 0 en 0 et telle que
5a,a’) < o — a|(1 + e(la’ — )
pour tous x et ¥’ dans K.

<« La fonction g(z,z’) := é(x,a’) /|2’ — x| est continue sur M x M, égale a 1 sur la diagonale. L'énoncé découle
alors d'argulents de compactité classiques. »
La distance géométrique sur M possede la propriété suivante :

Propriété 6.7. Soient xo et x1 deux points de M. Si o et r1 sont des réels positifs tels que ro + r1 > 0(xo,x1),
alors Bs(xg,m09) N Bs(x1,71) est non vide.

On remarquera que cette propriété n'est pas satisfaite par la distance arctan(|y — x|) sur R%.

< Sirg =0o0ur; =0, le résultat est clair, on suppose donc 79 > 0, r1 > 0 et on choisit r{ €]d(xg,z1) —
r1,0(x0,x1)]. Il existe alors une courbe 7y : [0,1] — M joignant xo a 1 et telle que L£(y) < r{ + r1. La courbe ~
est continue, donc continue pour la distance §. La fonction continue ¢ — L(7[o,¢) prend toutes les valeurs entre 0
et L(v), donc en particulier la valeur 7. En notant ¢y un temps tel que 6(zg,y(tg)) = r{, on a

(w0, v(to))
5(y(to), 1)

Si toutes les boules fermées d'un espace métrique sont compactes, alors il est complet. Réciproquement, pour la
distance géométrique, on a :

L( Oto]):T(I) <To
L

<
< L(vy to,tl]) =L(y) - »C(V[o,to]) < 7“6 +ri—ro="71»

Théoréeme 6.8. Soit M une sous-variété munie de sa distance géométrique 6. Si M est compléte pour 6, alors toutes
les boules fermées de M sont compactes.

Dans un espace métrique localement compact général, les boules fermées ne sont pas forcément toutes compactes.

Comme on le voit dans la preuve, la conclusion tient dans le contexte plus général d'un espace métrique localement
compact (M, ) qui est complet et vérifie la propriété 6.7.

<« Fixons x € M et montrons que les boules fermées de centre x sont compactes. Pour ceci on considére le
supremum R des rayons 7 > 0 tels que la boule B(x,r) est compacte. On veut montrer que R = 400, on suppose
que c'est un nombre fini.

La boule B(x, R) est compacte. Cette boule est fermée dans M complet, donc elle est complete. Pour montrer
qu'elle est précompacte, on fixe € > 0 et on considére une partie 1, ..., 2, qui est ¢/3-dense dans la boule compacte
B(x, R — ¢/3). Cette partie est alors e-dense dans B(x, R). En effet pour tout y € B(z, R), il existe un point
z € B(I,R —€/3) tel que §(y,z) < €/2 (par le lemme 6.7). En choisissant ¢ tel que d(z;,2) < €/3, on voit que
6(zi,y) <

Il existe n > 0 tel que la boule B(x, R+ n) est compacte. Comme M est localement compacte, chaque point y
de M est le centre d'une boule compacte B,, la boule ouverte associée étant notée B,,. Les boules B,,y € B(z, R)
recouvrent le compact B(x, R), et on extrait un sous-recouvrement fini. La réunion des boules fermées correspondantes
est alors un compact K qui contient B(x, R) dans son intérieur. La distance entre B(z, R) et le complémentaire de
K est strictement positive, c'est a dire qu'il existe n > 0 tel que, pour tout point y qui appartient a une boule de
rayon 27 et dont le centre est dans B(z, R), on a y € K. Au vu de la propriété 6.7, on conclut que B(xz, R+n) C K
et donc que la boule B(z, R +n) est compacte. Ceci est en contradiction avec la définition de R, on conclut que R
est infini, ce qui termine la preuve. »

Sous les hypotheses du Théoreme, les boules fermées B(zq,7¢) et B(z1,71), qui sont compactes, ont une
intersection non-vide dés que 1o + r1 = d(xg, z1).

6.2 Géodésiques minimisantes.

Soit M une sous-variété de R et § sa distance géométrique. On définit La longueur d'une courbe quelconque
v :[S,T] — M comme le supremum

Ls(v) = sup (0(3(0),7(t1)) + -+ + 8(v(tr—1), 0(tx)))

S=to<t1<--<tp=T
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ol le supremum est pris sur I'ensemble des suites finies croissantes de temps intermédiaires S = tp < t; < -+ <
tr—1 < tp = T. On notera L;s(vs,1)) lorsqu’on veut préciser le domaine de la courbe. La formule définissant la
longueur des courbes a un sens dans tout espace métrique (M, ). On peut notamment considérer la longueur L,
associée a la distance euclidienne d(x,z’) = |2’ — x| sur M.

Les quelques propriétés ci dessous de la longueur découlent directement de la définition :

Eé(y[s,t]) > 6(’7(8)7’7(”)) Vs <t
Ls(vs1) = Ls(vs,) + Ls(very)  VE €[S, T

Propriété 6.9. Si M est une sous variété de RP et si~ : [S,T] — M est une courbe C*, alors

T
£a) = 50 = [ )l
< Notons Z() le temps de cette preuve le terme de droite de I'égalité. Par définition de §, on a

5(v(8):7()) < Z(vgs.)

pour tous s et ¢, et Z vérifie la relation de Chasles. On en conclut que Z(7y) > L5(7y), et, comme d > d, L5(y) = La(7).
Réciproquement, considérons un module de continuité w de % : [S,7] — RP. Pour tout [s,t] C [S,7], on a

[Iv(®) = ()] = (¢ = s)l3(s)I| < / V(o) = A(s)do| < (t = s)w(t — s)

et
< (t—s)w(t—s)

/\wwua—a—$w@n

donc

t
[ @lds = (o) = 2(0)] < 2t = 9pwte - ),
En prenant une décomposition T' =ty < t; < --- < t, =T telle que t;;+1 —t; < €, on a donc
La(v) = [y(to) =yt + -+ [y(ta—1) = v(ta)| = Z(7) — 2(T — S)w(e).
Comme on peut choisir € > 0 arbitrairement petit, on a L4(7) = Z(v). »
Exercice 6.1. En utilisant le corollaire 6.6, montrer que I'égalité L4 = Ls est vraie pour toute courbe continue.
Nous allons maintenant montrer I'existence d'une géodésique minimisante Lipschitzienne :

Théoreme 6.10. Soit M une sous-variété fermée, munie de sa distance géométrique 6. Etant donnés deux points xg
et 1, il existe une courbe «y : [0,1] — M qui est Lipschitz de constante §(zo,x1), et telle que v(0) = xg, (1) = z1.
Cette courbe est donc de longueur 6(xq,x1).

La preuve qui suit montre en fait le résultat dans le contexte plus général d’'un espace métrique localement
compact et complet (M, 0) vérifiant la propriété 6.7. B
< Posons L = §(wg,x1). En utilisant la Propriété 6.7 et le Théoreme 6.8, on voit que I'intersection B(zo, L/2)N
B(z1, L/2) est non vide, et on choisit un point y(1/2) dans cette intersection. On a alors 6(zq,v(1/2)) = 6(y(1/2),21) =
L/2.

On construit ainsi des points v(1/4) et v(3/4) tels que

6(zo,7(1/4)) = 0(v(1/4),7(1/2)) = 6(v(1/2),7(3/4)) = 6((3/4),21) = L/4.

Par récurrence, on construit ainsi une application ~ définie sur I'ensemble des nombres dyadiques de [0,1] , a valeur
dans M, et L-Lipschitz. On I'étend alors par continuité en une courbe L-Lipschitz de [0, 1] dans M telle que y(0) =
et y(1) = 1. Comme la courbe 7 est L-Lipchitz, il est immédiat que sa longueur est inférieure ou égale a L. Comme
d(xo, 1) = L, et que y relie zg a x1, on conclut que L(y) = L. »

La géodésique minimisante est en fait différentiable, mais c'est une autre histoire.
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6.3 Meétriques Riemanniennes

Dans les sections précédentes, nous avons utilisé la distance ambiante de R” pour définir une distance géométrique
sur la sous variété M. En fait, ce qui était utile pour mesurer la longueur d'une courbe est la donnée, pour chaque
point = de M, d'un norme sur T, M, nous avons pris comme norme la restriction de la norme Euclidienne de RP 3
T,M.

On aurait aussi pu se donner une métrique Riemannienne quelconque :

Définition 6.11. Une métrique Riemannienne sur une sous variété M est la donnée, pour chaque x € M, d’un produit
scalaire g, (v, w) sur l'espace vectoriel T, M. On demande de plus que ce produit scalaire dépende différentiablement
du point x, c'est a dire que la fonction x — ¢, (V(x), W(x)) est différentiable pour tous champs de vecteurs
différentiables V et W.

Exercice 6.2. Si M est une sous variété de RP, et si g est une métrique Riemanienne sur M, alors il existe une
application différentiable G : M — ST (D) (I'ensemble des matrices symétriques définies positives D x D) telle que
gz (v,w) = (G(x)v,w), ol {.,.) est le produit scalaire usuel sur RP.

Etant donnée une métrique Riemanienne g, sur M, on définit comme ci-dessus la longeur d'une courbe de M

par
%M=A v ((0), A(0)t,

puis la distance J, donnée comme l'infimum des longueurs des courbes. Cette distance vérifie la propriété 6.7, et
donc les Théoremes 6.8 et 6.10.

On dit que la métrique g est compléte si M est compléte pour la distance géodésique associée. La métrique
Riemanienne naturelle sur une sous-variété fermée est compléte. Nous montrerons plus tard que toute (sous) variété
admet un plongement dans un espace R” dont I'image est fermée, et donc une métrique Riemannienne compléte.
Cependant, il existe aussi des métriques non complétes (sauf sur une variété compacte).

Exercice 6.3. Soit g, une métrique Riemanienne sur une sous-variété M . Montrer qu’il existe une fonction différentiable
f a valeurs strictement positives telles que fg est une métrique compléte.

<« On munit dans un premier temps la sous-variété M de la distance d associée a g. On considere la fonction
R(z) définie comme le suprémum des rayons 7 > 0 tels que la boule fermée B(x,r) est compacte. ON rappelle que
la fonction © — R(z) est 1-Lipschitz. On considere alors une fonction différentiable f telle que f(z) > 1/R(x), on
note ¢’ = f2g et d’' la distance associée, B’ les boules associées.

Montrons que la boule fermée B’(x,1/3) est contenue dans la boule fermée B(x, R(x)/2). En effet, si v :
[0,1] — M est une courbe, alors

Lg(v) > Lg(v)
max R(y(t)) ~ R(7(0)) + Lg(7)”

wa:Afmmwmwm>

En conséquence, si Ly/(,) < 1/3, alors Ly(7) < R(7(0))/2. On conclut que la boule fermée B'(x,1/4) est contenue
dans la boule B(z, R(x)/2), elle est donc compacte. Toutes les boules fermées de d’ de rayon 1/4 sont compactes,
donc d’ est compléte. »

Exercice 6.4. Soit X (t,x) un champ de vecteurs non autonome sur une sous-variété M. Supposons qu'il existe une
métrique compléte sur M et une constante C telle que | X (t,z)| < C pour tout (t,x). Montrer que le flot de X est
complet.

Exemple, la métrique g, (v, w) = (v, w)/(1+|z|)? sur R? est compléte. L’hypothése ci-dessus dans cette métrique
correspond a l'inégalité classique X (¢, z) < C(1 + |z|).

6.4 Feuilles et feuilletages

Soit M une sous variété. Un champ de sous-espaces est la donnée, pour chaque = € M, d’un sous-espace vectoriel
E(x) de T, M de dimension k fixée qui dépend régulierement du point z, c'est a dire que I'application z — E(x)
est réguliere a valeurs dans G(k, D). |l est équivalent de dire que le champ de sous-espaces est localement engendré
par k champs de vecteurs réguliers (cette seconde définition ayant I'avantage de ne pas faire explicitement référence
a I'espace ambiant).

On dit que le champ de sous espaces E(x) est intégrable si il satisfait la propriété de redressement suivante :
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Pour tout 2 € M, il existe une paramétrisation ¢ : (B* x B!,0) — (M, x), ot B* et B! sont des boules ouvertes
centrées en 0 dans R* et R!, telle que

E($(y)) = doy(R* x {0})

pour tout y € B* x B!. Une telle paramétrisation est appelée un redressement du champ de sous-espaces.

On dit alors que le champ E(z) engendre un feuilletage. Le théoréme de redressement des champs de vecteurs
affirme que les champs de droites (champs de sous espaces de dimension 1) engendrent tous des feuilletages, on verra
que ce n'est pas le cas en dimension supérieure.

Etant donné un point x € M, on appelle orbite de x I'ensemble X des points qui peuvent étre reliés a = par une
courbe tangente au champ de sous espace. Dans le cas ol le sous-espace est de dimension un, et ot il est engendré
par un champ de vecteurs V(z) ne s’annulant pas, I'orbite X est I'image de la solution maximale de I'équation
différentielle associée a & = V o x issue du point z.

Le résultat suivant généralise la propriété 5.20 a ce cadre.

Propriété 6.12. Supposons que le champ E(x) est intégrable. Pour tout xq € M et tout redressement ¢ de E en
xo, il existe une partie dénombrable Z C B! telle que

¢~} (X (o)) = B* x .

<« La préimage ¢~1(X) d'une orbite X est de la forme B* x Z, il faut montrer que Z est dénombrable. On
munit I'orbite X de sa distance géométrique d(x,y) définie comme I'infimum des longueurs des courbes tangentes
au champ de sous-espaces joignant x a y.

Lemme 6.13. Pour tout z € Z, I'application
¢z BY 3y ¢y, 2) € (X,9),
est un homéomorphisme sur son image ¢(B* x {z}), qui est un ouvert de (X, ).

On déduit de ce lemme que (X, §) est localement compact. Comme deux points de X sont reliés par une courbe
tangente au champ de sous-espaces, et qu'une telle courbe est continue pour la distance 4, |'espace métrique (X, J)
est connexe. L'espace métrique (X,d) étant connexe et localement compact, il est séparable (voir la section 4).
Finalement, les ouverts ¢(B* x {z}),z € Z de (X, ) étant disjoints, Z est dénombrable. »

< DEMONSTRATION DU LEMME 6.13. On fixe 2 € Z et on pose U = ¢(B* x {z}), c’est un disque plongé
dans RP™ _ Soit 0y la distance géométrique sur U, on a

oy=2d=d

oll d est la distance Euclidienne de R”. L'inégalité 6y > & découle de I'observation que toute courbe C! sur U est
tangente au champ de sous-espaces. La proposition 6.3 implique que dy et d (et donc aussi §) engendrent la méme
topologie sur U. Comme I'application ¢, est un homéomorphisme a valeurs dans (U, d), c’est un homéomorphisme
a valeurs dans (U, 9).

Il reste a démontrer que U est un ouvert de (X, ). Pour tout z1 = ¢(y1,2) € U, il existe R > 0 tel que
B*(y;, R) C B*. Soit S I'image par ¢. de la sphere 9B*(y;, R), c’est un compact de U disjoint de z;. Posons
r = 6(z1, S). Toute courbe qui sort de ¢ (B*(y;, R)) coupe S, et donc a une longueur supérieure a 7. En conséquence

Bj(xo,7) C dB*(yo,R) C U. »
On utilisera la généralisation suivante du Lemme, qui découle de la méme preuve :

Lemme 6.14. Soit X C R” une partie connexe par arcs C*, et soit & la distance géométrique sur X (c'est a dire
que &(xz,x') est défini comme I'infimum des courbes C sur X joingnant x & x'). Soit U une boule plongé dans R"™,
de dimension d, qui est contenue dans X et a la propriété suivante : Pour toute courbe 7 :)0, 1[— X sur X de classe
C1, I'ensemble y=1(U) est ouvert. Alors U est un ouvert de X, et les distances 0y (distance géométrique sur U ), §
et d (distance de I'espace ambiant) engendrent la méme topologie sur U. En particulier, (U, ) est homéomorphe 3
une boule ouverte de dimension d munie de sa topologie standard.

La structure des feuilletages conduit a la définition générale ci-dessous :

Définition 6.15. Soit M une sous variété et X une partie de M. On dit que X est une feuille (de dimension k) si,
pour tout xo € X, il existe une paramétrisation ¢ : (B* x B',0) — (M, zo) de M en x telle que ¢~ (X) = B¥x Z
avec Z totalement discontinu.
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Toute orbite d’un feuilletage est une feuille.

On appelle les paramétrisations de la définition des redressement locaux de la feuille X. Si ¢ et ¢ sont deux
redressements de X en un méme point g, alors ¢ Lo (B* x {0}) C B* x {0} donc d¢o(R* x {0}) = dipo(R* x {0}).
[l est donc légitime de dire que ce sous-espace de T, M est I'espace tangent a la feuille X au point xo.

Bien que les feuilles ne soient en général pas des sous-variétés, un certain nombre des concepts définis sur les
sous-variétés s'étendent au cas des feuilles, on a vu que c'est le cas de la dimension et de I'espace tangent.

Soit X une feuille de M, et Y une sous-varété. Une application h : ¥ — X est dite différentiable si elle est
différentiable en tant qu'application a valeurs dans M. Une application g : X — N est dite différentiable si g o h
est différentiable pour tout sous-variété Y et toute application différentiable h : Y — X. De maniére équivalente,
g est différentiable si et seulement si, pour tout x; € X, il existe un redressement ¢ : (B* x B!, (0,0)) — (M, z1)
de X en z; tel que la restriction de f o ¢ a B¥ x {0} est différentiable. Une application différentiable » : X — Y a
une différentielle d, f € L(T; X, T}(,)Y) en chaque point z € X. On dit que c’est une immersion si d,. f est injective
pour tout x.

Attention, quand on munit X de la topologie induite de celle de M, une fonction différentiable sur X au sens
ci-dessus n'est pas forcément continue !

Pour résoudre cette difficulté, on considére la distance géométrique & sur une feuille connexe X. La topologie
associée a 4 est plus fine que la topologie induite de celle de M. Une application f : M — Y (Y un espace métrique)
est continue pour la distance J si et seulement si pour tout 2; € X, il existe un redressement ¢ : (B* x B, (0,0)) —
(M, z;) de X en x; tel que la restriction de fo¢ & B¥ x {0} est continue. En particulier, les fonctions différentiables
sur X sont continues pour la distance §.

Exercice 6.5. La feuille X est une sous-variété si et seulement si la topologie associée a § est égale a la topologie
induite (sinon, elle est strictement plus fine).

Au vu du lemme 6.14 toute feuille connexe (munie de sa distance géométrique) est localement homéomorphe a une
boule ouverte de dimension k, donc localement compacte et donc séparable. Dans le cas d'une feuille connexe, I'en-
semble transverse Z est donc dénombrable pour tout redressement local. L'ensemble F des fonctions différentiables sur
une feuille connexe X vérifie les conditions de la proposition 4.14, il existe donc des partitions de I'unité différentiables,
et il existe une fonction différentiable propre (pour la distance ) sur X.

Proposition 6.16. Soit X une feuille connexe de M. Il existe une unique structure de sous-variété I : X — R"
qui est une immersion injective différentiable en tant qu'application sur X .

Plus explicitement, il existe une immersion I : X — R" telle que 1(X) est une sous-variété et telle que
I'application I est différentiable sur la feuille X. Si I' : X — R™ est une autre immersion ayant les mémes
propriétés, alors I' o ="' est un difféomophisme entre les sous-variétés I(X) et 1(X').

< Soit RP I'espace ambiant de M, et soit f une fonction différentiable propre On considere I'application I(x) =
(z, f(z)) : M — RP*1_ Cette appliction est une immersion (au sens des feuilles). Elle est continue et propre pour la
distance §, c’est donc un homéomorphisme de (X, §) sur son image. Si x¢ est un point de X et ¢ : B¥x B4=% — M
un redressement de X en z, alors la restriction de 1 o ¢ 3 B¥ x {0} est un plongement dont I'image est un ouvert
de I(X) contenant I(xzg). Ceci montre que I(X) est une sous-variété au voisinage de zg.

Soit I’ : X — R™ est une autre immersion différentiable dont I'image est une sous-variété. Pour tout re-
dressement ¢ de X, la restriction de I’ & ¢(B* x {0}) est une immersion différentiable au sens classique, donc
un difféomorphisme local a valeurs dans la variété I(X). Ce difféomorphisme local étant de plus injectif, c'est un
difféomorphisme sur son image. L'inverse J' : I'(X) — X C M de I’ est donc différentiable. L'application I o J’
I'est donc aussi. Par symétrie, il en est de méme de I=! o I’, qui est donc un difféomorphisme. »

On a démontré aussi I'énoncé suivant :

Proposition 6.17. Soit X une feuille connexe. Il existe une sous-variété connexe N et une immersion injective
J: N — M d'image X. Si J' : N' — M est une autre immersion injective d'image X, alors J=! o J' est un
difféomorphisme.

6.5 Théoréeme de l'orbite

Considérons maintenant un champ de sous-espaces F(z) de dimension constante m d'une sous-variété M, sans
hypothése d'intégrabilité. Pour chaque x¢ € M, on considére comme ci-dessus |'orbite X (z(), c'est a dire I'ensemble
des points de M qui peuvent &tre reliés 3 xy par une courbe C' tangente 3 E. On a, et c'est plus surprenant,
un résultat assez semblable au cas intégrable, la différence principale étant que la dimension de I'orbite peut étre
supérieure a la dimension m des espaces F.
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Théoréeme 6.18. Supposons que E(x) est de dimension constante m. Pour tout xy € M, I'orbite X (x() est une
feuille connexe de dimension supérieure ou égale a m.

Présentons maintenant un point de vue légérement différend. On considére une famille V de champs de vecteurs
complets sur M, et on note G le groupe de difféfomorphismes de M engendré par les flots des éléments de V. Tout

élément de G est donc de la forme
t

n ¢
9=y 0 opr

oll ¢! sont des flots d’éléments de V. Pour tout € M, on note G(z) I'ensemble {g(z),g € G}. On a la version

suivante du théoréme précédent :

Théoreme 6.19. Pour tout o € M, l'orbite G(xo) est une feuille connexe de M. L’espace tangent de G(xo) en
chacun de ses points x1 contient les évaluations V (x1) des champs V € V en x;.

Le théoreme 6.19 implique le théoreme 6.18. En effet, si E(x) est un champ de sous espaces sur M, on définit la
famille Vg des champs de vecteurs de M a support compact tangents a E (c'est a dire que V(x) € E(x) pour tout
x). On note G le groupe de difféomorphismes de M engendré par les flots des éléments de Vg. Pour tout zg € M,
on a Gg(zog) C X(zo), la réunion des courbes C? tangentes 3 E et passant par zg. En utilisant le théoréme 6.19,
montrons que G (o) = X (o), ce qui donne le théoréme 6.18.

On doit montrer que toute courbe 7 :] — 1,1[— M de classe C? et tangente 3 E est contenue dans une
G-orbite. Par un argument de connexité, il suffit de montrer que tout s; €] — 1,1[ admet un voisinage sur lequel
~v(s) € G(y(s1)). Posons z1 = (s1) et considérons un redressement local ¢ de G(x1) au point z;. Posons

F(z) = (dds) ™" - E(¢()),

on a F(z) C R¥ x {0} pour tout = € ¢$~(G(x1)). On considere m champs de vecteurs X1, ..., X, sur B* x B
dont les évaluations en tout point = proche de x; forment une base de F(z). Comme la courbe -y est tangente a E,
il existe des fonctions fi,..., fm de classe C! telles que

(67 o) (s) =Y fils)Xi(¢7" o y(s))

au voisinage de s1. En définissant X (s,z) := Y f;(s)X;(x), on constate que :

— La courbe 0 := ¢! o« est, localement au voisinage de s;, une solution de I'équation différentielle 9(5) =

X (s,6(s)).

— Le champ de vecteurs dépendant du temps X (s, z) est tangent 3 B* x {0}.

— Le point 6(s1) est contenu dans B* x {0}.
On conclut par le lemme 5.7 que la courbe 6(s) est, localement au voisinage de s;, contenue dans B* x {0}, et
donc que la courbe v est localement contenue dans G(z¢) (le champ X (s, z) vérifie précisément les hypotheses de
régularité nécessaires). On a démontré que X (xo) = Gr(xo), et donc déduit le théoreme 6.18 du théoreme 6.19. »

L'exemple suivant montre qu'il faut &tre prudent dans les énoncés : On se donnne une fonction f nulle sur
(—00, 0] et positive sur ]0, c0), et on considere la famille } de champs de vecteurs sur R? formée par les deux champs
Vi(z) = ey et Va(x) = f(xz2)es. L'espace vectoriel E(x) engendré par ces deux champs est Rey si z2 < 0 et c'est
R2 si 25 > 0. Les G-orbites sont les droites horizontales z5 = ¢, ¢ < 0 et I'ouvert {z2 > 0}, ce sont des sous variétés.
Cependant, I'ensemble X (0) des points atteignables depuis I'origine par une courbe C! tangente 3 E est I'ensemble
{z2 > 0}, il ne satisfait pas la conclusion des énoncés ci-dessus, et n'est pas égal a G(0).

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.19. Soit W |'espace des champs de vecteurs de la forme ¢.V,V € V,g € G.
On adonc V C W, mais il n'y a pas nécéssairement égalité.

Lemme 6.20. Les champs de vecteurs de VW sont complets et leurs flots appartiennent a G.

< Soit W = ¢,V un élément de W. Si ¢! est le flot de V, alors le flot de W est ¢)' = go o' o g=1. C'est donc
un élément de G. »

Notons H (z) le sous-espace de T, M engendré par les vecteurs W (xz), W € W. Les champs de W et donc ceux
de V, sont tangents 3 H. La dimension de H(x) n'est pas forcément constante. Cependant :

Lemme 6.21. Le champ de sous-espaces H est invariant par G, c'est a dire que dg, - H(x) = H(g(x)) pour tout
x € M et g € G. En particulier, la dimension de H(x) est constante le long des G-orbites.

<

<« Soient z € M et g € G. Soient W7, ... Wy, une famille d'éléments de W telle que les vecteurs W;(z),1 < i < k
1(.%) C

forment une base de H(x). Alors, les champs g.W; sont des éléments de W, donc (g.W;)(g(z)) = dgs -
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H(g(z)) pour tout i. On conclut que dg, - H(z) C H(g(x)). On obtient I'inclusion réciproque en appliquant la méme
remarque au point g(z) avec le difféomorphisme g=*. »
Fixons un point ¥1 € G(7), et considérons un plongement J : (B!,0) — (M, z;) transverse 3 H(z1) (c'est
3 dire que dJo(R!) @ H(zy) = Ty, M) d'une petite boule ouverte de R! dans M. On considere des champs de
vecteurs W1y, ..., W} de W dont les évaluations en x( constituent une base de H(z). On note ! les flots associés.
L'application
¢:RF x Bt > (t1,...,ty,2) |—><p2"' o---0pltoJ(2)

est un difféomorphisme local en (0, 0), car

0:$(0,2) - (s1,...,56) = ¥ _ siWi(J(2)).

?

Quitte a restreindre B!, on suppose donc que c'est un plongement de B* x B! dans M, ot B¥ est une petite boule
ouverte de R¥ centrée en 0.

La préimage ¢~ (G (z0)) est une réunion de boules horizontale, c'est a dire de la forme B* x Z avec Z C B'. |l
reste a montrer que Z est dénombrable.

Soit C I'ensemble des courbes 7 : [0,1] — M ayant la propriété suivante : Il existe un point € M, un entier
n € N, n fonctions 7; : [0,1] — R de classe Cl oetn champs de vecteurs W;,1 < i < n de W tels que

Y(s) = o0 o] ()

en notant ¢! le flot de ;. L'orbite G(x() est la réunion des (images des) courbes de C passant par xg.
On munit chaque G-orbite de la distance d(x, y) définie comme I'infimum des longueurs des courbes de C joignant
ravy.

Propriété 6.22. Les courbes de C sont tangentes au champ de sous-espaces H ().

< On a la formule (g0 ¢}, (2)) = (9:V)(g 0 ¢!, (z)) pour tout difféomorphisme g et tout champ de vecteurs

V. Considérons la courbe
v(s) = i@ 007V (a)
ou ¢! est le flot d'un champ W; € W. On obtient pour sa dérivée la sommme

n

3(9) = - () (9)-W) ()

)g.. -ocp::ll(s). Comme chacun des champs (g;).W; appartient a W, on en conclut

oll g; est le difféomorphisme ¢
que ¥(s) C H(7(s)). »
On obtient en particulier que
dpg-1(2) - (R x {0}) C H(x)

pour tout = € ¢(B* x B!) et cette inclusion est une égalité lorsque = € G(x¢), puisque les deux espaces ont alors la
méme dimension.

Propriété 6.23. Soit v une courbe de C passant par xq. Alors la courbe § sur B' définie par 6 := mgi o ¢~ o~ est
localement constante sur son domaine de définition (qui n'est pas forcément connexe).

< Soit V C [0, 1] le domaine de ¢! o0 ~. La courbe ~ est contenue dans |'orbite de x(, donc
d(@™ )y A1) € (6™ a0y - H(y(t) =R x 0
pour tout t € V, c’est A dire que § = 0 en chaque point de son ouvert de définition. »

Propriété 6.24. Pour chaque z € Z, la restriction de ¢ 3 B* x {z} est un homéomorphisme sur son image U,
munie de la distance 6. La boule plongée U, est de plus un ouvert de (X, 9).

<« C'est une variante des Lemmes 6.13 et 6.14, qui se démontre exactement de la méme facon. On ne peut
toutefois pas appliquer directement ce dernier, car I'ensemble C des courbes utilisées pour définir la distance est a
priori plus petit que I'ensemble des courbes contenues dans I'orbite (& posteriori, c'est le méme). »

L'espace (G(zp),0) est donc localement compact. Il est connexe car les courbes de C sont continues a valeurs dans
(G(x0),0), il est donc séparable. Les ouverts U, sont disjoints dans cet espace séparable, donc Z est dénombrable.
Ceci termine la preuve du Théoreme 6.19. »
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7 Variétés
7.1 Premiére définition

Soit M un espace métrique (ou plutot un espace topologique métrisable). On dit que M est une variété topologique
de dimension d si il est localement homéomorphe 3 R?. On appelle carte topologique de M tout homéomorphisme
entre un ouvert U de M et un ouvert V de R%.

Une famille ¢, : Uy, — V,,a € A de cartes de M est un atlas C" si les applications

G © d)gl : d)ﬁ(Ua N Uﬁ) — d)a(Ua N Uﬁ)

sont C" et si les domaines U, recouvrent M. Notons que les ensembles ¢, (U, N Ug) sont des ouverts de V,, donc
de R%.

Définition 7.1. Une variété de classe C" est un espace métrique M muni d’un atlas C".

Les applications C*, k < r entre variétés C" sont les applications C* dans les cartes. Plus précisément, si M et
N sont deux variétés munies de leurs atlas (Uq, ¢o), € A et (V3,13),5 € B, I'application f: M — N est dite
C* sitpgo fop,! est CF sur son domaine ¢, (U,) pour tous o et 3. Comme (¢,) et (15) sont des atlas, il suffit de
vérifier que, pour tout x, il existe a € A et 3 € B tels que z € Uy, f(z) € Vs, et g o f o ¢, ! est CF au voisinage
de ¢q(z).

Nous appellerons carte C" de la variété M tout couple (U, ¢), ol ¢ est un plongement différentiable dans R,
L’ensemble des cartes C" est un atlas C" qui contient I'atlas initial de M.

Toute sous variété M de RP est naturellement munie d'une structure de variété dont les cartes sont les
difféomorphismes entre des ouverts de M et des ouverts de R<.

Toute variété différentiable est localement compacte et localement connexe. Elle est donc paracompacte et
admet des partitions de I'unité C'*°, voir I'exercice 4.2. Toute variété séparable admet une fonction propre C'°°. Les
composantes connexes d'une variété sont séparables.

Exercice 7.1. Considérons deux atlas A et B sur l'espace topologique métrisable M. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes (on dit que les deux atlas sont équivalents, ou qu'ils engendrent la méme structure de
variété C" sur M) :

— La réunion de A et B est un atlas C".

— l'identité est un difféomorphisme de (M, A) dans (M, B).

— Les éléments de A sont des cartes de (M, B)

— Pour tout ouvert U de M, I'espace C"y(U) des fonctions C” sur U pour 'atlas A est égal a I'espace C';(U).

7.2 Seconde définition

Soit M un ensemble (a priori sans structure) et soit ¢, : Uy, —> Vi, @ € A une famille d'applications bijectives,
oll les U,, sont des parties de M qui recouvrent M et les V,, des ouverts de R?. On dit que les applications ¢, forment
un atlas C" si chacun des ensembles ¢, (U, NUp), (ar, B) € A? est un ouvert de R et si chacune des applications

dpogyt i RYD ¢ (U NUz) — RY
est C".
Définition 7.2. Une pré-variété de classe C" est un ensemble M muni d'un atlas C".

Il existe alors une unique topologie sur M telle que les applications ¢, sont des homéomorphismes, c'est la
topologie dont les ouverts sont les parties U de M telles que ¢(U N U,) est ouvert (dans R?) pour tout a.

On remarque que les domaines U, sont des ouverts pour cette topologie. De plus, si V' est un ouvert de R¢, alors
I'ensemble ¢ 1(V') est ouvert pour tout a. En effet, pour tout f3,

$8(0a" (V) = (dp 0 da") (VN ¢a(Ua NUs))

est ouvert puisque ¢g o ¢, ! est un difféomorphisme. Les applications ¢, sont donc continues. La continuité des
applications réciproques est claire.
La topologie de M associée a |'atlas ¢, est séparée, mais elle n’est pas nécessairement métrisable.

Propriété 7.3. Une variété (C") est une pré-variété (C") dont la topologie sous-jacente est métrisable.
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La littérature utilise souvent le terme variété pour ce que nous avons appelé pré-variété. La proposition 4.14
implique que toute pré-variété paracompacte admet des partitions de I'unité différentiables. Au vu de la Proposition
4.13, on conclut que pour toute pré-variété paracompacte et connexe M, il existe une fonction différentiable propre
f:M — [1,00). On verra ci-dessous qu'une pré-variété paracompacte est une variété.

7.3 Plongement
On montre ici que la notion de variété n'est pas vraiment plus générale que la notion de sous variété :

Théoréme 7.4 (Whitney). Pour toute variété C™ séparable M, il existe un plongement F': M — R2¥+1 de
classe C™, dont la premiére composante est propre. Son image F(M) est donc une sous variété fermée de R24+1
difféomorphe a M.

L'hypothése de séparabilité est bien siir nécessaire. On rappelle que toute variété connexe est séparable. On
rappelle aussi que, si la premiére composante de F' est propre, alors F' est propre. La démonstration utilise seulement
que M est une pré-variété admettant une fonction propre. Comme toute pré-variété paracompacte connexe admet
une fonction propre, on a :

Addendum 7.5. La conclusion du Théoréme de Whitney est vraie pour toute pré-variété paracompacte connexe.
Une telle pré-variété est donc une variété.

DEMONSTRATION DU THEOREME DE WHITNEY.

Lemme 7.6. Soit M une (pré-) variété de dimension d admettant un atlas fini. Alors il existe D € N et un plongement
Y M — RP.

< Soient ¢; : U; — R?%, 1 < i < k un atlas fini de M. Les ouverts U, recouvrent donc M et les applications
¢; sont des plongements. Soit f; une partition de I'unité subordonnée au recouvrement ouvert U;. Les fonctions f;
sont a support dans U;. Chaque application f;¢; peut donc s'étendre en une application C” sur tout M, valant 0 en
dehors de U;. L'application

F: M3z (fi(2), i(2)é1(x), f2(x), Fo(@)do(@), . .. fi(@), fu(w)pp(x)) € REED

est alors une immersion injective. En effet, si F'(x) = F(y), alors f;(x) = fi(y) pour tout i. En choisissant un indice i
tel que fi(z) # 0 (et donc = € U; et y € U;) on déduit alors de I'égalité f;(z)d;(x) = f;(z)d;(x) que ¢;(x) = ¢i(y)
et donc que x = y puisque ¢; est injective sur Uj;.

Pour montrer que F' est une immersion, on calcule

dF, -v= (dflgg v, @1 (2)df1z - v+ fr(@)dory - v, . dp(@)df ks v+ fr(@)ddgy - v.

Si v est dans le noyau de cette application linéaire, alors df;, -v = 0 pour tout ¢, donc f;(x)d¢;, -v = 0. En choisissant
i tel que f;(x) > 0, on conclut que dg;, - v =0, et, comme ¢; est une immersion en x, que v = 0.

Finalement, on considere une fonction propre f € C°°(M,R). L'application ¢ = (f,F) est une immersion
injective car F' l'est, et elle est propre car f I'est. C'est donc un plongement. »

Lemme 7.7. Soit M une sous variété de R”, de dimension d. Alors I'ensemble des applications linéaires L &
L(RP R2¥*1) telles que Ly est une immersion injective est dense dans L(RP R4+1),

En conséquence, Toute variété de dimension d admettant un atlas fini admet une immersion injective a valeurs
dans R24+1,
<« Soit TM C TM I'ouvert constitué des points (x,v) € TM tels que v # 0. L'application

e:TM x LR, R**Y) 5 (z,0,L) — L -v € R
est une submersion. En effet on a Orey 4,1 - £ = ¢ - v. Comme v # 0 I'application linéaire
Orésv.L E(R",RMH) 30— 0-pe R

est surjective. On en déduit que e~1(0) est une sous variété de codimension 2d + 1 de TM x L(R™ R2%*+1) donc
de dimension n(2d + 1) — 1. Le cas facile du théoréme de Sard implique que la projection X1 de e~1(0) sur le
facteur £L(R™, R?4+1) est de mesure nulle. Une application linéaire L est dans X; si et seulement si il existe un point
(z,v) € TM tel que d(Lo f), -v =0, cest 3 dire si et seulement si L o f n’est pas une immersion.
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Soit M2 C M? I'ouvert constitué des couples (z,y) tels que = # y. Considérons |'application
h:M? x L(R",R?H) 3 (2,y, L) — L - (y — x) € R24H1

qui est une submersion. En effet, pour tout (z,y) € M2, I'application Oph : £ — £- (y — x) est donc surjective. La
préimage h~1(0) est donc une sous variété de dimension n(2d-+1) —1, et sa projection 35 sur le facteur £(R", R24+1)
est de mesure nulle. Or 35 est précisément |'ensemble des applications L telles que L o f n'est pas injective.

L'ensemble 31 U ¥ est de mesure nulle, et, pour tout L est dans son complémentaire, la restriction Ly, est une
immersion injective. »

Exercice 7.2. Soit M une sous variété de dimension d. Montrer qu'il existe une immersion de M dans R?*?. On
peut pour ceci considérer la restriction de I'application e apparaissant dans la démonstration du Lemme 7.7 a la sous
variété

STM = {(z,v) € TM,|v| = 1}.

Lemme 7.8. Soit M une (pré-) variété et f une fonction propre sur M. Alors il existe un plongement F : M —
R4+3 dont la premiére composante est égale 3 f.

<« Considérons une partition de l'unité g; de R subordonnée au recouvrement ]i,i + 2[,i € Z. Soit U; I'ouvert
F71(Ji,i+2[). Comme U; est relativement compact, c’est une variété admettant un atlas fini, et donc un plongement
; dans R24+1. On prolonge I'application (g; o f); par 0 en dehors de U;. L'application (dans lequelle les sommes
se réduisent a un seul terme pour chaque x)

Fiov— (f(2), ) gao f(@)du(), Y garsr o f(a)tbas1 (@)

l l

est un plongement. Comme la premiére composant de F' est une fonction propre, F' est propre et il suffit de montrer
que c'est une immersion injective. Si F'(z) = F(y), alors f(z) = f(y). Il existe alors au plus deux entiers i tels que
gi o f(x) >0, I'un est pair, on I'écrit I'autre impair.

Supposons qu'il existe un entier pair i = 2k tel que gog o f(x) > 0, cet entier est alors unique, et on a

9ok 0 f(@)ar(x) =Y garo f(@)dmi(w) =Y gor o f(y)dai(y) = gok © f(y)ar(v)
l l

donc tax(x) = 12k (y), ce qui implique que x = y. Si il n'existe pas d'entier pair tel que g; o f(x) > 0, alors il existe
un unique entier impair tel que g; o f(x) > 0, ce cas se traite de la méme facon.
Pour montrer que F' est une immersion, on calcule

dF, v =(df, - v, Y (bau(@)d(gar © [)a + ga © f(2)dihate - v,
!

Z(¢21+1(I)d(921+1 o )z + gai41 0 f(2)dp(a111)s - V).

l

Si v est dans le noyau de cette application linéaire, alors df, - v = 0, donc d(g; o f). - v = 0 pour tout i. Alors, pour
tout ¢ tel que g; o f(z) > 0, on a diy;(x) - v =0, ce qui implique que v =0. »

PREUVE DU THEOREME DE WHITNEY. On considere le plongement F = (f,g) de M dans R x R**2 donné
par le Lemme précédent, oli f est une fonction propre. Soit ¢ : R**+2 — B44+2 (|3 boule unité ouverte) une
difféomorphisme. Alors (f, ¢ o g) est un plongement de M dans R x R**2 Ay vu du lemme 7.7, il existe une
application linéaire L € L£(R*¥+3 R24+1) dont le coefficient L1; est non nul, et telle que Lo(f, g) est une immersion
injective. La premiere composante de L o (f,g) s'ecrit Li1f + 10 g, ol [ est une forme linéaire sur R*¥*2 Comme
la fonction [ o g est bornée, la fonction Lq1 f + [ o g est propre. L'application L o (f, g) est donc un plongement. »

7.4 Feuilles

Soit X une feuille connexe de dimension d, voir la définition 6.15. Nous avons montré que X pouvait étre
munie d'une structure de sous-variété naturelle, et donc d'une structure de variété, la seule structure de variété a
difféomorphisme pres pour laquelle I'inclusion de la feuille dans sa variété ambiante est une immersion.

Pour illustrer la définition abstraite de variété, décrivons maintenant directement cette structure de variété.

On munit X de la distance géométrique 0. Au vu du Lemme 6.14, I'espace (X, ) est une variété topologique.
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On rappelle qu'une application f: Y — X est dite différentiable si elle est différentiable en tant qu'application
a valeurs dans la variété ambiante M. Elle est alors continue vers (X,0). Une application h : X — N est dite
différentiable si h o f est différentiable pour toute application différentiable f : Y — X. Elle est alors continue sur
(X,9).

L'ensemble des homéomorphismes bi-différentiables ¢ : U — B, oli U est un ouvert de (X, ), constitue un
atlas différentiable de X, qui la munit de la structure de variété voule. Le fait que les changements de cartes p o) !
sont différentiables est une conséquence directe des définitions.

7.5 Quotients

La plupart des constructions de variétés les donnent directement comme sous-variété. Nous montrons ici que les
quotients de variétés par certaines actions de groupes sont naturellement munies de structures de variétés (qui ne
sont pas immédiatement données comme plongées dans un espace vectoriel).

Soit G un sous groupe de Gl,(R) qui en est aussi une sous variété. Une action de G sur une variété M est une
application a : G x M — M, de classe C'°, telle que arq = Id et telle que a4 o ap, = agp pour tous g et h de G,
ol ag est I'appliction  — a(g, x). L'application g — a4 est alors un morphisme du groupe G dans le groupe des
difféomorphismes de M. On appelle orbite de = I'ensemble a(G, x) = a,(G).

Tout ce qui suit s'étend au cadre plus général ou G est un groupe de Lie, c'est a dire un groupe muni d'une
structure de variété C°° pour laquelle les opérations de produit et d'inversion sont différentiables. Dans ce cas, on
continuera a noter gh le produit, on notera 7, le difféomorphisme h — hg et [, le difféomorphisme g — gh.

On dit que I'action a est libre si I'application a, : g — a(g, x) est injective pour tout x € M.

On dit que I'action a est propre si I'application (g, z) — (a(g, z), x) est propre (c'est moins fort que de demander
la propreté de I'application a). De maniere équivalente, |'action a est propre si, pour tout compact K de M, I'appliction
a|Gx K €st propre.

En particulier, si G est compact, toute action de GG est propre.

Exercice 7.3. Montrer que I'action de Z™ sur R™ par translations est propre.

Exercice 7.4. Montrer qu’une action a est propre si et seulement si, pour tout K € M, I'ensemble des g € G tels
que ay(K) N K # () est compact.

Commencons par une remarque générale sur les actions de groupe.

Proposition 7.9. Soit a une action différentiable de G sur M. Pour tout x € M, l'application a, est de rang
constant sur G, et le sous groupe isotrope I, := a;'(x) est une sous variété fermée de G de dimension dg — k o
k est le rang de da,.

< En dérivant par rapport a h en h = Id I'expression a(gh,z) = a(g,a(h,z)), on obtient I'égalité dya(g,x) o
dlg(Id) = Oga(g,x) o Oga(ld, ) ou I, est la multiplication a gauche par g, qui est un difféomorphisme. Comme
0gza(g, ) est un isomorphisme, on conclut que le rang de d(a, ), = 04a(g, x) est égal au rang de d(az) ¢ = Oya(ld, x)

Le théoreme de forme normale des applications de rang constant implique que I, est une sous variété dont |'espace
tangent en Id est le noyau de d4a(Id, x). »

Le théoréme suivant permet notamment de munir le tore T = R"™/Z"™ d'une structure de variété qui fait de la

projection un difféomorphisme local. Il donne aussi un cadre théorique contenant la fibration de Hopf (dans le cas
G = S = SO, (R)).

Théoréeme 7.10. Soit a(g,x) une action libre et propre du groupe de Lie G sur une variété M. Alors il existe une
variété N de dimension dy; — dg et une submersion w: M — N ayant la propriété suivante :
Tout point 2o € N admet un voisinage U et un difféomorphisme F = (7,0) : 7= *(U) — U x G vérifiant

Foa(g,z) = (n(z),90(x))
pour tout (g,x) € G x 7~ *(U). On dit que ™ : M — N est un fibré principal de groupe G.

La submersion 7 n’est pas forcément propre (sauf si G est compact), c'est malgré tout une fibration.

<« Pour tout =z € M, |'application a, est un plongement propre de G dans M. En effet, elle est propre en raison
de la propreté de |'action a, et c'est une immersion en raison de la liberté de I'action, au vu de la proposition 7.9
(elle est de rang constant égal a d¢). L'orbite du point = est donc une sous variété fermée. L'action a décompose
donc la variété M en une réunion disjointe d'orbites qui sont des sous-variétés fermées difféomorphes a G.

Soit N I'ensemble des orbites, et m# : M — N la projection canonique qui, a un point, associe son orbite.
Traitons d'abord I'aspect métrique.
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Lemme 7.11. Soit (X,d) un espace métrique et soit m : X — N une application dont les fibres sont fermées,
c'est a dire que m1(y) est fermé pour tout y € N. Il existe une distance sur N pour laquelle I'application 7 est
1-Lipschitz (donc continue) et ouverte.

< On peut supposer (quitte & remplacer d par min(d, 1)) que la distance d est bornée.

On rappelle que si (X, d) est un espace métrique, alors I'espace C,(X,R) des fonctions continues bornées sur X,
muni de la norme uniforme, est un espace vectoriel normé (et méme un espace de Banach).

Dans le cas ou la distance d est bornée, on associe a toute partie A C X la fonction Dy : & — inf,c 4 d(z, a),
qui est continue et bornée. L'application A — D 4 est injective sur I'ensemble des parties fermées.

On obtient ainsi une distance dy sur I'ensemble des fermés de X, la distance de Hausdorff, définie par

dp(F, F') .= || Dr, Dp| -
On définit alors dy (y,y') := dg (7~ (y), 7= 1(3')), on a
dN(Tr(x),ﬂ'(x/)) < |D7r(z)(x/) - DW(I)(x/)l = ‘Dﬂ(x)(x/) < d(x,x').

Montrons maintenant que 7 est ouverte. Il suffit de montrer que, pour tout = € M et toute suite y, — y = 7(x)
dans N, il existe une suite x,, € 7~ !(y,) qui tend vers z. C'est le cas au vu de la définition de la distance, puisqu'il
existe z, € 71 (yy,) tel que d(y, ) < 2D-1(y () < 2dN (Yn,y). »

Pour munir N d'une structure de variété, on utilise :

Lemme 7.12. Pour tout xg € X, il existe un disque plongé D centré en x et tel que I'action a induit un plongement
(c'est a dire un difféomorphisme sur son image) de G x D dans M.

On dit que D est un dique régulier si c'est un disque plongé qui vérifie la conclusion du lemme.

<« Soit dg la dimension de G, djs la dimension de M, et d =: dj; — dg. Considérons une immersion locale
¢ : (R%,0) — (M, x0) telle que I'image de dpo est un supplémentaire de I'image de 9 a(Id,zo). L'application
A:G xRS (g,y) — alg, ¢(y)) est alors un difféomorphisme local en (Id,0). Il existe donc une boule ouverte
B4(0,7) et un voisinage ouvert U de Id dans G tels que A est un plongement (c'est a dire un difféomorphisme sur
son image) sur B4(0,7) x U.

Montrons que A est un difféomorphisme local en chaque point de G x B%(0,7). On a en effet A(gh,z) =
ag(A(h,x)), qui se réécrit

A(h,z) =ag40 A(lg_l(h)7 x).

Comme a4 et [, : (G, Id) — (G, g) sont des difféomorphismes, et comme A est un difféomorphisme local en (Id, x),
on conclut que A est un diffomorphisme local en (g, x).

Montrons finalement que A peut &tre rendu injective en réduisant la boule B%. Si ce n'était pas le cas, il existerait
deux suite 3, et 3/, tendant vers 0 dans B%(0,7) et des suites g,, # g/, dans G telles que A(g,,yn) = A(g,,y,). En
notant x,, = ¢(yn), z), = ¢(y.,), ceci implique que z,, = a(g,, 'g/,,z.)). Comme les suite x,, et 2/, restent dans un
compact, la propreté de I'action implique que h,, := g, 1g/, admet une sous-suite convergente dans GG. On suppose
que h, —> h. A la limite, on obtient zo = a(h,xo) et donc h = Id (car I'action est libre). A partir d'un certain
rang, on a donc h,, € U. L'égalité z,, = a(hn,x]) = A(hn,y,) est alors en contradiction avec l'injectivité de A sur
B0,r) x U.

L'application A est un difféomorphisme local injectif, et donc un difféomorphisme sur son image. On pose alors
D = ¢(B), et a(g,z) = A(g,¢ ' (x)) est un difféomorphisme de G x D sur on image. »

Si D est un disque réglier, c'est a dire vérifiant la conclusion du lemme précédent, alors a(G, D) = = (n(D))
est un ouvert saturé de M, c'est a dire une réunion d'orbite. Chaque orbite intersecte D en un seul point en raison
de I'injectivité de A = agxp. On a donc une projection IIp : a(G, D) — D, qui est la seconde composante de
I'inverse de A, et qui est donc une submersion différentiable. Comme I'application 7 : M — N est ouverte, I'image
Up := n(D) = m(a(G, D)) est ouverte. De plus, la projection 7, : D — Up est un homéomorphisme (c’est une
application bijective, continue, et ouverte). Notons ¢p son inverse.

Les applications ¢p : Up — D forment un atlas topologique de IV, qui est donc une variété topologique.

Montrons pour terminer que cet atlas est différentiable. Si D et D sont deux disques réguliers, alors le changement
de carte ¢p o ¢, est simplement la restriction a Dn a(G, D) de la projection IIp, qui est différentiable. C'est donc
une appliction différentiable. »

Addendum 7.13. Si7: M — N est une application vérifiant les conclusions du théoréme, alors toute application
différentiable f : M — X (& valeurs dans une variété X ) invariante par I'action a ( c'est a dire que foay, = f
pour tout g € G) se factorise par 7, c'est 3 dire s'écrit f = f o avec une application différentiable f : N — X.

En particulier, I'application w : M —s N est unique : Toute autre application 7 : M — N vérifiant le théoréme
est de la forme @ = ¢ o avec un difféomorphisme ¢.
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<« Toute application f : M — X invariante par |'action a se factorise en f = fo T ou f(y) est défini comme
f(x) pour n'importe quel point x de 7~!(y). La valeur f(z) ne dépend pas du choix de 2 au vu de I'invariance de f.

Comme 7 est une submersion surjective, la différentiabilité de f implique celle de f.

Si 7 : M —> N est une autre application satisfaisant les conclusions du théoréme, alors il existe une application
différentiable ¢ telle que @ = ¢ o 7, et réciproquement il existe une application différentiable (b telle que ™ = ¢ oT.
Onaalors T =¢gom=¢o gb o 7. Comme 7 est surjective, on conclut que ng ¢ = Id, et de la méme facon que
¢o ¢~> = Id. Les application ¢ et ¢~> sont donc des difféomorphismes. »

Pour vérifier que ce résultat s’applique a la fibration de Hopf, et plus généralement a tous les champs de vecteurs
dont toutes les orbites sont 1-périodiques, on utilise :

Exercice 7.5. Soit V' un champ de vecteurs sur une sous variété M dont toutes les orbites sont périodiques de
période (minimale) 1. Montrer qu'il existe une action libre a de S* sur M telle que @i, (x) = a(e*'™, z).

On dit que le groupe G agit librement proprement discontiniiment sur M si il agit par une action libre a qui est
propre pour la topologie discréte. Dans ce cas, la submersion 7w : M — N est un difféomorphisme local puisque les
variétés M et N ont la méme dimension. C'est méme un revétement :

Définition 7.14. L’application différentiable m : M — N est un revétement si tout yg € N, admet un voisinage
ouvert U ayant la propriété suivante : Il existe un ensemble au plus dénombrable discret Z et un difféomorphisme
Y :Ux Z — 7Y (U) qui commute avec les projections sur U.

Le théoreme D'Erhesman implique que tout difféomorphisme local propre est un revétement fini (c'est a dire que
Z est fini). Nous invitons le lecteur & donner une preuve directe de ce fait.

Soit H un groupe de Lie et soit G un sous-groupe de H qui est une sous variété fermée de H (en fait, le caractére
fermé est automatique). On définit I'action de G sur H par a(g,h) = hg~!. Cette action est propre (car G est fermé
dans H). L'ensemble des orbites de cette action est le quotient H/G, que le théoréme 7.10 munit d'une structure
de varitété telle que la projection canonique est une submersion.

Il'y a une action naturelle de H sur H/G. En effet la composition A : mop : H x H — H/G du produit et de la
projection canonique est invariante par I'action du sous groupe {Id} x G donnée par ((Id,g), (h,h')) — (h,h'g™1)
sur H x H, et donc se factorise en une application a de (H x H)/(Id x G) = H x (H/G) dans H/G. Cette
application est une action de H sur H/G.

Réciproquement, soit M une variété munie d'une action transitive a(h, z) de H. On dit que I'action est transitive
si chaque orbite est égale a M, c'est a dire si chacune des applications a, : H — M est surjective. Alors, pour
tout z € M le sous-groupe isotrope I, := a; !(z) est une sous variété fermée de H, et I'application a, se factorise
ena, =¢omoun:H— H/I, est la projection canonique et ¢ : H/I, — M est un difffomorphisme. En effet,
I'application a, est de rang dim M au vu de la proposition 7.9, donc |'application ¢ aussi.

Plus généralement, si a est une action différentiable de H sur M et si z est un point de M, alors I'application a,
se factorise en pom ol ¢ : H/I, — M est une immersion injective. Dans le cas ou |'action a est propre, I'immersion
injective ¢ I'est aussi, c'est donc un plongement. Chaque orbite d'une action propre (pas nécessairement libre) est
donc une sous variété.

Exercice 7.6. Montrer que I'orbite du point x est une feuille méme lorsque I'action n'est pas propre.

<« On considere au voisinage de x un disque X C M transverse a |'orbite, et un disque T C G transverse au
sous-groupe I, en I. L'action a plonge T x . dans M. On montre alors comme dans le cas des feuilletages en
utilisant La préimage de I'orbite de x par cette paramétrisation est de la forme T' x Z avec Z C X. Les ensembles
a; Y (T x {z}),z € Z sont des ouverts disjoints de G. Comme G est séparable, Z est dénombrable. »

Exercice 7.7. Expliquer les égalités G(k,n) = L;(R¥,R")/Glx(R),
G(k,n) = Lo (R",R"*)/Gl,—1(R), G(k,n) = O(n)/(O(k) x O(n — k)).
7.6 Actions libres et propres de R,
Dans le cas d’une action libre et propre de R¥, la fibration est globalement triviale :

Théoreme 7.15. Soit a une action libre et propre du groupe additif R* sur une variété M, soit N la variété quotient,
et soit m : M — N la projection. Il existe une section différentiable globale o de , c'est a dire une application
o: N — M telle que w oo = Id. La variété M est donc difféomorphe 3 RF x N.
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L'exemple de la fibration de Hopf montre que ce résultat ne s'étend pas aux actions de S*.

<« |l existe un recouvrement ouvert U, de N et des difféomorphismes ¢, : 71 (U,) — R¥ x U, qui conjuguent
I'action a a I'action de R* sur R¥ x U, par translation. On note F,, : 77 1(U,) — R¥ la premiére composante de
b, elle vérifie donc F,(t,x) =t + F, () pour tout t € R* et x € 7= 1(U,,).

On considére une partition de I'unité g, de N subordonnée au recouvrement U, et on définit les applications
Go : M — R* par G, (z) = guo(m(z))F,(x) pour z € 771(U,) et G,(z) = 0 sinon. Finalement, on pose F =
Yo Ga (la somme est localement finie). L'application F' vérifie F'(a(t,x)) =t + F(x) (c’est donc une submersion).
L'équation F' = 0 définit une sous-variété en restrition de laquelle 7 est un difféomorphisme. On pose o = (7r|F)_1.
>

8 Espace tangent et crochet de Lie

8.1 Espaces tangents et champs de vecteurs.

Deux courbes 7,75 : (R,0) — (M, x) sont dites tangentes en 0 si les courbes ¢ o~y et ¢ o5 ont la méme dérivée
en 0 pour toute carte de M en z. Il suffit que cette propriété soit satisfaite dans une carte. C'est une relations
d’'équivalence R sur I'ensemble C}(R, M) des courbes sur M qui satisfont v(0) = x. Définissons I'espace tangent
comme l'ensemble des classes d'équivalences

T,M = CL(R, M)/R.

Pour toute carte ¢ en z, |'applicatin v — ¢ 0~/(0) engendre une bijection entre T,,M et R? (car deux courbes ont
la méme image si et seulement si elles appartiennent a la méme classe d'équivalence). On munit T, M de la structure
d’espace vectoriel qui fait de cette bijection un isomorphisme. Cette structure ne dépend pas du choix de la carte ¢.
En effet, si ¢ est une autre carte en z, alors

($07)(0) =d(dod o ((¢07)(0)),

ol d(¢o ¢~ 1)y est un isomorphisme.
Toute application différentiable f : M — N définie au voisinage de x engendre naturellement une application
dérivée

Cette application assicie a tout vecteur v € T, M le vecteur défini par la courbe f o+, ou v est n'importe quelle
courbe représentant v. Si 4 est une autre courbe représentant v, alors pour toute carte ¢ de M en x et toute carte
pwde N eny,ona

(pofod)(0)=d(pofod - (¢o7)(0)=d(pofod ) (po7)(0)=(pofor)(0)

donc la classe de f o 7 est la méme que celle de f o 4. Si J est un plongement de M dans R, I'application
dJ, : [v] — (J o v)’(0) est un isomorphisme entre |'espace tangent T,,M de M vue comme variété abstraite et
I'espace tangent T, (J(M)) de J(M) vue comme sous variété.

Le représentant [y] € T, M d'une courbe C'! n'est autre que

(V] = dyo(1),

que I'on continuera a noter ¥(0).
Présentons maintenant un autre point de vue tres utile. On dit qu'une application linéaire

L:C*(M,R)—R
est une dérivation ponctuelle en x si elle a la propriété de Leibnitz
L(fg) = 9(z)L(f) + f(z)L(g).
Si L est une dérivation en x sur M, et si ¢ : M — N est une application C'°° au voisinage de z, alors |'application
L f— L(f o)

est une dérivation ponctuelle en f(x). L'application L — 1, L est linéaire. A toute vecteur tangent v € T, M, on
associe la dérivation ponctuelle

Ly(f) = dfs-v=(f07)(0)
pour toute courbe v représentant v. si M et N sont deux (pré) variétés et ¢ : (M,z) — (N,y) une application
différentiable, alors 9. (L,) = Lay,.» dans D, (les dérivations ponctuelles en y).
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Proposition 8.1. L’espace D, des dérivations en x est un espace vectoriel de dimension d, et I'application v — L,
est un isomorphisme de T, M dans D, M.

Méme dans le cas d'une sous variété, la proposition ci-dessus n'est pas évidente.
<« Montrons dans un premier temps le résultat pour M = R"™ et x = 0, c'est a dire que

R? 5 v — L, € Dy(RY)

est un isomorphisme. Pour démontrer la surjectivité, on considere une dérivation ponctuelle L en 0 sur R%,

On commence par constater, si 1 est la fonction constante égale a 1, que L(1) = L(1-1) = 1L(1)+1L(1) = 2L(1),
donc L(1) = 0.

On rappelle alors qu'une fonction f de classe C* s'écrit f(x) = f(0) + F'(z) - = ou

F(z) := /01 df st

est une application C>° de R? dans (R9)*, telle que F(0) = dfy. On a donc, f(x) = f(0) + ijl x;F;(z), et donc

d
Lf = ZFi(O)L(xi) =D,f

ot v = (L(x1), L(x2),...,L(z4)). Le cas général découle du cas de R™ et du lemme suivant. »

Lemme 8.2. Soit ¢ : N — M un difféomorphisme sur son image. Alors I'application ¢, : Dy — Dy, est un
isomorphisme.

< Soit U I'image de ¢, qui est un ouvert de M. Considérons une fonction h : M — [0, 1] de classe C'™ égale a
1 au voisinage de ¢(x) et a support dans U, et la fonction g = 1 — (1 — h)?, qui a les mémes propriétés.
Pour toute dérivation ponctuelle L en ¢(x) sur M on a L(f) = L(gf). En effet,

L(f) = L(gf) = L((1 = h)*f) = (1 = h)(@) L((1 = h)f) + (1 = k) () f () L(1 = h) = 0.

Le méme calcul montre que L(f) = L(f(go¢)) pour tout L € D,(N) et tout f € C°(N). Considérons I'application
R qui, a L € Dy(,y(M), associe la forme linéaire

fr—=Llg(foo™)),

I'application g(f o ¢~1) étant étendue par 0 en dehors de U. Il découle des calculs précédents que Ro ¢, = Id et
px o R=1d. »

Un champ de vecteurs sur une (pré) variété M est la donnée, pour chaque € M, d'un vecteur V(z) € T, M.
On demande de plus que ce vecteur V(z) dépende régulierement de z. Il y a plusieurs fagons équivalentes d'exprimer
cette régularité. On peut par exemple demander que le champ de vecteurs soit différentiable dans les cartes. On peut
aussi demander que la fonction x —— df, - V(x) soit C*° pour toute fonction f de classe C°°. On associe alors au
champ V(z) une I'application linéaire

Ly :C®(M) — C™®(M)

telle que Ly f(x) = df, - V(). Cette application vérifie la propriété de Leibnitz

Lv(fg) = fLvg+ gLy,

On dit que c'est un dérivation globale. Récirpoquement, si £ : O (M) — C°°(M) est une dérivation globale,
alors pour chaque x € M I'application L, : f — Lf(x) est une dérivaion ponctuelle. Elle est donc engendrée par
un vecteur de T, M. Toute dérivation globale est donc engendrée par un champ de vecteurs. On prendra garde a la
formule de calcul :

Propriété 8.3. Si V est un champ de vecteurs sur M, et ¢ : M — N est une application différentiable telle que
0.V existe, alors

(Lovf)op=Ly(fop).
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En général, il n'y a pas de maniére canonique de représenter la dérivée seconde %(t) d'une courbe comme un
élément de T',(;) M. Dans le cas ol M est une sous-variété de RP, ceci se manifeste notamment par le fait que ¥(t)
(définie en considérant v comme une courbe de R”) n’appartient pas a T, ;) M.

Il'y a toutefois un cas particulier important dans lequel c'est possible : lorsque 4(¢) = 0.

Dans la suite, on dit qu'une courbe 7 : [0,00) — M est différentiable si il existe une courbe différentiable
% : R — M qui coincide avec v sur [0, 00). La différentielle 4'(0) ne dépend que de ~, on dit que c'est la dérivée a
droite de v, ou tout simplement la dérivée de . On la note 7/ (0) ou %(0). Si ¢ est une appliction différentiable et si
7y :[0,00) — M est différentiable, alors ¢ o 7 est différentiable et (¢ 0 )" (0) = de~ (o) - 7'(0).

Proposition 8.4. Soit y une courbe C? sur M telle que #(0) = 0. Alors la courbe ) : t — ~v(v/t) est C* sur [0, 00).
En notant 4(0) := 21/(0) € T0)M, on a

dg(0) - (0) = (¢ 09)"(0)
pour toute carte locale ¢ : (M,~(0)) — R

< La courbe z(t) := ¢ory est une courbe sur RY telle que (0) = 0. Un développement limité élémentaire montre
alors que z(v/t) = 2t3(0) + o(t). La courbe t — 2(+/t) est donc dérivable a droite en t = 0 de dérivée égale a
2%(0). La courbe t — (t}/2) = ¢~ 0 2(t1/2) est donc dérivable a droite en t = 0, de dérivée (d¢. )~ -5(0). »

On peut aussi faire une preuve directe du fait que la dérivée seconde est bien un vecteur tangent en un temps ou
la dérivée est nulle :

Exercice 8.1. Soit ¢ : (R%,0) — (R?,0) un difféomorphisme et soit y : (R,0) — (R%,0) une courbe C%. Montrer
par un calcul direct que (¢ o v)"(0) = deg - v"(0) si ¥(0) = 0, mais que ce n’est pas le cas en général.

Plus généralement :

Proposition 8.5. Soit f : M — N est une fonction C? telle que df,, = 0. Alors il existe une unique application
bilinéaire symétrique d? f,, de T, M x T,, M dans Ttz0)N telle que, pour toute paramétrisation locale 1) de M en
xo et tout carte locale ¢ de N en f(xg),

d*(po fo)y (v,w) =dpsiry) © > fuy(dibo - v, dibo - ).

< Pour chaque choix de 1) et ¢, la formule ci-dessus détermine une forme bilinéaire symétrique b de T,,, M x T, M
dans Ty(,,)N. Il nous faut montrer que cette forme bilinéaire ne dépend pas du choix de ¢ et ¥». On peut le faire
par un calcul direct (pas si facile, mais instructif), mais nous allons utiliser une autre méthode. Pour tout v € T, M,
on choisit une courbe v telle que v(0) = zp et ¥ = v. On constate alors que la courbe f o v est de dérivée
nulle en 0, et sa dérivée seconde vérifie (f o~y)"(0) = b(v,v). Pour le vérifier, on pose n = 1)~! o ~. L'application
po for): R — RIN est de dérivée nulle en 0, et on a

(pofoy)"(0)=(poforhon)(0)=d*(po foib)o- (1'(0),7'(0))
= d@f(ﬂlo) : b(di/)o : n/(0)7d¢0 ’ 77/(0)) = d@f(ﬂﬂo) ' b(”?”)'

D’autre part, il découle de la proposition 8.4 que

(0o fo)"(0) =dpsay) - (f0)"(0)

ce qui démontre I'égalité (f o v)”(0) = b(v,v). On conclut que b(v,v) est indépendant de ¢ et ¢ pour tout v, et
donc, par polarisation, que la forme bilinéaire symétrique b est indépendante de ¢ et . »

Dans le cas oll M est une sous variété de RP, on a encore une autre interprétation naturelle pour d?f,, : C'est
la restriction a T, M de la forme bilinéaire dzfxo, ol f est n'importe quelle extension C2 de f 3 un voisinage de g
dans RP.

8.2 Crochets de Lie

Soient X et Y deux champs de vecteurs, que nous supposerons complets dans un premier temps, sur la (pré)
variété M.
On veut décrire dans quelle mesure les flots ¢ x et ¢y commutent. On considere, pour chaque x € M, I'application
¢ : R2 — M donnée par
ba(t8) = @} 0 Py 0 93" 0 3! ().

46



[l est immédiat que ¢(t,s) = x si t = 0 ou s = 0, donc Op(0,s) = 0¢p(t,0) = 0 dans T, M. La dérivée seconde
d?¢g est donc bien définie comme application bilinéaire de R? dans 7,,M. De plus, comme ¢,.(0, s) = ¢.(t,0) = z,
les dérvivées partielle 91:¢(0,0) et ds5¢(0,0) sont nulles. On pose

X, Y)() = 8%,6(0,0) |,

de sorte que d2¢,(0,0) - ((us,us), (vs,v:)) = (usvy + us)[X,Y](x). C'est le Crochet de Lie de X et Y. Clest
un champ de vecteurs C° si X et Y le sont. En considérant la courbe 7, (t) := ¢.(t,t), qui a une dérivée nulle
4:(0) =0, on a

(X, Y](z) := 4.(0)/4.

Si n(t) = 6.(VE, V), alors [X,Y]()r/(0)/2.
Propriété 8.6. Soit ) : M — N une application différentiable. Soient X, Y, X.Y des champs de vecteurs sur M
et N tel que X =, X et Y =.Y. Alors,
[X. Y] = ¢ [X,Y].
<« Fixons un point z et considérons la courbe x(t) = ¢(\/t,1/t), de sorte que z/(0) = 2[X,Y](x).

Vi VE Vi o

2(t) = gy oY o vy Vi)

Yx
On a alors

vou(t) =vowy o p¥ 0wy o (@) = oY oo p¥ oy 0 V(@)

Yoyl Vo oY (x) YoplloypzV oY oy(a),

=gyl opy ooV opVi (@) = =pFfoplogy

et, en dérivant (a droite) en t = 0, db, - [X,Y](z) = [X,Y](¢(z)). »
L'exercice suivant montre que le crochet n'est pas toujours nul :

Exercice 8.2. Soit X un champ de vecteurs constant et Y un champ de vecteurs linéaire donné par Y (x) = bx.
Alors [X,Y] est le champ constant égal 3 bX.

Exercice 8.3. Soient X et Y deux champs de vecteurs linéaires sur R?, donnés par X () = ax,Y (z) = bx. Montrer
que [X,Y](x) = (ba — ab)(z).

Exercice 8.4. Soient a et b deux matrices de M, (R). Considérons les champs de vecteurs X et Y sur Gl,(R)
donnés par X (g) = ag, Y(g9) = bg. On a alors o' (g) = exp(ta)g, ¥} (9) = exp(tb)g. Montrer que d;¢4(0,s) =
exp(sb)aexp(—sb)g — ag et donc que [X,Y](g) = (ba — ab)g.

Si G est un sous groupe de Gl,,(R) qui en est aussi une sous variété, alors I'espace tangent g = T1,G C M, (R)
est stable par I'opération a,b — ab — ba.

On obtient une autre interprétation du crochet de Lie en remarquant que
¢y 0Pk 09yt = @lpe ). x
et donc
(bﬂc(ﬁa S) = Solétp:;‘,)*X °© w;(t(x)'
On a alors
0192(0,5) = (¢y )X (z) — X (x)
dont on déduit :

Propriété 8.7.

Exercice 8.5. Montrer la formule



Calculons les crochets de Lie en coordonnées. Soient X et Y des champs de vecteurs de R™, vus comme appli-
cations de R™ dans R™. On dérive par rapport a s, en s = 0, |'expression

(P3) X (@) = d(g3) o0y - X (07" (@).

En remarquant que O,s—od(¢3 )z - X (2) = d(0ss=0%3 )z - X (x) = dY, - X(z), on obtient :
[X,Y](z) =dY, - X(z) —dX, - Y (z)

ce qui s'écrit aussi en coordonnées

aY; 0X;
X — ——
; 3xj J 8$j

(X, Y])i = Yj.

Il est instructif de revenir aux exercices 8.2 et 8.3 avec ces formules. Finalement, on a

Propriété 8.8.

’E[)Qy] :EX O[:y 7£y Oﬁx.‘

Cette propriété caractérise le champ [X, Y], et est souvent donnée comme sa définition.
< Soit ¢ une carte. On remarque d'abord que Lx(f o) = (L4, xf) o . En utilisant cette formule, on obtient

Lixy)(fow)= (Lo xy)f)ow=(Lip.x0.v1f) 0@
et

(LxoLy =Ly oLx)(fop)=((Lp.x0Lpy = Loy oLy x)f) 0.

Il suffit donc de montrer I'égalité dans les cartes, c'est a dire dans R<. On fait le calcul direct

LxoLyf(x)=d(dfs Y () X(x)=d*fr- (Y(2),X(2))+df, 0dY, - X(2)
Ly o Lxf(x)=d(df, - X(2))s-Y(x) = d*fr- (Y(x),X(2)) + dfy 0 dX, - Y(z)
et donc
LxoLlyf(zx)—LyoLxf(x)=dfy - (dYy X(z)—dX, Y(x))=df, [X,Y](z).

Le point remarquable de ce calcul est la simplification des termes de second ordre. »

Il est remarquable que I'opérateur différentiel Lx o Ly — Ly o Lx est une dérivation (a priori, c’est un opérateur
du second ordre). C'est un exercice facile et intéressant de vérifier directement qu'il vérifie la propriété de Leibnitz.
La propriété 8.8 implique :

Propriété 8.9. L'application qui aux champs de vecteurs X etY associe leur crochet de Lie [X,Y] est bilinéaire et
antisymétrique :
[X,Y] = -]V, X].

Elle vérifie de plus I'identité de Jacobi
([X.Y], Z] + [V, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0.

Exercice 8.6. Soit 1)(t) la courbe égale 3 ¢..(\/t,\/t) pourt >0 et a @fo (p;{j o @}‘/jt o w;m(x) pourt < 0.
Montrer que 1 est différentible en t = 0, et que 1'(0) = [X,Y](x).

L'antisymétrie implique notamment que

X Y)(@) = % ((¢%).Y (@)

ds |s:0

d —s
= T (XY (@) = Lx(¥).
Le dernier opérateur est appelé dérivée de Lie de Y par rapport 3 X. L'identité de Jacobi est équivalente a
[[Xa YLZ] = [Xa [Yv Z]] - [Yv [Xa Z“,

elle s'interprete comme la relation

Lixy)=LxoLy —LyoLx

ou cette fois les opérateurs L agissent sur les champs de vecteurs et plus, comme plus haut, sur les fonctions.
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Propriété 8.10. On a la relation [fX,gY] = fg[X, Y] — (Ly flgX + (Lx9g)fY.

Le cas particulier [X,gY] = g[X,Y] 4+ (Xg)Y se réécrit Lx(gY) = gLx(Y) 4+ (Lxg)Y, c'est une regle de
Leibnitz pour I'opérateur Lx. La démonstration est immédiate en utilisant propriété 8.8. Revenons maintenant a la
question de la commutation :

Théoreme 8.11. Soient X et Y des champs de vecteurs tels que le champ [X,Y] est identiquement nul. Alors les
flots de X et de Y commutent. Plus précisément, pour tout x € M, si I et J sont des intervalles contenant O tels
que ¢3 o p' (x) est défini pour tout s € I, t € J alors on a la relation

o 0oy () = @5 0 i (x)

pour tous s € I,t € J (en particulier, le membre de gauche est bien défini). Si X etY sont complets, alors la relation
de commutation est valable pour tous t et s dans R.

Dans le cas complet, ceci implique aussi que (¢3-).X = X pour tout s.
<« |l suffit de démontrer le résultat dans le cas ol I et J sont compacts. Soit U le domaine de définition commun
des flots 3, s € J. C'est un ouvert contenant z. On a (¢3°)+X = X sur U, ceci découle du calcul

FE)X@) = 1 (7)) X @)

= Y, (3 ") X] = [(03 )Y, (93°)« X] = (3°)«[Y; X] = 0.

Les champs (¢3°).X,s € J sont tous définis sur U, et ils y satisfont la relation - ((¢3°). X (z)) = 0, donc

ds
(") X = X.

Considérons la restriction Xy de X a l'ouvert U C M. On conclut que les flots ¢y° o ‘PtXU o 5 et gag(U
de ces champs sont égaux sur le domaine de définition de cp’}(U (qui, a priori, peut étre strictement contenu dans
U Ndome’; ). Il découle de notre hypothése que U contient le segment d'orbite px (I x {z}), et donc que z est dans
le domaine de @Y pour tout ¢t € I. On a donc ¢3° o @l o @3 () = @ () pour tout ¢t € I,s € J, ce qui est le
résultat annoncé. »

L'exercice suivant montre qu'il faut étre un peu prudent dans le cas de champs non complets.

S

Exercice 8.7. Considérons I'application exponentielle e : C — C* et les champs de vecteurs constants X1 = 1 et
Xo =i sur C*.

Montrer qu'il existe des champs Yy et Yo sur C tels que e.Y; = X;. Montrer que [Y1,Ys] = 0.

Notons ¢y et o les flots de Yy et Ya. Montrer que ol o pd(2) # ¢l o pl(2) pour 2 = —3in /4.

On rappelle que tout champ de vecteurs peut étre redressé au voisinage d'un point régulier. En présence de
plusieurs champs de vecteurs, on a :

Théoreme 8.12. Soient X1, ..., X des champs de vecteurs au voisinage de xq dont les valeurs en xo forment une
famille libre. Il existe une carte locale ¢ : (M, xo) — (R%,0) qui redresse simultanément ces champs de vecteurs,
c’est a dire telle que

D X = €

(le champ de vecteur constant égal au i-éme vecteur de base) si et seulement si [X;, X;] = 0 dans un voisinage de
Zo.

<« Supposons que les champs X; peuvent &tre redressés. Alors X; = ¢, 'e;, donc [X;, X;] = ¢, ']ei, e;] = 0.

Réciproquement, soit E C T,,M I'espace vectoriel engendré par les vecteurs X;(xg),1 < i < k. On considére
alors une immersion v : (R¥=% 0) — (M, ) transverse 3 E en 0, c'est a dire telle que I'image de di)y est un
supplémentaire de E dans T, M. Les flots gotXi sont bien définis dans un voisinage de (0, xg) et ils commutent deux
a deux. Soit ¥ : (R* x R, 0) — (M, x0) I'application définie par

\I/(tla"wtk?ay) = Sof)él S O‘Pgék(z/)(y»

On voit facilement que 9,¥y = di)y et que 9, ¥y = X;(0), et on conclut que ¥ est un difffomorphisme local
de M en z(. Ceci est vrai sans hypothése de commutation. On voit directement dans |'expression du flot que
9, ¥y, t) = X1(¥(y,t)), c'est a dire que W,e; = X1, ol ey,...ey est la base canonique de R*. En utilisant la
commutation locale des flots, on observe que

i ti— ti
Uty th,y) = %, 0 0 px, ", 0 pxi 00 % (¥(y)),

49



et donc que 0;, ¥ (y,t) = X;(¥(y,t)), c'est a dire que V,e; = X; pour tout i. L'inverse locale ¢ de W est la carte
locale cherchée. »

Considérons maintenant une champ de sous-espaces E(z) de rang k, c'est a dire la donnée, pour tout x € M,
d'un sous-espace vectoriel E(x) de T,, M. On suppose que ce champ est différentiable, c'est a dire qu'il est représenté
dans une carte par une application différentiable a valeurs dans la Grassmannienne G(k, n). Il est équivalent de dire
que, au voisinage de tout point xg € M, il existe des champs de vecteur différentiables X7, ..., X} tels que les X;(x)
engendrent E(x) pour tout x voisin de zp. Ce champ de sous espaces est dit intégrable au voisinage de z si il existe
une carte dans laquelle il est constant. |l engendre alors un feuilletage, voir la section 6.4.

Théoreme 8.13 (Frobenius). Soit E(x) une champ de sous-espaces différentiable de dimension k. Les propriétés
suivantes sont équivalentes pour un point xo € M :

1. Le champ E(x) est intégrable au voisinage de x.

2. Le champ E(x) est, localement au voisinage de x, engendré par k champs de vecteurs qui commutent deux
a deux.

3. Il existe k champs de vecteurs X1, ..., Xy tangents a E dont les évaluations en xo € M constituent une base
de E(xo), et tels que [ X;, X;] € E au voisinage de x.

4. Si Z et Y sont deux champs de vecteurs tangents a E, alors leur crochet [Z,Y] est aussi tangent 3 E au
voisinage de x.

<« L'équivalence entre 1 et 2 découle du théoréeme 8.12.

Il est évident que 2 implique 3.

Montrons que 3 implique 4. On écrit Y = > 4;X;,Z = >, 2X;, ol y;, 2 sont des fonctions régulieres. Le
crochet [Y, Z] est donc une somme de termes de la forme

i X1, 2, X;5] = v Xi, 2 X)) — 25 (Xj20) X = 92 [ Xo, Xj] + 0:(Xiz) X — 2;(Xj2) X € E.

Montrons finalement que 4 implique 2. On considere pour ceci une submersion v : (M, x9) — (R¥,0) telle que
do| E () €St un isomorphisme. L'application linéaire di, () est alors un isomorphisme pour tout x proche de o,
et on définit les champs de vecteurs

Yi(z) = (ddyp) (es), 1<i<k.

Comme dans la preuve du Théoreme D'Ehresmann (5.15), les champs Y; sont réguliers et vérifient 1, Y; = e;. On a
donc ¢,[Y;, Y] = [ei, e;] =0, c'est a dire que di),, - [Y5,Y;](x) = 0. L'hypothese 4 implique que [Y;,Y;] € E(x) et
donc [Y;,Y;] = 0 puisque di), est injective sur E(x). »

Considérons, sur R3, les champs X; = e;, Xo = €3 + z1e3. On a [X1, X5] = e3. C'est un exemple classique ol
les hypothéses du théoréme de Frobénius ne sont pas satisfaites, le champ de plans E(z) engendré par X; et Xy
n'est pas intégrable.

Dans le cas général d'un champ de sous-espaces de dimension k non nécessairement intégrable, ou plus généralement
d'un espace vectoriel V de champs de vecteurs, le théoreme de I'orbite donne I'existence d'orbites qui sont localement
difféomorphes au produit d'un disque de dimension d et d'un ensemble dénombrable. L'espace tangent H (z) C T,,M
de l'orbite de = contient I'espace E(z) = Vect(V(z)). La structure des orbites implique de plus que le crochet de
deux champs tangents aux orbites est un champ tangent aux orbites. On définit I'algébre de Lie £V engendrée par
V comme le plus petit espace vectoriel de champs de vecteurs contenant V et invariant par crochet de Lie. Plus
explicitement, on note £2V := [V,V)] I'espace des champs de la forme [X,Y], avec X,Y € V. On définit alors
récurrence, LV := [V, L71V], et on a LV = >, L'V. On voit alors par récurrence que

H(z) D LV(x).
On conclut en particulier :

Théoreme 8.14 (Chow). Soit M une variété connexe et V une famille de champs de vecteurs sur M telle que
LY(x) = T, M pour tout x. Alors 'orbite de tout point de M est égale a M, en définissant I'orbite du point xg
comme la réunion des images des courbes passant par x et tangentes au champ de sous-espaces E(x) = Vect V(x)
(qui n'est pas forcément de dimension constante)

<« Nous avons vu que cet énoncé découle du théoreme de I'orbite. Nous en donnons cependant une preuve directe.
Il suffit de démontrer que chaque point est dans I'intérieur de son orbite.
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Pour illustrer la méthode de preuve, commencons par le cas simple ou M est de dimension 3, et ol il existe deux
champs X; et X5 au voisinage de z tels que (X1(xo), X2(x0), [X1, X2](z0)) est une base de T,,, M. On conidére
alors la courbe ~(t) définie par

Vi 1/2 o

1) = ¢t op Vo o VY

AL R )

pourt > 0 et

1(8) = oY o 0y o o1Vt 0 5 Ve (o)

pour t < 0. La courbe + est contenue dans I'orbite de zg, elle est C, et 4/ (0) = [X;, Xa] (o). L'application
(tr,t2,t) — 7' 0 @ 0 (1)

est alors un difféomorphisme local en 0. Son image, qui est contenue dans |'orbite de x, contient donc un voisinage
de xg. Il n'est pas facile d'extrapoler directement sur I'argument ci-dessus pour tenir compte des crochets de Lie
itérés, nous allons plutdt donner un argument indirect inspiré de la preuve du théoreme de I'orbite.

On peut supposer, sans changer les orbites, que les champs de V ont été rendus complets par reparamétrisation.
On considere le groupe G engendré par les flots des éléments de V), puis I'ensemble VW des champs de la forme

On remarque que les flots des éléments de W appartiennent a G.

On définit finalement I'espace H(z) C T, M engendré par W(z) (les évaluations en x des champs de W). Les
difféomorphismes de G préservent H, c'est a dire que H(g(x)) = dg,. - H(x) pour tout g € G.

Soit V' un champ de V et X un champ tangent a H. Le champ (¢!,). X est tangent a8 H pour tout ¢ (car les
difféomorphismes ¢}, € G préservent H) donc sa dérivée [V, X] aussi. On en conclut que les champs de £V sont
tangents a H, et donc, sous les hypothéses du théoreme de Chow, que H(z) = T,,M pour tout x.

Il existe donc des éléments W7, ..., W, de W dons les évaluations en xg forment une base de T, , M. L'application
¢ t
(tl, . 7td) — (pv%/l O++-0 (pV?/d(l‘o)

est un difféomorphisme local en 0, son image, qui est contenue dans |'orbite de z(, est donc un voisinage de . »

Exercice 8.8. Dans le cas analytique, I'inclusion H(x) D LV (x) est une égalité.

Il suffit de démontrer que (). X (z) C LV(x) pour tous X et'Y dans LV (revenir a la preuve du théoréme de
'orbite).

On vérifie pour ceci que la courbe t — (px').Y (z) € T,,M est tangente & LV (x) & tous les ordres en 0. Ses
dérivées successives sont en effet (Lx)*Y .

Soit G un sous groupe de Lie de GI,(R). Soit g I'espace tangent de G en I'identité et soit a une action
différentiable de G sur une variété M. A tout vecteur v € g, on associe le champ de vecteurs sur M défini par
Vu(x) = d4a(Id, z) - v. Rappelons que g est un sous espace vectoriel de I'ensemble des matrices g invariant par le
crochet de Lie [v,w] = vw — wv (produit de matrices). On en conclut que I'ensemble des champs V,, est invariant
par crochet de Lie. Si G est connexe, alors le group a4, g € G est précisément le groupe G engendré par les flots des
champs V,,. On peut donc appliquer directement le théoréme de I'orbite et conclure que les orbites a(G, x) vérifient
sa conclusion pour tout z (avec H(z) = dya(ld, x) - g).

Si G n’est pas connexe, alors on considére la composante G de I'identité dans GG. C'est un sous groupe distingué
de G, qui est aussi une sous-variété. Le quotient G/Gy est discret, donc dénombrable. Chaque G-orbite est donc une
réunion au plus dénombrable de Gq-orbites difféomorphes, elle vérifie donc les conclusions du théoréme de |'orbite
(avec le méme espace tangent H(z) que ci-dessus).

8.3 Formes de Pfaff

Une forme différentielle de degré un, ou forme de Pfaff, sur la variété M est la donnée, pour chaque x € M, d'un
forme linéaire o, sur T, M. On demande de plus que cette forme linéaire dépende régulierement du point z, c'est a
dire par exemple que la fonction x — a, - V() soit différentiable pour tout champ de vecteurs x.

Exercice 8.9. Toute forme de Pfaff o engendre une application linéaire A des champs de vecteurs vers les fonctions,
qui est C*°(M)-linéaire, c'est a dire telle que A(fX) = fA(x). Réciproquement, montrer que tout application
linéaire de I'espace des champs de vecteurs C* vers C*°(M) qui est C*°(M)-linéaire est engendré par une forme
de Pfaff.

51



Pour toute fonction f, on définit la forme o, = df,. Les formes de Pfaff de ce type sont dites exactes. Les formes
localement exactes sont dites fermées.
Si « est une forme de Pfaff sur M et si ¢ : N — M est une application différentiable, alors on définit la forme
YP*a sur N par
(w*a)t = Qy(z) © dipy.

En particulier, si 1) est une paramétrisation locale de M, alors ¥ *« est la représentation locale de . On remarque
que, pour tout champ de vecteurs V sur M, on a

(¥ a) (W'V)=(a-V)ou

c'est a dire qu'on peut calculer -V dans les cartes. Comme ¢*(df) = d(f o), étre exacte ou fermée est invariant
par difféomorphisme.
Les formes de Pfaff s'intégent le long des courbes. Si 7y : [0,1] — M est une courbe C!, on définit fva =

fol oy (py - (t)dt. Pour toute application ), on a fwowa = f,y 1*a. Dans le cas d'une forme exacte, on a f,y df =
F(1(1)) = F(4(0)).

De la méme fagon que le dual (R™)* de I'espace R™ s'identifie a3 R™ on pourrait penser qu'il y a peu de différences
entre les champs de vecteurs et les formes de Pfaff. Mais ce n'est pas le cas. Par exemple, deux champs de vecteurs
sont équivalents en des points non singuliers, mais il n’en est pas de méme des formes de Pfaff : si toutes les formes
de Pfaff étaient localement équivalentes, elles seraient toutes fermées, ce n'est pas le cas.

Exercice 8.10. Montrer que la forme o = z1dxo sur R? n'est pas fermée. En effet, si a« = df, alors O1of = 1 et
021 f = 0, ce qui contredit le théoréme de Schwarz.

A toute forme de Pfaff «, on associe le champ de sous-espaces K(z) = ker .. C'est un champ d'hyperplans si
la forme ne s’annule pas. Réciproquement, tout champ d'hyperplans peut localement &tre représenté comme noyau
d'une forme de Pfaff o non nulle. Si les formes de Pfaff o et 5 ont le méme champ de noyaux, alors il existe une
fonction non nulle f telle que a = ff3.

Propriété 8.15. Soit « une forme de Pfaff non nulle en xy. Le champ de noyaux de « est intégrable si et seulement
si il existe des fonction f et g telles que o = gdf au voisinage de x.

On dit parfois que g est un facteur intégrant de f. Le champ de noyau d'une forme fermée est donc intégrable.

< Si a = gdf, alors df;, est non nul, donc f est la premiére coordonnée d'une carte locale ¢ en xy. La carte ¢
redresse le champ K.

Si le champ K est redressé en le champ constant x; = 0 dans la carte ¢, et si f est la premiére coordonnée de
¢, alors df et o ont le méme noyau, donc il existe une fonction g telle que oo = gdf. »

La thermodynamique classique offre un exemple célebre. On décrit une systeme physique par des quantités
macroscopiques = € R™. On a alors une forme « qui donne les échanges de chaleurs, c'est a dire que si les quantités
macroscopiques x du systéme évoluent au cours du temps (assez lentement pour rester en équilibre) a I'échelle
microscopique) suivant une courbe 7(t), alors I'intégrale fva donne I'échange de chaleur total entre le systeme et
son milieu. Les physiciens notent cette forme Q).

Les évolutions «(t) tangentes au noyau de « sont les transformations adiabatiques. Si le champ de noyaux de
la forme « n’était pas intégrable, il existerait un état xy depuis lequel on pourrait faire évoluer le systeme vers
n'importe quel état x voisin de xg par des transformations adiabatiques. En effet ou bien les hypothéses du théoréeme
de Frobénius sont satisfaites en chaque point, ou bien il existe un point zy et deux champs de vecteurs X et Y
tangents au noyau de « tels que - [X, Y] # 0 en x(, et donc au voisinage de xg. On peut alors appliquer le théoréme
de Chow (qui dans ce cadre est plutét dii a Carathéodory) a un voisinage de .

Le second principe de la thermodynamique affirme que ce n'est pas le cas (sinon, on pourrait trouver une petite
courbe fermée «y au voisinage de zq le long de laquelle le bilan de chaleur f,y « est non-nul). On conclut que le champ
d'hyperplans ker « est intégrable, et que la forme o admet localement un facteur intégrant, c'est a dire qu'il existe
localement des fonctions 1" > 0 et S telles que a = T'dS.

8.4 Complément : fibrés vectoriels

Un fibré vectoriel de rang k£ au dessus de la variété M est la donnée, pour chaque point x de M, d'une espace
vectoriel F'(x) de dimension k. On a alors un espace total E := {(z,v),x € M,v € F(x)} et une projection naturelle
7w : E — M. On suppose de plus qu'est donné un espace vectoriel S de sections de 7 qui vérifie :
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Pour tout zg € M, il existe k sections s1,...,s; dans S et un voisinage U de x( telles que, pour chaque x € U,
les vecteurs s;(x) forment une base de F'(z) et tel que toute section s € S est, sur U, une combinaison linéaire a

coefficients C'° des sections s1, ..., sk. En particulier, S est un module sur C*>°(M), c'est a dire que fs € S pour
toute f € C°(M) et s € S.

On dit que le fibré est trivial sur U si il existe des sections s1,...,s; comme ci-dessus.

L'application

UxRES (z,t) — (2, tisi(x) € 71 (U)

est alors bijective et linéaire dans les fibres, son inverse est appelé une trivialisation locale du fibré.

Il existe une unique structure de pré variété sur E telle que m est une submersion et telle que les sections de S
sont différentiables. Pour tout ouvert U de la base M qui est un ouvert de carte de M et qui est tel que le fibré est
trivial au dessus de U, on a une paramétrisation

V xRF 3 (y,t) — (¢(y)7zti5i(¢(y)))

de 7=1(U), ot V est un ouvert de R? et o1 ¢ : V. — U est un difféomorphismes. Ces paramétrisations forment un
atlas de E.

Exercice 8.11. Soient 7 : E — M et @ : E — M deux fibrés vectoriels de base M. Soit g : E — FE une
application différentiable qui envoie chaque fibre F(x) = 7~ '(x) dans la fibre F(x) = 7~ '(x) par une injection
linéaire. Montrer que g est un plongement de E dans E.

Les plongements de I'exercice sont appelés plongements de fibré vectoriel au dessus de I'identité.

Théoreme 8.16. Tout fibré vectoriel de rang k au dessus de la variété M admet un plongement de fibré vectoriel
au dessus de I'identité & valeurs dans le fibré trivial M x R*+k_Son espace total est une variété différentiable.

On rappelle qu'un sous fibré équivalent a un sous-fibré d'un fibré trivial est dit de type fini. Tout fibré vectoriel
de rang fini au dessus d'une variété est donc de type fini.

Lemme 8.17. Siw: E — M est un sous fibré vectoriel de M x R™ de rang k, alors il existe une application linéaire
L € L(R™, RIM+F) telle que I'application (x,v) — (z,L(v)) est un plongement au dessus de I'identité de E dans
M x Rim+k,

< On suppose que k > 0. Soit SE C M xR"™ I'ensemble des (x,v) € E tels que |v| = 1 (norme Euclidienne dans
R™). C'est une sous variété de E, de dimension dy; +k — 1, car 1 est une valeur réguliére de I'application v — |v]?
sur chaque fibre F'(z) et donc une valeur réguliere de I'application (x,v) — |v|? sur E.

Considérons maintenant I'application g : SE x L(R", R4 +F) s RIM+E définje par

g(z,v, L) =L -wv.

C'est un submersion sur SE x L(R" RI+F) et g=1(0) est donc une sous variété de SE x L(R™ R +F) de
codimension dys + k, c'est 3 dire de dimension strictement inférieure a la dimension de £(R™, R%+#)_Sa projection
sur ce facteur est donc de mesure nulle, et il existe un point L € £L(R", R +F) qui n'est pas dans cette projection.
Pour un tel L, on voit que L|g(,) est injective pour tout z, c'est a dire que I'application (z,v) — (x, L - v) est un
plongement. »

Lemme 8.18. Siw: E — M est un fibré vectoriel et si V est un ouvert relativement compact de M, alors il existe
un plongement au dessus de I'identité de 7=1(V) & valeurs dans V x RIm+k,

< On recouvre V par un nombre fini N d'ouverts V; pour desquels il existe une trivialisation ¢; : 7= 1(U;) —
U; x R*¥. On note h; : 7~ 1(U;) — R* la seconde composante de ¢;. On considere une partition de I'unité f°
subordonnée aux ouverts U;. Les applications H;(x,v) := f*(z)hi(x,v) sont étendues par 0 en dehors de 7=1(U;).
L'application H : E — (R¥)" ayant pour composantes les H; est linéaire et injective dans chaque fibre. En effet,
pour tout = € M, il existe ¢ tel que f;(x) > 0, mais alors I'application H; est injective sur la fibre F(x). On a donc
un plongement z — (m(2), H(z)) de E dans M x R*N. En appliquant le premier lemme, on en déduit I'existence
d’'un plongement linéaire dans les fibres 3 valeurs dan R4 +* de la forme z — (7(2), Lo H(z)). »

Lemme 8.19. Siw: E — M est un fibré vectoriel sur la variété M alors il existe un plongement au dessus de
l'identité de E dans V x Rdm+k,
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< On considére une fonction propre g sur M, les ouverts U; = g~ 1(]i,i+2[) et une partition de I'unité f; adaptée
aux ouverts U;. Pour chaque i, il existe une application linéaire dans les fibres 6; : 771 (U;) — R *F telle que
2z — (m(2),0:(2)) est un plongement. On prolonge 6; par 0 en dehors de 7—1(U;), et on considere les application
© := )", 021, (au plus un des termes de cette somme est non nul pour chaque point) et 6= >k O2k+1. L'application
(@,(:)) : E — R2(m+k) induit une injection linéaire sur chaque fibre. Au vu du premier lemme, il existe donc
L € L(R2(drtk) Rdm+k) telle que L o (O, ©) induit une injection linéaire dans chaque fibre. »

Le fibré tangent T'M d’une variété est le fibré dont les sections sont les champs de vecteurs, le fibré cotangent
T* M est le fibré dont les sections sont les formes de Pfaff.

9 Formes différentielles

9.1 Formes multilinéaires alternées.

Etant donné un espace vectoriel de dimension finie E, on note A*E I'espace des formes k-linéaires alternées sur
E. Il est pratique de définir aussi A°FE = R.

Pour k = 1, A*E est le dual de E. Pour k = dim E, A*E est de dimension 1. En particulier, A*(R¥) est engendré
par le déterminant. Les k-formes non-nulles sur un espace de dimension k sont dites formes volumes.

Si L : E — F est linéaire, alors pour tout k on définit I'application linéaire A*L : A¥F — AFE par

(A*L)a(vy, ..., vp) = a(Avy, ..., Avg).

On la notera L* au lieu de A*L lorsqu’on ne souhaite pas insister sur le degré k. Si l1,...,I; sont des éléments de
E*, on définit
WA Al=L'we A*E

ou L est I'application linéaire de E dans R* dont les formes I; sont les coordonnées, et w est la k forme déterminant
sur R¥. On a

LA A lk(Ul, . ,Uk) = det(Lvl, Ceey L’Uk) = det((li(vj)lgigkylgjgk).

On remarque que |'application
(ll,...,lk) }—>l1/\/\lk

est linéaire et antisymétrique. Son image engendre linéairement A*E. Si 1 < k < d — 1, son image n'est pas égale
a A*E, on appelle décomposables les formes linéaires alternées de la forme I; A --- A lj,. La forme décomposable
I1 A -+ Al est non nulle si et seulement si les formes linéaires I; sont indépendantes dans E*.

Le noyau ker v de la forme « est défini comme I'ensemble des vecteurs v tels que la (k — 1)-forme i, est nulle.

Propriété 9.1. Le noyau d’une k-forme non-nulle o est de dimension au plus d — k. De plus, si ce noyau est de
dimension d — k, alors la forme « est décomposable, et elle est proportionnelle a Il A --- N\l pour toute base
(l1,+++ 1) de I'orthogonal de ker c.

<« Soit F I'espace quotient de E par le noyau de «, et 7 : E — F' la projection. On vérifie facilement qu'il existe
une forme 3 sur F' telle que @ = 7*5. Si « est non nulle, alors 8 est nun nulle ce qui implique que la dimension
de F' est supérieure ou égale a k. Si la dimension de F est égale a k, alors la forme (3 est décomposable, donc la
forme « I'est aussi. Si Iy, ..., [, est une base de I'orthogonal de ker «, alors il existe une base /1,..., ¢, de F”* telle
que l; = m¢;. Comme A*F est de dimension 1, les formes 3 et {1 A - - - A £}, sont proportionnelles, il en est donc de
méme des formes o« = L*B et Iy A+ ANl =L N NL*0, = L*(ly N -+ AN Ly).

Réciproquement, si o est une forme décomposable non nulle, alors il existe une application linéaire sujective
L: E — R* telle que @ = L*w (forme déterminant sur k). On vérifie alors facilement que le noyau de o n'est autre
que le noyau de L, donc de codimension k. »

On verra que toute (d — 1)-forme sur R? est décomposable. On en déduit comme ci-dessus que le noyau d'une
k-forme non décomposable est de codimension au moins k + 2.

Propriété 9.2. Soit ey, ...eq une base de E et soit l; la base duale. Alors les éléments ;, N\---Nl;, i1 <idg--- <k
forment une base de A*E, dans laquelle chaque élémént a € AFE se décompose en

a = Z a(eil,eiz,...,eik)lil/\-~-/\lik.

1<t < <ip

L 'espace vectoriel A¥E est donc de dimension (Z)
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< Pour calculer a(v1, ..., vg), on écrit v; = 3 1;(v;)e; et on décompose alors par multilinéarité

a(vr,...vp) = Z alejy, €jas - - - €5,)jy (V1) -+ 1, (Vi)

J1:J25--:Jk

Z Z (i 1ys s Ciggu Migeny (V1) -~ Lig iy (VE)

i1 <ip<--<ip cES

Z a‘(eiu SR eik) Z S(U)liau) (vl) U lia(k) (vk)

11 <tp < - <ip ceBy,
= E a(eil,...,eik)ll/\~-~/\lk(111,...,vk).
11 <to < - <ip

L'unicité de la décomposition découle facilement de I'observation que, si i1 < ig--- < ig et j1 < jo < --- < jj sont
des suites différentes, alors [;; A--- Al (ej,,...,€5) =0. »

On constate que L*l; A -+ AN L*l, = L*(Iy A -+ Alg) pour l; € E*. Si L est une application linéaire de E
dans E et si dim E = k, alors A¥L est la multiplication par det L, ce que 'on peut reécrire L*a = (det L)a. Plus
généralement, si L : E — F est linéaire, si (e;) est une base de E et (F}) une base de F', alors les coefficients de
AFL dans les bases fj, A--+ A fj, et e;, A Ae;, sont les déterminants des matrices k x k extraites de la matrice
représentant L.

Le k-produit

(BN 50y, lk— ANl € AFE

est caractérisé par la propriété universelle suivante.

Propriété 9.3. L'application M : (A¥E)" — A*(E') qui, a une forme linéaire h sur A*E, associe la forme k-linéaire
sur E'
M) by by s Bo (LA AL

est un isomorphisme.

<« Toute forme linéaire h telle que M(h) = 0 est nulle sur les formes décomposables. Comme les formes
décomposables engendrent linéairement A*E, ceci implique que h = 0. L'application M est donc injective. Comme
les espaces (A*E)’ et A¥(E’) ont méme dimension, c'est un isomorphisme. »

Définition 9.4. |/ existe une unique application bilinéaire, pour k > 0, et 1 > 0,
A*E x A'E 5 (o, ) — a A B € AFTE

telle que
A ANUIANQgpr Ao ANlgr) =LA Algg

pour toutes formes linéaires Iy, ..., lp+;. On 'appelle produit extérieur, il est associatif et vérifie
aAB= (D3 Aa.

Dans le cas k£ = 0, « est un nombre réel et a A B = af.
<« L'existence est une conséquence de la propriété universelle du k-produit. En effet, si on fixe les formes
lkt1,- -, g et k41 vecteurs vy, ..., vgy, alors I'application

Uyl — LA ANl (v1, -0, Vk41)
est une forme k-linéaire antisymétrique sur (E')*. Il existe donc une unique forme linéaire h sur AFE telle que
h(Iy AN ANl) =10 Ao A (v1, 0 V)
pour toutes Iy, ...,l;. Pour tout aw € A*E, I'application
(Ikt1s -+ s lig1) — h(@)

est une forme [-linéaire antisymétrique. On peut donc de la méme facon I'étendre de fagon unique en une forme
linéaire sur A'E (qui dépend des vecteurs vy,...,vg1;). On a ainsi défini une forme bilinéaire antisymétrique
a A B(vy,...,vEy) pour touts vy,...,vp+;. Comme « et B sont des sommes finies de formes décomposables,
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I'application a A 8 est une somme finie d'applications (k + [)-linéaires antisymétriques, elle est donc elle-méme
linéaire et antisymétrique.

La formule de commutation découle de sa validité pour les formes décomposables. Le signe (—1)*! est celui de la
permutation (1,...,k+1)— (k+1,...,k+1,1,...,k). »

La formule suivante étant satisfaite par les formes décomposables, elle I'est par toutes les formes :

L@ A B) = (L*a) A (L*B).

Le produit extérieur A : A*E x A'E — A E peut aussi étre défini par les formules
(a AN 5)(1}1 e Uk+l) = T Z S(O’)Oz(?}a(l), .. vg(k)),@(vg(k+1), R ’Uo—(k+l))

= Y 5(0)aUo)s Vo) BUs(r1)s - - Vo(kt))s
oceQ(k,l)

ol Q(k,l) C Sy est I'ensemble des permutations o telles que o(1) < o(2) < ---o(k) eto(k+1) <o(k+2) <
- < o(k +1); cet ensemble contient un élément dans chaque classe a droite de &) x &;. Pour montrer que
cette formule donne bien le produit extérieur, il suffit de le vérifier pour les formes décomposables. On laisse cette
vérification en exercice.
Etant donné une k-forme alternée o sur E et un vecteur v € E, on définit le produit intérieur i,cc comme la
(k — 1) forme alternée
tpa(v1 .. V1) = (v, 01, ..., V).

Propriété 9.5.
iv(ll VANREIWAN lk) = Z(—l)i+1li(U)ll AN ANy ANl N N

iv(a A B) = (iva) A B+ (=1) a AiyfB.

<« La premiere égalité est le développement du déterminant

li(v)  li(v2) l1(vg)

2(v lg V2 l2 v
(ll/\~~/\lk)(v,v2,...,vk): ( ) ( ) - (k)

lk(v) lk(v2) lk(vk)

par rapport a le premiére colonne. La seconde égalité découle facilement de la premiere. »

L'ensemble des k-formes décomposables est un cone. Pour I'étudier, on considere son image N dans le projectif
G(1, A*E). N est donc I'ensemble des droites vectorielles de A*E dirigées par des formes décomposables non nulles.
On fixe une base et on identifie £ 3 R%. Le groupe orthogonal O(d) agit sur G(1, A*R?) par (O, a) — (O~ 1)*a.
Comme O(d) est compact cette action est propre, ses orbites sont des variétés. La trace N des formes décomposables
sur G(1, A*R?) est une orbite de cette action, c’est donc une variété. Le groupe isotrope des transformations qui
fixent dzy A - -+ Adzxy, est le groupe O(k) x O(d — k) des transformations orthogonales qui fixent R* x {0}. La variété
N est donc difféomorphe a la grassmanienne G(k,d), ou a la Grassmanienne G(d — k, d).

On construit directement une bijection de G(k,d) dans N de la facon suivante : étant donné F' € G(d — k,d)
on prend une base [y, --- ,l; de I'orthogonal de F' dans (R9)* et on associe 3 F la droite vectorielle dirigée forme
I1 A -+ Alg, qui est non-nulle. Cette droite ne dépend pas du choix de la base (mais la forme I3 A -+ Al en
dépend, a un facteur pres). Le passage par |'action du groupe orthogonal ci-dessus permet de montrer sans effort que
I"application que nous venons de définir est bien un difféomorphisme.

L'ensemble des formes décomposables non nulles est donc une sous-variété de A¥E de dimension 1 + k(d — k).
On vérifie que 1 + k(d — k) < (Z) saufsik <louk>d-—1.

Il est évident les que toute les 1-formes sont décomposables.

Il en est de méme des (d — 1)-formes sur R%. Notons en effet w la forme déterminant sur RY. L'application
R 5 v —s jw € ATTIR? est injective, donc au vu des dimensions, c’est un isomophisme. Explicitement, si « est

une (d — 1)-forme, elle s'écrit
a= E a;Bi = iyw,
i
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ol B; est la (d — 1)-forme dxy A --- Adx;_y Adxiiy A--- Adrg, ol v est le vecteur (ay, —as, as,...,(—1)%tay).
En particulier, le vecteur v appartient au noyau de «, qui est donc de dimension 1 =d — (d — 1). On conclut par le
lemme 9.1 que la forme « est décomposable.

Soit E un espace Euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E, 7 la projection orthogonale sur F'. Pour tout k,
I'application 7% : A¥F — AFE est injective, puisque la restriction & F' de m*« est égale 3 «. Elle réalise donc une
bijection entre I'espace AXF' et son image, notée A% (E). L'application F — Ak (E) est différentiable de la variété
G(d, E) des sous-espaces de dimension d dans E 2 valeurs dans la grassmanienne G(b, A*E) avec b = (7).

En effet I'application 7 — 7* est linéaire donc différentiable de £(E,F) dans L(A*E, A*E). L'image de la
grassmanienne G(d, E) C L(FE, E) (rappelons que I'on identifie les sous-espaces aux projections orthogonales sur ces
sous-espaces) est contenue dans I'ouvert £,(A¥E, A*E) des applications linéaires de rang b = (}), et I'application
qui a un élément de L,(A*E, A*E) associe son image est différentiable.

9.2 Formes différentielles

Une k-forme différentielle sur la variété M est la donnée, pour chaque x € M, d'une forme k-linéaire alternée o,
sur T, M. On suppose de plus que «,, dépend régulierement de x, c'est a dire que, étant donnés k champs de vecteurs
différentiables X1, ..., Xy sur M, la fonction & — a; (X7, ..., X) est différentiable. Il est pratique d’assimiler les
fonctions a des O-formes.

Il existe un unique fibré vectoriel A¥(T'M) au dessus de M dont les fibres sont les espaces A*T, M et dont les
sections différentiables sont les formes différentielles de degré k. Les formes de Pfaff sont les formes différentielles de
degré un.

Une k-forme différentielle o engendre donc une application R-multilinéaire alternée sur I'espace des champs de
vecteurs dans C'*° (M ). Réciproquement, une telle application multilinéaire alternée a "vient” d'une forme différentielle
si et seulement si elle vérifie

a(le,Xg, RN ,Xk) = fa(Xl, N ,Xk)

pour toute fonction f de classe C* (la preuve est la méme que pour les formes de Pfaff).
On note A* M I'ensemble des k-formes differentielles sur M. On définit fibre 3 fibre le produit A : AFM x A!M —
Ak—i—lM_

Si ¢ : M — N est une application différentiable et si « est une k-forme sur N, alors on définit la forme ¢*a
sur M par

(p a)s = Ak(d@x)aga(m)
c'est a dire
(@ )z (v, V) = Qpz)(dps - v1, ..., dpg - V).
On voit que (p o ¥)* = 9* o p* et on rappelle que ©*(df) = d(f o ¢) pour toute fonction f. La propriété suivante
découle de I'étude ponctuelle des k-formes linéaires :
Propriété 9.6. o*(a A ) = o*a A p*S.
Une k-forme différentielle est dite décomposable si elle s'écrit gdfi A - -+ A dfy. Si a est décomposable, alors p*«

I'est aussi puisque

" (gdfy A -+ -dfy) = (9" g)(@"df1) A A (@ dfi) = (gop)d(frop) A Ad(fi o).
Toute k-forme différentielle sur R? est de la forme
alz) = Z Ay i (@)dzyy A AN dg,,
i1 <t <--ip

ol dx; désigne la forme linéaire [; de la base duale canonique (qui est aussi la forme df pour f = ;). C'est donc
une somme finie de formes décomposables.

Si « est une forme sur M et si @ est une paramétrisation locale de M au voisinage de xg, alors p*« est une
forme sur R?, c'est donc une somme finie de formes décomposables. On en déduit que o est localement une somme
finie de formes décomposables. En utilisant une partition de I'unité subordonnée a un recouvrement de M par des
disques plongés, on conclut :

Proposition 9.7. Toute k-forme différentielle sur la variété M est une somme localement finie de formes décomposables.

La proprosition suivante sera utile :
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Proposition 9.8. Soi o une forme décomposable non nulle en xo. Considérons deux décompositions o = fdgy N
- Adgy et o = fdg; A --- A dgr au voisinage de . Alors il existe un difféomorphisme local ¢ de R* tel que, au
voisinage de xg,

(91(2), ..., Gr(z)) = d(g1(2), ..., gr(2)).
En conséquence,
(dgi A -+ A dgr). = det (dp(gi(2), - .. gr(2))) (dgr A+ A dg)e-

<« Considérons le champ de sous-espaces de dimension d — k donné par H(x) = ker a,.. Ce champ est intégrable,
ses feuilles locales sont les fibres de la submersion ¢ : M > z +— (g1(z), ... gr(z)) € R¥. Ce sont aussi les fibres de
la submersion 9 : M 3  +— (§1(z),... ge(x)) € R¥. Soit N un petit disque de dimension k transverse 3 H (o). La
restriction 3 N de chacune des submersions 9 et 1& est un difféomorphisme sur son image. L'application ¢ := z/?oz/fl
convient. »

On dit que «a(t),t € R est une famille différentiable de k formes sur M si, pour chaque t € R, «(t) est une
k-forme sur M, et si, pour tous champs de vecteurs différentiables X1,..., X}, la fonction

(t,2) — alt)s - (Xa(z),..., Xg(2))

est différentiable sur R x M. Pour chaque € M, la courbe t — «(t), est donc différentiable sur T, M. On définit

la k-forme linéaire sur T, M
d
ﬁa(t)x =a'(t)s.

Si X1,...,Xj sont des champs de vecteurs, alors

0

o (De(Xa (), Xi(2) =

(Oé(t)x(Xl(l‘), [P ,Xk(l‘))),

c’est une fonction différentiable, donc o/(t) est un k-forme différentiable sur M. Dans RY, les familles différentiables
de k-formes s'écrivent

a(t) = Z iy, (E x)das, A Aday,

1< <ip
et alors 5
o (t) = Z M(t,x)d% A ANdy,

. , ot
11 < <1lp

Sur une variété, toute famille réguliere de k-forme s’écrit donc localement comme une somme finie de familles de la
forme f(t,z)8 ol B est une forme indépendante de ¢.
Etant donné un champ de vecteurs X sur M, on définit |'opérateur £x sur A*M par

d

(£Xa)$ - %\520

((P%) )

On a donc
x(px) a=(pk)"(Lxa) = Lx((¢k) ).

On remarque que, dans le cas ol « est de degré 0, c’est a dire une fonction f, on a (¢%)*f = f o % et |'opérateur
Lx coincide avec celui que nous avons déja défini. On déduit de la propriété 9.6 par bilinéarité que :

Propriété 9.9. Lx(a A B) = (Lxa) AN+ aA (LxP).
Propriété 9.10. Pour toute fonction f ona Lxf =df - X et Lx(df) = d(Lxf).

<« La premiere égalité est claire. Considérons pour montrer la seconde la fonction g(t,z) = f o p!(x). On a

Lx(df)o = Opje=o((¢’x)"(df ) = 0:(029)(0, 2) = 850:9(0,1) = d(Lx f)o. »

Les deux propriétés précédentes caractérisent |'opérateur L.

Propriété 9.11. Soit ¢ : M — N une application différentiable, et X et Y des champs de vecteurs sur M en N
tels que Y = 1, X. Alors ¢*(Ly«a) = Lx (*a) pour toute forme « sur N.

< 3t\t:0((99f}()*¢*04) = 6t\t:0((¢ o w&)*a) = 8t|t:0(('(/) o 803()*04) = at|t:0((§0§f oY)a) = 8t\t:0(¢*(@§/)*a)
= 1/)*(£yoz). >
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Propriété 9.12. Si X et Y sont deux champs de vecteurs, on a les identités
Lixy)=LxLy —LyLx , ixy]=~Lxtly —iyLx.

< On vérifie ces inégalités pour les formes o = fdg, ce qui est un calcul direct. On constate alors que ces relations
sont satisfaites par la forme a A (3 si elles sont satisfaites par les formes « et 3. On conclut par récurrence qu'elles
sont satisfaites par toute forme décomposable, donc par toute forme. »

On montre de la méme facon la relation suivante :

,Cfxw = fLxw+ (Exf)w

Exercice 9.1. Montrer que, si a(t) est une famille différentiable de k-formes sur M, il existe une k-forme & sur R x M
telle que a(t) = Jf &, ol Jy(x) = (t,x). Montrer que o/ (t) = J; L &, ot 7 = (1,0) € Ty oy (Rx M) = TiR x T, M.

Il existe un unique fibré vectoriel au dessus de M, noté AT M, dont la fibre en x est Ak(TzM) et dont les
sections sont les k-formes différentielles. L'application (z, ) — (z, %), ol 7, est la projection orthogonale sur
T, M est un plongement de A*T'M dans le fibré produit M x A¥RP . On a vu que I'application qui, au point z € M,
associe la fibre F(z) = Im (73) C G(b, A*RY) est différentiable.

9.3 Intégration et formule de Stokes sur le cube.

On peut intégrer les d-formes différentielles sur R%. En définissant la d-forme de référence dxy A --- A dxg, on
peut écrire toute d-forme « sous la forme a, = a(x)dxy A --- A dxy. Dans le cas ou « est a support compact, on

définit alors
/a::/ a(z)dz,
R4 R

ou le terme de droite est I'intégrale de la fonction a sur R™ par rapport a la mesure de Lebesgue dx. Plus généralement,
pour tout compact K C RY, et toute forme o définie sur R? (ou sur un voisinage de K), on définit

/Ka::/Ka(a:)d:c.

Cette définition est moins naive qu'il n'y parait au vu de la proposition suivante. On dit que le difféomorphisme ¢ de
R? (ou entre ouverts de R?) préserve |'orientations si det dy > 0 en tout point.

Proposition 9.13. Soit V un ouvert de R?, « une forme différentielle sur V, et K un compact contenu dans V.
Soit p : W — V' un difféomorphisme qui préserve I'orientation, alors

/ @*a:/ a.
1K) K

< En écrivant « sous la forme o, = a(x)dxy A--- Adxg, on a
(p* ), = (detdoy)a(p(xz))dxy A -+ Adag.

On a donc f@_l(K) ra = fw‘l(K) (det dps)a(p(x))dz, et , comme ¢ préserve |'orientation

/ oo = / | det dip, a(ip(z))dz = / a(w)dz,
o=1(K) o=1(K) K

ou la derniere égalité est la formule de changement de variables dans les intégrales multiples. »

Considérons maintenant un espace vectoriel E de dimension d et une d-forme « sur E a support compact. Pour
définir I'intégrale de la forme a, on peut identifier £ 3 R? au moyen d'une base. Toutefois, le signe de I'intégrale
dépend de la base choisie.

On dit que deux bases (eq,...,e,) et (é1,...€,) de E ont méme orientation si la matrice de changement de base
a un déterminant positif, ce qui est équivalent au fait que les d-formes [y A --- Aly et Iy A Aly sont positivement
proportionnelles (I;,1; sont les bases duales).

L'ensemble des bases de E est partitionné en deux classes, qui sont telles que deux bases de la méme classe ont
la méme orientation. Chacune des ces classes est un orientation de E. L'espace E est dit orienté si il est muni d'une
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orientation. Les bases appartenant a I'orientation sont alors dites bases orientées. Il y a une bijection canonique entre
les orientations de F est les composantes connexes de AYE — {0}.

Chaque base de F, ou chaque forme volume de E détermine une orientation de E. On oriente en général |'espace
R? par la base canonique, ou ce qui est équivalent par la d-forme déterminant.

Si E est un espace vectoriel orienté, et si « est une d-forme sur E, alors on définit

/a::/ Qayerttageq) (€15 -y €q)dry - - - dzg.
E R?

Cette intégrale ne dépend pas du choix de la base orientée.

Considérons le cube C' = [0,1]%. Il a 2d faces que nous notons CY = {0} x [0,1]4"!, C} = {1} x [0,1]971,
CY =10,1] x {0} x [0,1]972, etc.. En notant w; la forme dzy A -+ Adx;_y Adxiii A--- Adzg, toute (d — 1)-forme
a s'écrit ), a;(x)w;. On pose

/ a::/ (Jio)*a:/ ai(T1,. .. Ti—1,0,Ti41, .., xq)dry - dxi_1dxigy - - dag
c? [0,1]d~1 [0,1]d~1

ot J! est I'application de R%~! dans R? donnée par (y1,...Ya—1) —> (Y1, Yi—1,t:Yis - - -, Yd)-
/ « ::/ (Jil)*oz:/ ai(z1, ..., xi—1, 1,241, ..., xq)dxy -+ - dax;_1dxig - - dag.
C} [0,1]d—1 [0,1]d—1

Dans les intégrales ci-dessus, nous avons implicitement fait le choix d’orienter la face C? selon la base

(61, sy €i-1,€6441, - ~,€d)~

Ce choix d'orientation ne tient pas compte de la position de Cf en tant que bord du cube [0, 1]%, et on va la modifier
en une orientation plus cohérente géométriquement. Pour les faces C}, le vecteur e; pointe vers I'extérieur du domaine
d'intégration, et on dit qu'une base by,...,bs_1 de I'espace tangent & C} est orientée si la base e;,by,...,b4_1 est
orientée dans R?. C'est donc bien I'orientation ci-dessus pour i impair, et I'orentation opposée pour i pair. Pour les
faces C? au contraire, c'est le vecteur —e; qui point vers I'extérieur du domaine, et on dit qu'une base by, ..., by de
I'espace tangent 3 C} est orientée si la base —e;, by, ...,bs_1 est orientée dans R%. C'est donc I'orientation ci-dessus
pour i pair, et |'orientation opposée pour ¢ impair.
On définit ainsi I'intégrale de « sur le bord de C' par

d
/80@ - Z(il)i /cg ‘T /cl ‘)

=1

Comme

1
ai(xl7 ey Ti—1, 17xi+17 L 7xd) - G/Z‘(.'I:]_, . ')‘/L‘i717oaxi+la L 7xd) = / aiai(xla L) 7xd)dxi7
0

on obtient

d
a= (=) 9ai(x1,. .., xq)dxy - - - drg.
feo= L% o

d
do = Z(fl)”laiai(a:l, cesg) | dxy A Adag
i=1

En notant da la d-forme

on a démontré :
Proposition 9.14. [, o = [ do

La formule est aussi vraie (méme preuve) en remplacant le cube C' par n'importe quel cube z¢+€C, avec la méme
forme da. Ces formules de Stokes sur les cubes déterminent la forme da (car I'intégrale d'une fonction continue sur
tous les cubes xg + €C' détermine cette fonction).

La formule de Stokes sur les cubes implique aussi la formule de Stokes sur le demi-plan H¢ = (—oc0,0] x R4~
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Proposition 9.15. Pour toute (d — 1)-forme « sur R? & support compact, on a

do :/ ! ::/ (I *a
Hd 9H4 Rd—1

Dans cette formule, le bord H? est orienté par la base es,...,eq conformément a la régle générale évoquée
ci-dessus. L'application JY : R4~1 5y — (0,y) € OH? préserve donc I'orientation.
Revenons 2 la définition de la différentielle d : AY~1(R?) — A4(R?). On constate d’'abord que

d
da = Z(’?iai(:cl, [N ,md)dxi AN dl’l VARERIVAN dei,1 A d.’L‘i+1 VARERIVAN dl‘d
i=1

d
:Zdai/\dfbl/\"'/\d"ti,1 /\dl’iJrl/\"'/\d(L'd.
=1

Ce qui, au vu de la linéarité de d, se résume en
d(a;w;) = da; A\ w;.
On montre aussi la formule, pour toute fonction f et (d — 1)-forme « :
d(fa) = fda+df Aa.
On rappelle que toute d — 1-forme sur R? s'écrit o = i xw avec un champ de vecteurs X.

Propriété 9.16.
dlixw) = Lxw =: (div X)w

La seconde égalité est la définition de la divergence div X de X, qui est une fonction sur R

<« |l suffit de le montrer pour les champs de la forme X = f(x)e;. Alors, ixw = f(x)w;, donc d(ixw) = df Aw;.
D'autre part, Lxw = Lye,w = fLe,w + (0if )w = (0;f)w. »

On obtient, si X = 3", Xje,,

div X = Z(’?Xl/é)xz,

ce qui une définition souvent donnée pour la divergence d’un champ de vecteurs sur R¢.
La propriété précédente a été énoncée dans le cas de la forme déterminant w. La relation

d(ixB) = LxpB

est en fait valable pour toute d-forme différentielle 8. En effet, si 8 est une d-forme, elle s'écrit 8 = bw avec une
fonction b. En remarquant que db A w = 0, donc (iydb) Aw = db A ixw, on obtient

dixp = d(bZXW) =dbNixw+bLxw = Lxbw+bLxw = Lx[.
Propriété 9.17. Pour toute application ¢ : R? 5 U — RY et toute forme o sur RY, on a d(p*a) = p*(da).

< En un point ¢ ol dp n'est pas inversible, les deux membres sont nuls. Il suffit donc de considérer le cas ou ¢
est un difféomorphisme. Notons 3 la forme p*w, et Y le champ de vecteurs 71X . On a

d(p*(ixw)) =d(iyB) = Ly B = ¢" (Lxw). »
Propriété 9.18. Pour toutes fonctions f,ga,...,gq, on a
d(fdga A+ ANdgqg) =df Ndga A -+ ANdgq.
< On considere I'application F = (f,g2,...,94), de sorte que @ = fdga A --- Adgqg = F*(x1dxs A -+ Adxg).

On a alors da = F*(dxy A+ Adxg) = df ANdga A --- Ndgg. »
Le théoreme de Stokes se reformule comme théoréme de la divergence :

/ divX = [ (N,X)
C oC
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Dans cette égalité, N désigne le vecteur normal unitaire sortant au bord, et les intégrales sont prises par rapport
aux mesures de lebesgue d dimensionnelles sur C' et (d—1)-dimensionnelle sur les faces. C'est la formule de Stokes sur
C appliquée a la forme a = ixw. Si X = >, X;e;, alors « = Y, a;w; avec a; = (—1)"X;. La normale sortante sur la
face CY est —e;, et c'est e; sur la face C}, on a donc (N, X) = X; = (—1)"*1q; sur C} et (N, X) = —X; = (—1)'q;

sur C?, si bien que
/aca::imy (Lga—/@a) :Xi: (/C?<N,X>+/03<N,X>>.

i=1

Pour finir, rappelons la définition d'un autre opérateur classique, le rotationnnel. Le rotationnel d'un champ de
vecteurs sur R? est un champ de vecteurs sur R®. On utilise a nouveau que le produit intérieur X — ixw est une
bijection entre les champs de vecteurs et les 2-formes. Le champ rot X est caractérisé par la propriété :

d(aX) = Z.rot xXw

ol ax estla 1-forme ax -V = (X, V). Attention, la définition du rotationnel n’est pas invariante par difféomorphismes.

9.4 Différentielle extérieure

On a défini ci-dessus la différentielle extérieure des (d — 1)-formes sur R?. On étend maintenant la différentielle
extérieure a toute k-forme sur une variété M. C'est une famille d'applications linéaires

d: AMM — AFFIM.
Pour &k = 0, d est la différentielle habituelle des fonctions. Pour k > d, d = 0.

Théoreme 9.19. I/ existe une unique famille d’applications linéaires d : A*M — A*tIM telles que
d(fdgi A---Adgx) =df Adgi A--- Adgs
pour toutes fonctions différentiables f, g1, ..., ki. Ces applications sont aussi caractérisées par le fait que
F*(da) = d(F*a)
pour toute application F : RE*Y — M (F*« est une k-forme sur RETY, dont la différentielle a déja été définie).

<« L'unicité est claire. Pour montrer I'existence, on considére une k-forme «, un point zo et k + 1 vecteurs
V1,...,Vk+1 de Ty M. On consideére de plus une application différentiable F' : REHL — M qui envoie 0 sur z( et
telle que dFy - e; = v;, ol e; est la base canonique de R**!. Pour toute écriture de o comme somme de formes
décomposables,
_ ] J
afzfjdgl/\o-w\dgk,

J

Fra=Y (foF)d(gloF)A---Ad(g] o F)
J

donc _ 4 4 _ , 4

d(F @)y, = Zd(fﬂ oF)Ad(gjoF)A---Ad(gj o F) :F*def Ndg] A -+ ANdgi,

J J
et finalement ‘ ‘ ‘
d(F a)o - (e1,...,ext1) = (dej Adg] /\~--/\dgi)x0 (U1, Vpg1)-
J

La forme Zj dfi A dg{ Ao A dgi ne dépend donc que de «, et pas du choix de la décomposition. »
On déduit immédiatement de la définition :

Propriété 9.20. (da), = 0 si « est nulle au voisinage de .
df est la différentielle habituelle de f pour toute fonction f.
dod=0.
d(p*a) = ¢*(da) pour toute application différentiable .
d(a A B) = (da) A B+ (=1)ka A (dB).
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Ces propriétés caractérisent la différentielle extérieure, et sont en général utilisées pour la définir. Elles permettent
de montrer des propriétés de la différentiell extérieure pas récur rence croissante sur le degré.

<« Chacune de ces propriétés est évidente pour I'une des caractérisations de la différentielle extérieure données
dans le théoreme. »

Proposition 9.21 (Formule de Cartan). Pour tout champ de vecteurs X, on a
Lx =doix +ixod.

< On montre en utilisant les formules ix(a A B) =ixaAB+ (=) anixB, dlaAB) =daA B+ (-1)FaAdB
et Lx(aNp)=LxaAB+ aALxp que la relation est satisfaite par la forme a A 3 si elle est satisfaite par les
formes « et 5.

Il suffit donc de la montrer pour les formes a = f et a = df, on |'obtient alors par récurrence pour toute forme
décomposable, donc pour toute forme. Le cas a = f est évident. Dans le cas a = df se raméne a la relation déja
démontrée Lx (df) =d(Lx f). »

On en déduit :

Propriété 9.22. Pour tout champ de vecteurs X ona Lx od=doLx =doix od.

Propriété 9.23. Sia(t) est une famille différentiable de k-formes, alors 0;(da(t)) = d(d:x(t)). On a aussi fg da(t)dt =
d(fg a(t)dt) pour tous S et T.

<« |l suffit de le montrer pour les familles de formes du type «(t) = f(¢,2)5. Pour une telle famille de formes,
Opd(a(t)) = Oy(dy f N B) = O(daf) N B =dy(0cf) N B =d(Ocf NB).

Voici une autre preuve : On considére une forme & sur R x M telle que a(t) = Jf&, ou Ji(z) = (t,x). Alors
o (t) = JF(Lra) (7 est le champ de vecteurs tel que L. f = 9;f pour toute fonction f), I'égalité voulue découle de
la propriété de commutation entre d et L.

Concernant I'intégrale,

T T T T
/Sda(t)dt:/s(aff(ax)ﬁdt:/s é)zfAﬁdt—(/S 8xfdt>/\6

(e ) (0

Proposition 9.24. Si « est une 1-forme, et X et Y des champs de vecteurs, alors
do(X,Y)=Lx(a Y)—Ly(a-X)—a([X,Y]).

Cette formule admet une généralisation pour les formes de degré supérieur, mais elle est un peu plus compliquée.

<« |l suffit une fois encore de vérifier la relation pour les formes décomposables, ce qui est facile »

Supposons que le forme « ne s'annule pas, et soit K(z) le champ de ses noyaux. K (z) est donc, pour tout
x € M, I'nyperplan de T, M sur lequel « s'annule. Si le champ de sous-espaces K (z) est intégrable, alors « est
localement de la forme oo = fdg, avec f localement non nulle, donc da = df A dg s'annule sur K (x) (c'est a dire
que (da)g - (X,Y) = 0 pour tous X et Y dans K(x)).

Réciproquement, si da s'annule sur K, et si X et Y sont des champs de vecteurs localement tangents a K, alors
la formule ci-dessus implique que a([X,Y]) = 0, et donc que [X,Y] est tangent 3 K. Le théoreme de Frobénius
implique alors que K est intégrable.

On a obtenu une nouvelle formulation du théoreme de Frobenius pour les hyperplans; I'extension au cas général
qui suit se démontre de la méme facon.

Théoréeme 9.25. Soit H(x) un champ de sous-espaces différentiable de dimension constante. Le champ H est
intégrable au voisinage de x si et seulement si il vérifie la condition suivante : Pour tout 1-forme « qui s'annule sur
H au voisinage de x, la différentielle da s’annule sur H au voisinage de xg.
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9.5 Formes fermées, formes exactes

La k-forme « est dite exacte si il existe une (k — 1)-forme f3 telle que a = df3. Elle est dite fermée si elle est
localement exacte.

Théoréme 9.26 (Lemme de Poincaré). Sur la boule unité ouverte B, ou de maniére équivalente sur R entier, la
forme o est exacte si et seulement si da = 0.
Sur une variété quelconque , une forme « est fermée si et seulement si da = 0.

Attention, le premier point n'est valable que dans R entier, ou dans certaines variétés particuliere ( voire ci-
dessous), mais pas dans toute variété, ni méme dans tout ouvert de R, Les formes fermées sont en général définies
comme les formes vérfiant da = 0.

<« La seconde affirmation découle de la premiere. Comme dod = 0, toute forme exacte est de différentielle nulle.
Pour démontrer la réciproque, on considere I'application (¢, ) = tz de R x R? dans RY. Comme ¢ = Id et ¢ = 0,
on a a = pja — pja, et le résultat découle du théoréme suivant. »

Théoreme 9.27. Soit p(t,z) : R x M — N une application différentiable, et soit o une forme sur N telle que
do. = 0. Alors la forme o — pio est exacte, ot p(x) = (t,x).

Ce théoreme tres important est lui-méme une conséquence du Lemme suivant, appliqué a la forme & = ¢*a.

Lemme 9.28. Soit & une forme sur R x M vérifiant d&c = 0, et soit «(t) la famille de formes a(t) = J; &, ol
Ji(z) = (t,x). Alors o(t) — au(s) est exacte pour tous s et t.
Plus précisément en définissant, pour toute k-forme & sur R x M, la k-forme K% (&) := fST JEi& dt sur M
(r=209/0t), on a
o(T) — a(S) = dKE (&) + KL (dd).

<« En utilisant la formule de Cartan et la différentiation extérieure sous |'intégrale, on calcule :

T T T
a(T) — a(S) = / o (t) dt = / JrLob dt = / Jripda + Jidizaodt = KE(da) + d(KE(&)). »
S S S

On dit que la variété M est contractible si il existe une homotopie p(t,z) : R x M — M telle que ¢ est
I'identité et (g est constante. Le lemme implique la généralisation suivante du Lemme de Poincaré :

Corollaire 9.29. Si M est contractible, alors toute forme fermée sur M est exacte.
Le complément suivant est aussi trés important :

Théoréme 9.30. Soit w une d-forme & support compact sur R?. Il existe une (d — 1)-forme a support compact (3
telle que w = df si et seulement si fRd w=0.

Contrairement aux énoncés précédents, ce résultat se généralise a toute variété connexe M, comme nous le
montrerons plus tard.

< On montre par récurrence sur d |'énoncé suivant : Pour toute forme w a support dans [—1/2,1/2[¢ et d'intégrale
nulle, il existe une forme « a support dans ] — 1, 1[? telle que dov = w. Le cas d = 1 est facile.

Considérons maintenant d > 2. Au vu du théoreme de Poincaré, il existe une forme « telle que da = w. Cette
forme est loin d'étre unique, on peut ajouter n'importe quelle forme fermée a « et obtenir une nouvelle primitive de
w. On va construire par modifications successives une primitive a support dans ] — 1, 1[%. Revenons a une construction
d’une primitive o;; donnée par les considérations ci-dessus. On considere |'application ¢(t, ) : R x RY — RY définie
par

o(t,x) = pi(x) = (21, ., Ta—1,t24)

et la forme & = ¢*w sur R4+1. La forme & est nulle sur le complémentaire de R x [—1/2,1/2]9"! xR. On a & =0
et o1 = w. La primitive a; := K} (&) de w donnée par le lemme ci-dessus est nulle en dehors de [—1/2,1/2]471 xR.
Appliquons le théoreme de Stokes sur le cube [—1,1]¢. Comme la forme o est nulle sur toutes les faces sauf

{x; = £1}, on obtient
0:/ day :/ af —/ oy
[-1.1]¢ [-1,1]47t [-1,1]4=t

oll o sont les (d — 1)-formes sur R%~! données par af = Fia; avec Fy : R4 5 2 +— (z,+1) € R%
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Considérons une (d — 1)-forme 3 sur R*~! & support dans [—1/2,1/2]97! et telle que [y, /3 = 1 (on prend
B =0b(z1,...24-1)dz1 A+ Adag_1, avec [b=1). Soit 7 la projection de R? sur R%~! oubliant le dernier facteur.
On pose g = a1 — an™f3, avec a = f[fl,l]d—l af = f[7171]d_1 o] . La forme ay est une primitive de w, elle est a
support dans [—1/2,1/2]% x R, et elle vérifie

/ af =0= / Qg .
J[=1,1]4-1 [—1,1]4-1

L'hypothese de récurrence donne I'existence de (d — 2)-formes x* sur R?~! vérifiant dy* = a2i et supportées
dans ] — 1,1[?~1. Soit f une fonction réelle C> égale a 1 sur [2/3,00) et & 0 sur (—oc, 1/3]. On considere la forme

ag = ag —d(f(za)m* X" + f(—za)m*x7).

C'est une primitive de w, qui est supportée dans | — 1,1[%" ! xR et telle que les formes agi sont nulles.

On considere finalement I'application 1 : R? 3 (z1,...,74) = (71,...,24-1,9(z4)) € R ol g : R — [~1,1]
est une fonction différentiable égale a I'identité sur [—2/3,2/3], & —1 sur (—oo,—3/4], et a 1 sur [3/4,00). On
pose ay := ©¥*ag. On constate alors que day = ¥*d(a3) = ¥*w = w. De plus a4 est, comme a3, a support dans
] — 1,1[*"1xR. Finalement, sur {4 > 3/4}; ay = 7" af = 0 et, sur {zq < —3/4}, oy = 7" a3 = 0. La forme ay
est donc a support dans | — 1, 1[4 »

9.6 Orientation et intégration

Le bon comportement par changement de variables de I'intégrale des formes différentielles sur R? (proposition
9.13) permet d'envisager une extension de I'intégrale aux variétés. Comme sur les espaces vectoriel, il y a toutefois
un probleme d’orientation.

Une orientation d'une variété M est la donnée, pour chaque = € M, d'une orientation de I'espace vectoriel T, M.
On demande de plus que cette orientation de T, M dépende régulierement de x c'est a dire que, si Vi,...,V; sont
des champs de vecteurs (différentiables) dont les évaluations en un point a forment une base orientée de T, M, alors
il existe un voisinage de x en chaque point y duquel les vecteurs V4 (y), . .., Va(y) forment une base orientée de T, M.
De maniére équivalente, si o est une carte en = pour laquelle dy, : T, M — R< est orientée, alors dy, est orientée
pour tout y dans un voisinage de .

Toute forme volume w (c'est a dire toute d-forme ne s'annulant pas) définit une orientation de M : la base
v1,...,0q de T, M est orientée si wy - (v1,...,v4) > 0. Cette orientation dépend continument du point car la
fonction w(V4, ..., Vy) est différentiable (donc continue) si V; sont des champs de vecteurs différentiables.

Réciproquement :

Proposition 9.31. Si M est orientée, il existe sur M une forme volume compatible avec I'orientation de M c’est a
dire une d-forme w telle que w,, - (v1,...,vq4) > 0 pour toute base orientée vy, ...,vq de T, M.

<« Considerons un recouvrement de M par des ouverts de carte U; difféomorphes 3 R?. Sur chacun de ces ouverts,
il existe une forme volume orientée w; (ou prend la préimage de la forme déterminant, ou son opposé). On considére
aussi une partition de 'unité f; localement finie subordonnée au recouvrement U;. La forme f;w; se prolonge par 0
en une forme sur M. La somme )", fiw; est localement finie, et définit une d-forme w. Pour tout x € M et toute
base orientée vy, ...,vq de T, M, on a wy - (vi,...,vq) = >, fi(x)(wi)z - (v1,...,vq). Dans cette somme, tous les
termes sont nuls sauf un nombre fini d'entre eux (et au moins un) qui sont strictement positifs. La forme w,, est donc
non-nulle est orientée. »

On dit qu'une variété est orientable si elle admet une orientation. C'est équivalent a I'existence d’'une forme
volume (c'est a dire d'une d-forme ne s'annulant pas), et c'est donc aussi équivalent a la trivialité du fibré vectoriel
AYTM (qui est de rang 1). Une variété orientable connexe admet exactement deux orientations, car la donnée de
deux orientations détermines un signe localement constant et donc constant.

Propriété 9.32. La sphére S¢ est orientable pour tout d, I'espace projectif RP? = S¢/4Id est orientable si et
seulement si d est impair.

< On obtient une orientation de 7,5 en choisissant les bases vy, ..., v, telles que =, v1,...,vy est une base
orientée de R?*! (c'est I'orientation de la spheére en tant que bord de la boule).

L'application —Id préserve cette orientation de la sphére si et seulement si d est impair. En effet, |'orientation de
—x,—v1,...,—vq est (—=1)4T1. On conclut avec le lemme ci-dessous. »
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Lemme 9.33. Soit m : M — N un difféomorphisme local, et soit ¢ un difféomorphisme de M tel que o ¢ = 7.
Si N est orientable, alors M [I'est aussi. Si de plus M est connexe, alors ¢ préserve I'orientation.

< Soit w une forme volume sur N. Alors 7*w est une forme volume sur M, qui est donc orientable. De plus,
©*(m*w) = (m o ¢)*w = m*w donc ¢ préserve la forme volume 7*w sur M, et donc I'orientation. »

Les variétés non orientables admettent un revétement a deux feuillets orientable, dont voici une construction.
Soit AT M le fibré vectoriel de rang un au-dessus de M dont les d-formes sont les sections. On peut le considérer
comme un sous-fibré de M x R+ Son intersection M avec M x S< est une variété de dimension d, qui est telle
que la projection 7 : M —> M est un revétement 3 deux feuillets. La symétrie o : (z,v) —> (x, —v) préserve M et
sa restriction est un difféomorphisme o tel que Too =7 et o oo = Id.

Proposition 9.34. La variété M est orientable. Si M est connexe, alors M est connexe si et seulement si M est
non orientable.

On appelle M le revétement des orientations.
<« Tout point & de M est de la forme (,w) ol w est une d-forme non-nulle sur T, M. On définit une forme
volume « sur M par
U(aw) 1= ATy ).

La variété M étant munie d'une forme volume, elle est orientable. De plus, la symétrie o inverse I'orientation de M
que nous venons de définir. En effet

(0" a)(zw) = dUZ‘m’w)a(w’_w) = dUZE,w)dﬂFm,—w)(*w) = —d(T 0 0)(z,0)W = —Qz,0)-

Si M est connexe, le lemme ci-dessus implique que M n'est pas orientable. Si M est connexe, mais pas M, alors
M est la réunion de deux composantes connexes en restriction de chacune desquelles 7 est un difféomorphisme.
En particulier, la projection m admet une section globale, qui est une forme volume sur M. La variété M est alors
orientable. »

Soit « une d-forme sur la variété orientée M supportée dans un compact d'un domaine de carte orientée. On

définit I'intégrale
/a::/ ora
M Rd

oll ¢ : RY — M est n'importe quel plongement orienté dont I'image contient le support de a. La proposition
9.13 implique que cette valeur ne dépend pas du choix de . En effet, si ¢ est un autre plongement orienté, alors
Pra= (¢ oh)*(p*a), et ¢~ o9 préserve |'orientation, donc [Y*a = [¢*a.

Soit AYM I'espace des d formes & support compact sur M.

Définition 9.35. L'intégrale o — [, v est I'unique forme linéaire sur A2M telle que [,, a = [o. ©*a lorsque ¢
est un difféomorphisme orienté de R% dans un ouvert de M et o une d-forme supportée dans I'image de .

Pour toute partie compacte K de M, l'intégrale ow — | @ est l'unique forme linéaire sur A?M telle que
Jea = f(p,l(K) @*a lorsque ¢ est un difféomorphisme orienté de R? dans un ouvert de M et o une d-forme
supportée dans I'image de .

Pour calculer fK «, on recouvre le compact K par un nombre fini d’'images U; de paramétrisations orientées
@; - RY — M, on choisit une partition de I'unité f; de M subordonnée au recouvrement (U;, M — K) de M, et on

pose
/Ka ) zz:/so;l(m #ilfie) = Z/Kfa

Si (g;) est une autre partition de I'unité subordonnée a un recouvrement par ouverts de cartes, alors

%:Agja:;/Kfigja:;/Kfia,

c'est a dire que la somme est indépendante de la partition de |'unité choisie.

Propriété 9.36. Soit ¢ : M — N un difféomorphisme préservant I'orientation, soit K un compact de N, et soit «
une d-forme sur N. On a
/ o a = / o
oK) K
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<« |l suffit de montrer la formule pour les formes « supportées dans I'image d'une paramétrisation orientée .
Dans ce cas, la forme ¢*« est supportée dans I'image de la paramétrisation orientée ¢~ o ¢, et on a

[ e ] Greorsas [ sas[an
¢~ 1(K) (¢=Top) "1 (e~ (K) e 1K) K

9.7 Domaines a bord et formule de Stokes
On note H le demi plan (—oo, 0] x R4~ ¢ R% et 9H? son bord {0} x R%~!, et H son intérieur (—oo, O[xR*1.

Définition 9.37. Soit N une variété. On dit que M C N est un domaine a bord si c’est un fermé de N qui est
I"adhérence de son intérieur OM et dont le bord topologique OM est une sous-variété.

Si le bord n'est pas vide (c'est a dire que M # N), son complémentaire est la réunions de deux ouverts disjoints
M et N — M, ce complémentaire n’est donc pas connexe ce qui implique que OM est de codimension un.

Proposition 9.38. Soit M un domaine a bord, et x € OM. Il existe un redressement a bord de M en x, c’est a dire
un voisinage ouvert U de x dans N et un difféomorphisme ¢ : (U, x) — (R,0) tel que $(U N M) = H?.

<« Considérons un redressement ¢ de M en z, c'est a dire une difféomorphisme ¢ : U — R? qui envoie z € U
sur 0 et OM sur {0} x R*"!. Les ouverts ¢(U N M) et ¢(U N (N — M)) partitionnent R — ({0} x R4~!). L'un de
ces ouverts est donc H?, 'autre R? — H?. Si ¢(U N M) = H?, I'énoncé est démontré. Sinon, on remplace ¢ par
so ¢, ou s est le difffomorphisme (z1,za,...,24) — (—x1,Ta,...,24). »

On obtient donc une variante de la définition : Le fermé M C N est un domaine a bord si et seulement si, pour
tout x € M — M, il existe un voisinage ouvert U de = dans N et une carte ¢ : U — R telle que ¢(x) = 0 et
d(UNM)=o¢U)NHL

Pour chaque = € M, I'espace tangent T,,(OM) C T, N est un hyperplan. Son complémentaire T, N — T,.(OM)
a deux composantes connexes. Le vecteur v € T, (OM) est dit sortant si il existe une carte a bord ¢ en x telle que
déy -v & H?. |l est dit entrant si —v est sortant. Si v est sortant, alors pour toute courbe 7(t) : R — M vérifiant
~v(0) = x et v/ (0) = v, il existe € > 0 tel que y([—¢,0]) C M et v(]0,¢) ¢ M. En particulier, un vecteur ne peut pas
étre a la fois entrant et sortant. On obtient donc une décomposition de |'espace T, N en trois parties disjointes : les
vecteurs sortants, les vecteurs entrants, et les vecteurs tangents au bord. Pour toute carte a bord ¢ en z, d¢, envoie
ces 3 parties, respectivement, sur R? — H2 Ifld, OHY.

Proposition 9.39. M C N est un domaine a bord fermé si et seulement si il existe une fonction différentiable
f : N — R dont 0 est une valeur réguliére et telle que M = {f < 0}. Le bord de M est alors la sous-variété
{f = 0}. Les vecteurs sortants de M en x € OM sont ceux qui satisfont df, - v > 0.

<« Soit M C N un domaine a bord fermé. Si x est un point de 9M, il existe un voisinage ouvert de U, de x et
un difféomorphisme ¢, : U, — R? tel que U, N M = {y € U, : ¢.(y) € H?}. Notons z, la premiere composante
de ¢. On considere le recouvrement de N par les ouverts U,, |'ouvert M et I'ouvert N — M. On considére une
partition de I'unité localement finie subordonnée a ce recouvrement. Elle est constituée d'une fonction h; supportée
dans M, d'une fonction h. supportée dans N — M, et d'une suite g de fonctions dont chacune est supportée dans
un ouvert Uy, . Sur chacun des ouverts Uy, , on considere la fonction y — fiz,, que I'on prolonge en une fonction
différentiable sur N nulle en dehors de U,, . La fonction f = h. — h; + Zk fr2a, est différentiable comme somme
localement finie de fonctions différentiables, elle est négative ou nulle sur M et strictement positive hors de M.
Vérifions finalement que 0 est une valeur réguliere de f, c'est a dire que les points de M sont des points réguliers
de f. Soit z un point de OM et v un vecteur sortant de M en . Alors (dz,, ), - v > 0 pour chaque k pour lequel le
domaine de z,, contient z. On conclut que df, - v =, frdzy, - v est une somme de termes positifs, dont I'un au
moins est strictement positif. On a donc df, - v > 0, donc df, # 0.

Réciproquement, soit f : N — R une fonction dont 0 est un niveau critique. L'ensemble {f < 0} est ouvert et
il est dense dans {f < 0} et I'ensemble {f = 0} est une sous-variété de codimension 1. »

Proposition 9.40. Si M C N est un domaine a bord, il existe un champ de vecteurs V' sur N qui est sortant (c'est
a dire que V (x) est sortant pour tout x € OM ) et complet.

< On construit un champ sortant par un argument de partitions de I'unité similaire a la preuve précédente (une
autre facon est de prendre la gradient de la fonction f ci-dessus relativement a une métrique Riemannienne). On
rend le champ de vecteurs complet en le multipliant par une fonction positive. »

Pour ¢t > 0, I'ouvert ¢!, (M) C N contient M. On peut donc toujours prendre un variété ambiante IV difféomorphe
a M.
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On dit que M est orientable si son intérieur I'est. Dans ce cas, M admet dans N un voisinage ouvert orientable,
et on peut donc supposer que N est orientable. Plus précisément :

Proposition 9.41. S/ M est orientable, il existe un voisinage orientable U de M dans N qui est difféomorphe a M
et qui a la propriété que toute orientation de M s'étend de maniére unique en une orientation de U.

<« On prend U = @%/(M) pour un champ sortant V. Si w est une forme volume sur M, alors w' := (") w est
une forme volume sur goﬁ,(M) pour tout ¢ > 0. Pour z € M, la d-forme linéaire wt
elle dépend continument de ¢, donc elle reste positivement proportionnelle 3 w,.. La restriction a M de w! détermine
donc la méme orientation que w.

Réciproquement, soit o une autre forme sur U dont la restriction a M est orientée. Pour tout ¢, la restriction de
(ol )*a & M est orientée. Les formes w, v et (o}, )*a déterminent donc la méme orientation sur M. En particulier,
(¢} )*a = fw avec une fonction f strictement positive, donc o = (f o go;l)wl, donc o et w! déterminent la méme
orientation de U. »

En particulier, I'orientation de M se prolonge par continuité en une unique orientation de T, M pour z € OM.
L'unicité d'un tel prolongement est claire, son existence découle de la proposition ci-dessus.

L'orientation de M détermine une orientation de OM définie de la facon suivante : Soit w une forme volume sur
un voisinage U de M compatible avec |'orientation de M, et soit V' un champ de vecteurs sortant, alors la restriction
a OM de iyw est une forme volume sur OM, qui détermine son orientation.

Si x € OM et (ve,...,vq) est une base de T,(OM), alors (iyvw),(ve,...,vq) = wz(V(x),v2,...,v4) # 0

est non-nulle pour tout t, et

car (V(x),va,...,vq) est une base de T, M. Ceci montre que la restriction a OM de iyw est bien une forme
volume. De plus, (va,...,vq) est une base orientée de T, (OM) pour I'orientation définie par iy w si et seulement si
(V(z),vs,...,vq) est une base orientée de T, M. L'orientation ainsi déterminée ne dépend donc pas du choix de la

forme volume w (compatible avec |'orientation de M). Elle ne dépend pas non plus du choix du champ sortant V. En
effet, si v est un vecteur sortant en T, M et si (vs,...vq) est un base de T,,(OM), alors (v, v, ...v4) est une base
de T, M. Comme I'ensemble des vecteurs sortants est connexe, |'orientation de cette base ne dépend pas du vecteur
sortant v. On peut donc caractériser |'orientation sur T,,(OM) de la fagon suivante :

La base (vs,...,vq) de T,,(OM) est orientée si et seulement si (v, vs,...,v4) est une base orientée de T,, M pour
tout vecteur sortant v.

On remarque que l'orientation de H donnée par le prinicpe ci-dessus est bien celle déterminée par la forme
dzo A -+ - A dzg, autrement dit pas la base (ea,...,eq).

Propriété 9.42. Si ¢ : R — U C N est un difféomorphisme orienté et un redressement & bord de M (c'est a dire
que ¢(HY) =U N M), alors Plome est une carte orientée du bord OM.

<« Soit y € OH? et soit (eq, ..., eq) la base canonique de RZ. Alors e; est un vecteur sortant de H% et (ea, ..., eq)
est une base orientée de T),(0H?) = {0} x R?~L. Posons v; = d¢; -e;. Le vecteur v est sortant pour M en x = ¢(y),
et les vecteurs (van ..., vg) sont tangents au bord. Comme ¢ préserve |'orientation, (v1,...v4) est une base orientée

de T, M. Donc (vz,...,vq) est une base orientée de T,,(OM), c'est a dire que d(d|ppa)y : Ty(OH?) — To(OM)
préserve |'orientation. »

Théoréme 9.43 (Stokes). Soit M C N un domaine 3 bord orienté et o une (d—1)-forme sur N telle que supp(a) M

est compact. Alors
/ a= / do
oM M

si OM est muni de |'orientation induite de celle de M .

<« Commencons par le cas particulier M = R?. Dans ce cas, il n'y a pas de bord et I'énoncé est fM doa = 0 pour
toute (d —1)-forme « a support compact. Ceci découle de la formule de Stokes appliqué sur un grand cube contenant
le support de a.

On rappelle aussi la formule de stokes sur le demi-plan, qui découle de celle sur le cube sous la condition que

supp(a) N H? est compact :
/ (Jf)*a:/ a:/ do
Rd-1 oHd Ha

ot JY i (wa,...24) — (0,22,...,24) est la paramétrisation naturelle (et orientée) de OH.

Venons-en au cas général. Quitte a remplacer N par un voisinage de M, on peut la supposer orientée, et munie
d'une orientation compatible avec celle de M. On note K le compact supp («) N M. On considére une recouvrement
fini U; de K par des images de paramétrisations orientées ¢; : R — N dont chacun est de I'un des types suivants :
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Ou bien U; est contenu dans l'intérieur de M, ou bien ¢; est un redressement a bord c’est a dire que U;NM = gblv(Hd).
On considere une partition de I'unité (f;, g) de N subordonnée au recouvrement ouvert de N constitué des ouverts
U; et du complémentaire de K (chaque fonction f; est donc supportée dans U;, et g est nulle au voisinage de K).
Onaa=), fia+ ga, et il suffit de montrer la formule de Stokes pour chacune des formes f;a et pour go. Elle

est claire pour ga, les deux termes de I'égalité a montrer étant nuls. Pour les i tels que U; C M, on a

aMfiazoz/Rd ¢Z‘(fz-a)=/Ui fa= [ fa

en appliquant la formule de Stokes sur R?  la forme ¢}a. Pour les i tels que ¢; est un redressement & bord, on a :

[ - /U e[ i) = /H 6i(fi0) = /Mm fa= [ fa»

9.8 Une application

Proposition 9.44. Si M C N est un domaine a bord, il n'existe pas d’application différentiable f : N — OM telle
que flom = id.

< Suppoons qu'une telle application f existe, et considérons une (d — 1)-forme w sur 9M d'intégrale non nulle.
On obtient une telle forme en prenant la préimage par une carte de la (d — 1)-forme « = fdxy A -+ Adxg_q sur
R?1 ol f est une fonction positive a support compact. Soit j : 9M — N l'inclusion, on a f o j = j, si bien que
J*w = f*j*w. On remarque aussi que dw = 0 sur M, et donc que d(f*w) = f*dw = 0. Le théoreme de Stokes

implique :
/ w= f*w:/ d(f*w) =0,
oM oM M

ce qui est une contradiction. »
Théoréme 9.45 (Brouwer). Toute application continue ¢ : B4 — B® admet un point fixe.

< Supposons qu'il existe une application ¢ : B¢ — B? sans point fixe. Par compacité la distance d(z, ¢(x)) est
minorée sur B?. En multipliant ¢ par un coéfficient A < 1 proche de 1, on obtient une application continue

g: B41) — B(1 - 5¢)
sans point fixe, avec € > 0. Par régularisation, on obtient alors une application
h:BY1—¢) — BY1 — 4e)

de classe C™° sans point fixe. Pour tout point z € BY(1 —¢), la demi-droite issue de /() et passant par z intersecte
la sphere S?=1(1 — 2¢) en un seul point, que I'on note f(x). L'application

fiBY1—e) — STH1 = 2¢)

est de classe C™ et elle fixe S?~1(1 — 2¢), ce qui contredit la proposition ci-dessus. »
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