Le théoréeme de Kolmogorov

Mémoire de premiére année
Yusuke KAWAMOTO et Hector PELLETIER
Supervision Pr. Patrick BERNARD

Juin 2017

Résumé

Le théoréeme de Kolmogorov, énoncé en 1954, garantit la préservation de tores inva-
riants lors d’une petite perturbation d’une équation hamiltonienne. Nous développons ici
une preuve donnée par J. Féjoz, qui se veut proche de celle de Kolmogorov, dans le but
d’en faciliter ’accés a un lecteur non familier avec le théoréme.

1 Enoncé et preuve du théoréme

1.1 Equations de Hamilton, transformations symplectiques

Les équations gouvernant I’évolution dans le temps d’un systéme mécanique soumis a des
forces conservatives peuvent étre mises sous la forme d’une équation hamiltonienne. Une telle

équation est la, donnée :
— D’un espace de phase £ = U x V, avec U C R™ ou parfois U C T, et V C R". On

notera ses élements X = (q,p).
— D’une fonction H : E — R, dite hamiltonien du systéme.
On associe alors & H le champ de vecteurs :

Que 'on peut noter sous la forme plus compacte :
- ‘ 0 I
X =J-(VH(X))", avec J = I 0

Supposons que 'on effectue le changement de variables Y = ¢(X), avec ¢ un difféomor-
phisme, et qu'on pose K(Y) = H(¢~*(Y)). Si l'on veut que Y respecte encore I’équation de



hamilton, il faut que ¢ vérifie :

Y =J (VK(Y))
(09(X)) - X = J - (VH(X) - (99~ (Y)))"
(09(X)) - J - (VH(X))' = J - (9~ (Y)))" - (VH(X))"
(0p(X)) - J = J - (99~ (Y)))"
(0p(X)) - J - (00(X))) = J

Ainsi, si un difféomorphisme vérifie la condition (9¢) - J - (9¢)! = J, on dira qu'il est symplec-
tique (on parlera également de symplectomorphisme). La composition de deux morphismes
symplectiques est un morphisme symplectique. On peut remarquer qu’'une fonction différen-
tiable vérifiant la condition sur un ouvert est, quitte a restreindre les domaines de départ et
d’arrivée, un morphisme symplectique (c’est une conséquence du théoréme d’inversion locale).
Ainsi, si la limite d’une suite de morphismes symplectiques existe et est dérivable, cette limite

est une transformation symplectique (quitte la encore a restreindre les domaines.)

Nous pouvons donner quelques exemples de morphismes symplectiques de T" x R™ dans

lui-méme :
— La premiére famille de morphismes est composée des transformation de forme :

L(0,7) = (0(0),7 - (0p(0))~1) Le produit dans le membre de droite est imposé par la
condition de symplecticité. Les éléments de cette famille permettent de rectifier une

trajectoire sur le tore & l'origine.
— La seconde famille est composée des transormations T'(0,7) = (6,r + p(6)) avec

p(0) = R+5'(0), on R est une constante et S une fonction du tore dans R. La condition

sur p est la encore liée a la symplecticité :
<0 1) <1 0)t (0 1) (1 o)
=\9 : “\ 9
-1 0 5 1 -1 0 75 1
2] le]
- 0 1) _ 7 (8—5)1‘/ 1
-1 0 -1 0

dp _ (0Op t
@89_<80)

La matrice de p doit donc étre symmétrique, ainsi pdf est une 1-forme fermée sur T, et
p peut s’écrire comme la dérivée d’une fonction du tore, plus ou moins une constante.
De telles transformations permettent de ramener & ’origine un tore qui se serait déplacé

le long de 7.

— GO,r) = LoT(0,r) = (p(8), (r + p(0)) - (0p(8))~1) est symplectique par composi-
tion. C’est cette famille de morphismes que nous employons dans la démonstration du

théoréme de Kolmogorov.

Enfin, on notera que si X est localement le champ de vecteurs d’'une équation hamiltonienne,
alors son flot & un temps t quelconque ¢ est un morphisme symplectique (On pourra trouver

une démonstration dans [4]).



1.2 Le théoréme de Kolmogorov

On note T™ = R™/Z™ le tore & n dimensions. L’espace des phases que 'on va considérer
sera un voisinage de Ty = T™ x 0. On notera un élément de 1’espace des phases (6,r) avec
0 € T™ et r € R™ dans un voisinage de 0. On pose H ’espace des hamiltoniens analytiques au
voisinage de Tj.

Supposons

KeKY={KecH et KO, r)=c+a-r+0(?)}
Les solutions & I’équation hamiltonienne sur Ty sont alors :
(07 T)(t) = (90 +ao-r, O)

On dit que Tp est un tore invariant de K, et les solutions sont dites quasipériodiques : S’il
existe kK € Q" tel que k-« = 0, alors la solution est périodique; dans le cas contraire elle
n’est pas périodique mais la trajectoire remplit le tore de facon dense. Dans tous les cas, la
trajectoire reste confinée & Tjp.

Les trajectoires quasipériodiques sont des solutions simples & ’équation de hamilton, et
apparaissent par exemple pour les hamiltoniens ne dépendant que de r. Cependant, la plupart
des hamiltoniens ne sont pas aussi sympathiques, et on ne peut en trouver une solution expli-
cite par intégration. Il serait cependant appréciable qu'une solution quasipériodique comme
ci-dessus soit préservée lors d’une petite perturbation du hamiltonien K. Le théoréme sui-
vant, énoncé par Kolmogorov en 1954 dans [1], apporte une réponse positive sous certaines
conditions.

On suppose a présent « diophantien ("fortement non résonnant"), c’est a dire qu’il existe
des constantes v, 7 > 0 telles que

Vk € Z\{0}, a k> |1:\T (1)

Et on prend
K° GICO‘:co+a'r+rt'Qo(9)'7’+O(T3)

Avec pour condition supplémentaire que la matrice formée de la moyenne des coefficients de
Qo soit inversible :

det ( Q0(0)d0) #0 (2)
’I[‘n
On a alors :

Kolmogorov (1954) . Pour tout H € H suffisament proche de K9 il existe G un chan-
gement de variables symplectique proche de I’identité tel que dans un voisinage de G~1(Tp),
H =K o@G, avec K € K% proche de Kj.

Le théoréme affirme que H posséde un tore invariant, & savoir G~1(Tp), sur lequel les
trajectoires ont de plus la méme fréquence a que celles de K. L’existence d’un tel tore a
des conséquences multiples. Par exemple, en mécanique, sous de bonnes conditions de non-
dégénérescence, elle implique que le probléme & N corps admet une solution quasipériodique.
Les conséquences sont méme plus fortes : Dans le cas d’un hamiltonien ne dépendant que de
r, c’est toute une famille de tores invariants qui est préservée, de mesure presque totale mais
dense nulle part.



1.3 Preuve du théoréme de Kolmogorov

Nous suivrons ici la preuve donnée par J. Féjoz dans [2], elleeméme proche de la preuve
originale de Kolmogorov. K et G sont obtenus comme limite d’une suite de transformations
symplectiques obtenues par approximations successives.

Posons tout d’abord quelques définitions. Pour tous 0 < s < 1, on définit les extensions
complexes suivantes :

TT = {0 € T¢ avec Iglax(\lm( ) < s}y ={(0,r) € Ty x C" avec %r}@x(]rﬂ) < s}
jn i‘n

Et on pose H les hamiltoniens holomorphes sur un voisinage 77, ainsi que K¢ les hamiltoniens
de K% dont I'extension complexe est holomorphe sur un voisinage de 7T,'. On munit H, et K¢
de la norme sup sur 77", que l'on note | ® |s; ce qui en fait des espaces de Banach.

H et K° étant analytiques, il existe 0 < s < sg = s+ 0 < 1 tels que H € H, et
K° € Hqyo. De plus, I'inégalité de Cauchy (voir ‘appendice A) et la condition 2 permettent
d’affirmer Pexistence de € > 0 tel que pour tout H € H, avec |H — K|, < ¢,

2

0
det ot H(0, O)dQ‘

det %KO(Q O)d@‘ =d>0 (3)
’I[‘n

On construit a présent une application ¢ ainsi qu’une suite ((K", AH,)), ., telles que
— (K™, AH,) = ¢"(K° H — KY) -
— Pour tout n > 0, il existe s < s, < 85,1 < 50 = s+ 0 tel que (K", AH,) € K x H
— Pour tout n > 0, il existe 7, une transformation symplectique telle que
K"+ AH, = H o~, (y = id).

n*

Détaillons la construction, proche dans l'idée de la méthode itérative de Newton. Suppo-
sons (K", AH,) € K¢ ,, X Hs,4on tels que K" + AH,, = H oy, (il peut étre judicieux
de considérer en premier lieu K°, AHy pour comprendre le procédé). On aimerait trouver
AKpy € lﬁsn = ICS" proche de zéro, et G411 une transformation symplectique proche de
I'identité, tels que 1’on puisse écrire :

(K" + AKpy1) 0o Gpir = Hoyy

ce qui prouverait le théoréme. Une telle équation est cependant impossible & résoudre direc-
tement avec si peu d'informations. On va donc en résoudre une approximation. Tout d’abord,
on se restreindra aux transformations G € G, ol G5 est 'ensemble des transformations sym-
plectiques analytiques sur 77" de forme

G(0,r) = (¢(0), (r + R+ 5'(0) - (¢'(9))™)

(Voir 1.1) De plus, on sait qu’on recherche Gy, 41 proche de I'identité. On peut donc supposer
que c’est le flot au temps ¢ = 1 d’'un champ de vecteurs localement hamiltonien Gn+17 proche
de 0 (Voir 1.1). On note un tel flot exp(G41), d’inverse exp(—Gpy1). Un premier lemme nous
assure que si on prend Gn+1 € gs proche de zéro, avec g5 les champs de vecteurs analytiques
sur 17" de forme

G(0,7) = (¢(0), R+ S'(6) —r- ¢ (#)) avec R un vecteur constant

alors cette transformation existe bien et est proche de l'identité :



Lemme 0. Il existe une constante cg > 0 telle que si I'on pose

1 . .
Y0 :=— et G € gsio, G‘ < o0
36m s
Alors . . ‘
exp(G) € G, lexp(G) —id| < coo! ‘G
S s+o

On simplifie alors ’équation & résoudre par approximations successives :

(Kn + AKn—i—l) © eXp(Gn—H) =Ho Tn
~ (K" + AKpi1) o (Id + Gn-l-l) =Hoy,
v K"AKpp1 4+ (K" - Gpy1 = K™ + AH,
(on a ici fait un développement en omettant les termes négligeables)

v AKpy1 + (K™ - Gny1 = AH,

C’est cette derniére forme que l'on va résoudre. On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme 1. Pour tous (K,AH) € K%, X Hs4o, avec K e-proche de K, il existe un unique

couple (AK, G) € s X g5 résolvant I’équation :
AK +K'-G=AH
De plus, ce couple vérifie :
max(|AK |, |Gl,) € Co™ (1 + K ovo) | AH] 10

Ou C et t; sont des constantes ne dépendant que de 7, v et n.

L’action infinitésimale de (Id + Gpq1) n'est pas exactement celle de exp(Gpy1). On doit

rajouter un terme AH, 1 :

AKn—i—l + Kn + AHn+1 =Ho ’yexp(—Gn+1)
Et on peut donc enfin définir :

o(K", AH,) = (K" + AKp+1,AHp41)

Un troisiéme lemme nous permet alors, sous certaines conditions, de majorer AH, 1 :

Lemme 2. Pour tous K € K¢, ,, AH € H, i, tels que

(1 +[Kl,) [AH[, <7207,

si (AK,QG) e K x g, est une solution de AK + K’ -G = AH, alors exp(G) € Gs,

‘exp(G) - id‘ <oet
‘(K + AH) o exp(~G) — (K + AK)| < eso (14 |K],,,)

5



Résumons les conditions nécessaires a lexistence de ¢(K™ AH,) et & la majoration de
I'image :
— Afin de pouvoir appliquer le lemme 1, |[K™ — K°|, < e.
— Afin de profiter de la majoration donnée par le lemme 2, |AH,|s, < (1+|K"|s, ) 172072,
mais comme |K"|;, < |K°|s1o + ¢ = B, il suffirait de demander
|AHp[s, < (1+ B)_172UT2 = Y30

On régle cela en ne définissant ¢ que sur les ensembles
Bss ={(K,AH) € K§ s X Hstre avec |K — K% <cet |AH,|s, <307}

Pour une telle définition de ¢, le lemme suivant garantit 'existence et la convergence de
la suite :

Convergence quadratique . Etant donnés s et s + o = sg, ainsi que (K°, AHp) € B,
avec |AH |y, assez petit, la suite (K™, AH,,) = ¢"(K°, AHy) converge vers (K,0) € K& x H,

(Pour la démonstration de ce lemme, voir appendice B.)

Ce lemme nous permet d’écrire qu’a la limite des itérations,
K=K'+AK,+AKy+---=Ho exp(—Gl) o exp(—Gg) o... (6)

On utilise alors un dernier lemme :

Lemme 4. La suite des v, est une suite de Cauchy qui admet une limite v dans G;_s, o
6 > 0 peut étre pris aussi petit que voulu.

Quitte & restreindre le domaine de ~, sa simplecticité et le théoréme d’inversion locale
permettent d’affirmer qu’il existe G =y~ € G,_s. On peut donc poser

KoG=H

ce qui conclut la démonstration du théoréme.

2 Estimations de convergence

Nous prouvons ici les différents lemmes énoncés en premiére partie.

2.1 Lemme 0 : Existence d’une transformation symplectique proche de
l’identité

On ne détaille pas ici le fait que exp(G) € (G)s, mais juste I'existence de 'application et sa
proximité & 'identité. On pourrait d’ailleurs s’en passer : Le simple fait que G soit localement

hamiltonien suffit & rendre exp(G) symplectique.



Démonstration du lemme 0. Notons ¢ := g, et G(0,r) = (f(0),9(0) —r - f'(#)). On a alors :

‘f|s+25 S ‘f‘s+a S ‘GL_‘_U

|9 =7 | s 05 S 19lros + 1 F'lpas
Sy +max{|r S ains = 1,2,3, n}

< g5+ nlrimax {|f7'], g 1 5= 1,23,

1
+n—

= ‘G 5426 1)

Et, par l'inégalité de Cauchy et |r| <1,

. £ j=1,2,3,...n} < 7‘ <(1 7)‘
max{|f]|s+26 / ? n} - ’G s+o + 1) G s+o + 1) G s+o
Donc,
. o / n . 2n 9 n 1 0 5
HG opas AT {|f|5+25 g—=r-f ‘5+26} < (1 + g) ‘G o < 5 00 = e (30)° = 3

Définissons a présent 'opérateur suivant :
I, :=[0,1] x i[—s, 3]
§ = {F e (AU x i[5, 5])"5 (2, 0)], < 6}

t
P:5—3 fr— Pf(t0) ::/0 G0+ f(s,0))ds

Pour f,g € §,

27— Pyl < [ 60+ 76,00~ G0+ o(5.0)) ds
t .
g/o e
<|&| 17 -l

= % ‘G‘sdé f =gl

10+ £(5,0) = (04 g(5,0)) | ds

16
< ZZ|f—
<551l
1
_§|f_g‘s



Donc P est un opérateur contractant, et admet un unique point fixe que 'on notera f. Il
vérifie :

t
£(6.6) = PF(t.0) = [ Glo-+ £(5,0))ds
0
En dérivant des deux cotés, on obtient

o(f(t,0)+0) B of(t,0) .
IS = SLE G+ (1.0))

f(t,0) + 60 = exp(G)(£(0,0) + 0) = exp(G)(0)

(f(t,0)= foo Gds = 0, et exp(tG) est le flot du champ de vecteurs G.)
At=1,

S

)exp(c';) _id /0 1 G(f(u,0) + 0)du

IA

) 1 .
HGH 1 < 2nT|G|S+U
st+30 §0’

G
coHﬁ (co := 3n)
o

2.2 Lemme 1 : Résolution de 1’équation cohomologique

C’est ce lemme qui utilise les conditions imposées & a et & (Qy. La résolution de ’équation
est faite & l'aide d’un développement en séries de Fourier, et les estimations découlent de
I'inégalité de Cauchy. L’appendice A présente les outils utilisés ici.

Démonstration du lemme 1. Commencons par résoudre ’équation AK + K’ - G = AH. On
écrit

K@, r)=c+a-r+7r-Qud)-r+0(r?)

AK(0,7) = ¢+ Ka(0,7) avec Ky € O(r?)

G(0,r) = (p(0), R+ 5'(0) + - ¢'(0))
Et

K'(0,r) G= Y |rici+8i0)i+2| Y Qijor; | Si0) —r- G| +00?)
1<i<n 1<j<n

En écrivant ’équation selon les puissances de r, on obtient :
(e+R+8)a)+r- (= -a+2Q - (R+8)) + Ko = Hy+7-Hi +0(?)  (7)

On va résoudre étape par étape cette équation.
Intéressons nous tout d’abord aux termes d’ordre 0 en r. On observe que S’ - « est le seul
terme non constant, et de moyenne nulle. On peut donc écrire

S'-a=Hy— | Hy6)do
Tn



et lapplication décrite dans 'appendice A nous permet d’écrire :

S = L;l <H0 — H(](@)d&)
TTL

L’équation 7 s’écrit alors :
(¢+R-a) ey (—¢'-a+2Q-R) Y Ko= [ Ho®)d0+r-(Hy —20Q-8) +0@?)
Tn

On s’intéresse & présent aux termes en 7.
Comme «- ¢’ a une moyenne nulle, toute la moyenne est contenue dans 2Q - R. On peut donc
poser :

/H(QQ(G) . R)d@ = /n(Hl —2Q() - S’(G)de

2 < N Q(G)d&) ‘R = /n<Hl —2Q(9) - S'(0)dd

. % ( 5 Q(@)d@) o </n(H1 —2Q(6) - S‘/(&)d@)

L’inversibilité de an @ a ici un réle primordial.
On utilise ensuite pour calculer ¢ la méme méthode que pour S, mais en g’assurant que @
s’annule en O :

o=@ —¢l0), o0 p=L5" (F-2Q (R+9))
Enfin, on obtient pour les deux derniers termes :

¢= | Ho0)dd —R-a
Tn

Intéressons nous a présent a I'estimation de AK et de G. (Nous allons définir ci-dessous
plusieurs constantes destinées a simplifier les calculs. Ces constantes, notées C{%n, ne dé-
pendent que de 7, v et n; tous les autres indices ne servent qu’a les distinguer. Elles sont
donc valables quels que soient K, H , s et 0.) Nous utiliserons les résultats suivants :

— Si f= L;l;)ha(g), alors | fls < Cryno ™" "|g|s+o (Voir 'appendice A).

- ’H0’s < ’H0’s+a - ‘AH‘S-‘y-O',’I‘:O < ‘AH‘S-‘rU
— |Hi|s < ¢to ' |AH|s4o (Découle de linégalité de Cauchy, voir appendice A).

— Quelques estimations sur les matrices Q et [ Q :
V1 <i,5 <n,|Qijls < C207 % K|sio (Par linégalité de Cauchy).
Donc, en norme d’opérateur, |Q|s < 07?710—72’K‘S+0—.



Mais on peut aussi utiliser le fait que K est e-proche de K. Ainsi,

V1 <45 <n,[Qijls < Cro *(|K st +€) < Cro ?(|K |y, +¢)

et donc en norme d’opérateur |Q|s < C9%572. On a alors également

< Q(Q)d@) ‘ < 09252
’]I‘n

Par la formule d’inversion utilisant la comatrice, et en utilisant la minoration du dé-

terminant de la moyenne de Q,

(/. ewm)

Donc en norme d’opérateur,

(fave)

— Enfin, de par le fait que 0 < o < 1, on sait que Vt1 >t > 0,1 <o 2 < o7!1,

S 03,30_—2(71—1)

<1 ‘Comat( Q(6)d6), ,
q Tn

< 03,40—2@—1)

On tire de ces résultats :
. . . . o\ —T—n .
181, < 11vg <1812 < ISlis0 < Cron (7)) -21Holsto

=C5  oTMAH|s e

T7’Y7n
Donc :
U U U 1o\ 71 e S’ —7—n—1
115 < 18lsvg <192 CL(T) 18lyse < CF 0™ "N AH
Puis,
) 1 -1 ) )
’R‘ < 5 ‘( Q(@)d&) ' (|H1‘s + 2‘Q|S|S/’8+O')
'Jl‘n
1 _ _ _ . _ 4 e
< 507?740 20O o H g0 + 20220 72CE. o AH 40
1 i
< ORI N((Cp + 202207, o T ¥ A o)
< CﬁV’nU—T—Sn—1|AH|S+U
Et

l¢ls < |9b|s+% < 2|95‘s+%
< CT,%HU_T_n(’H1|s+U + 2|Q’s+%(‘R| + |Sl|s+%))
g

—2
2) |K|s+fra002

. (CR U_T_Sn_l‘AH|s+g + CS" U_T_n_l‘AH‘s_;,_o))

7,771 T,7Y,M
S CT;YJLO-?Tin(CTv’%no-iTi:gnig(1 + |K|8+J)|AH|5+U)
=Cy 0—27—471—3(1 + |Ks+0) [AH 540

7—7’y7n

< Cryno ™ (Cho T AR |yip + 202 (

10



Donc :
o

7], < C*! (4

par l'inégalité de Cauchy. Enfin,

—1 ., _ _ _
) Iplars < O T 4 K o) |AH 4

¢ < [Hols +nCE 073" Vol [AH|wy < CF 0 ™" AH g

T7’y7n - T7’Y7n

et
‘KQ‘S < 3071‘AH‘S+O’

Quitte a majorer les C7 , par C, et |r| par 1, on obtient finalement :

max(|AK]|s, |G‘S) < CU_(2T+4H+4)(1 + | Ks40)[AH |10

2.3 Lemme 2 : Différence entre ’action de G et celle de exp(G)

L’estimation vient ici d’'un développement de Taylor avec reste intégral.

Démonstration du lemme 2. Posons § := 3.
Le premier résultat est une conséquence du lemme 0 (qui garantit que exp(G) est bien défini)
et du lemme 1 (qui garantit l'existence de G).

On demande 73 :=t; + 2, 72 := & ; alors :

‘G < 05_t1(1 + |K|s+a) |AH|S+O’ < 05—t1,7257'2 = ’7052
s+0
: 1
‘exp(G) - id‘ < oot V]gps < cod 0% =6 (cop = ryf)
S 0

On va prouver la seconde inéqualité en utlisant le développement de Taylor de la fonction :

. . o exp(— : 1 2 .
H oexp(—G) = H o exp(—0G) + d(H dglv)( 16)) (0) + 21'/0 (1-— t)%(H o exp(—tQG))(t)dt

1

—H-— <H’, G> +3 /01(1 - t)% <H’(exp(7tG)), fG(eXp(ftG))> (t)dt

—H-— <H’, G> n % /0 1(1 — ) {<Hess(H)(exp(—tG)(—G(exp(—té)), fG(eXp(—tG))>

+ <H’(exp(—tG)), ;(—G(exp(—t(})))>} dt
K+ (AK+K'-G) - <H’G>

1

1
+ 2/0 (1-1) {<Hess(H)(exp(—tG))(—G(exp(—tG)), —G(exp(—t@)))>

+ <H’(exp(—tG)), ;(—G(exp(—té))>} dt

11



Donc,

(K+AK)

.6)

Ho exp(
/ (1—1) Hess(H)(exp(—tG))(—G(exp(—tG)), —G(exp(—t@)))>

1

+5

<H (exp(~6)). k(- G<exp<—tG>>>>}dt
Ici, nous avons

(im.6)],

<nl@amy|,|6] < Ziam|,|¢|

<n|H|g

s

.12
q,

1
/0 (1—1) <Hess(H)(exp(—tG))(—G(exp(—tG)), —G(exp(—tG)))> dt

(G exp(-t€)))

<nl|H

s

{eicn, - G<exp<tc':>>>>

s

G (exp(—tG)) (= G) (exp(—tG)) |

<n|H —‘G‘
<n| ‘cl”o, ot

Donc

) 12 1.2
H o exp(~G) — (K + AK)| Z|AH! G‘S+O+n2\chlg‘G‘s+

H
’s+o+n| |02

s+o

n

< ; |AH|S+U (1 + ‘K’S+U)

. n .12
H| 1+ ‘G
’s+o + ’ ’CQ ( + O')n s+o

2
< ( C'O'_t1 + ‘H’Ce %)C20_2t1(|AH|s+J (1 + |AK’8+U))

_ Zens nC(o" +|H|eo 2nC)(|AH] ., (1+|AK], )
< o~ Pt C(1 4+ 2nC [H|p2)(|AH],,, (14 |AK],, )2

2.4 Convergence de la suite de transformations

Démonstration du lemme 4. On reprend les s; et o; du lemme de convergence quadratique.
Comme d’apres le lemme 2, I'image par exp(G) de T} est comprise dans T, ,, on peut écrire
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pour tout j >0, k>0 :

|’Yj - id‘sj <| exp(—G1)|51 +eet ’eXp(_Gj”sg- < Z | eXp(_Gn)‘sn
n>1

< EZ o |AH,|s, On utilise ici les majorations des lemmes 0 et 1
n>1

<C

Donc quitte & ne considérer les v, que sur T7' 5, on peut alors leur imposer par l'inégalité
de Cauchy un module de continuité de ¢,6~1(1 + C). En reprennant le calcul précédent, en

posant 7, ;. = exp(—Gp) o - 0exp(—Gpyy), on remarque que Ve > 0, il existe N > 0 tel que
Vn > N,k > 0,7 1ls.. <e Alors, on a

Y — 0+ kls—s < sup(|ym(a) — 1 (b)| avec |a —b| < €) < ¢, 0711 4+ C)e

11 est alors évident que les «, forment une suite de Cauchy de ’espace de Banach G, s, de
limite ~.
O

Appendices

A Inégalité de Cauchy et séries de Fourier

Quelques outils nous sont nécessaires pour travailler avec des fonctions holomorphes de
plusieurs variables. Commengons par énoncer (sans démonstration) la formule de Cauchy en
dimension n :

Soient D := D1 X Dy X - -+ x D, un polydisque, z € D, et f holomorphe sur un voisinnage de

D. Alors,
) = 1 f(ClaCQv"'an)
i) = (2mi)" /8D1 /8D2 o /8Dn (€1 —21)(C2 — 22) ... (Cn — 2n)

8af . a! f(c17€27"'7<n>
Dz () = (2mi)n /8D1 /81:)2 o /8D,L (G —21)* (G2 — 22) 2 (G — 20)n

De cette formule, on peut tirer 'inégalité de Cauchy en dimension n, utilisée de fagon
intensive dans la démonstration du théoréme de Kolmogorov :

o f

0z"

n!
S ﬁ ‘f’s+a

S
ol | e |, désigne la norme sup sur le domaine {z € C" , maxi<j<n(|2;]) < s}. Le passage de
s+ o a s est lié & la nécessité de laisser un peu d’espace pour appliquer la formule intégrale
de Cauchy. o peut cependant étre choisi aussi petit que 'on veut (mais non nul).

De l'inégalité précédente, on va tirer une majoration importante des coefficients de Fourier
d’une fonction T} — C :

F=> fe® avec [fi| <|f], e M

keZn

13



En effet, de par la périodicité de f et le théoréme de Cauchy;,

1 o—ilk0)
1 ) )

fi= (2m)m F(0 —i)e " RI9=9) 40 pour toute constante ¢ t.q. || < s
T Tn

En prenant ¢ = (s — o)(e1, €2,...,en) (avec 0 < o < s, e; :=signe(k;)), on obtient :

[fil <1l ek

Enfin, on donne un dernier résultat. Si g est une fonction holomorphe sur T, , de moyenne
nulle, et « est diophantien, alors il existe une unique fonction f holomorphe sur T% de moyenne
nulle telle que Lo f = f' - a = g. De plus, |f|s < ¢y7n07 7 "|gs+0-

En effet, on écrit

16) = 3 aul(f)et?

keZn

9(0) = 3 culg)e™”

keZm

27 ) 27 )
o) = [ e e = [ 100 M= i(ho) )

La condition diophantienne sur « nous permet ensuite d’écrire :

Ck: ﬂ —‘kla’ |g|s+o’ T —|k|a
Zi<k’,0& Z| | |—Z | |s+o‘ — Z‘k|

kezn k0 k40 k40
Et donc :

[fls =

\9\3 - r _lklo
fls < =222 " (k[T e K

k40
C
’g’””/ e o dS, dr

clg ’5“ / / e dSdr
r=0JSn—1

= ’g’sJ”T/ rTe” "7 Aire(S"™ 1)d

0 0
— Cl9lsto |g’5+‘7 /00 r e T Cr dr
Y 0
c 1 o0
_ llere —C / AL A G
ooty
C’g’5+o'
= T O—T+nCF( n)

= Cry,n0 T Gls 4o
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B Preuve du théoréme de convergence quadratique

La preuve que nous donnons ici est un cas particulier de celle donnée dans [2] (ou elle
est énoncée en termes d’espaces de Banach génériques, ce qui ne change quune ou deux
notations).

Démonstration. On procéde par récurrence pour montrer que la suite est bien définie, en
partant de (K,AH) = (Ko, AHy) € Bs,. On pose s +0 = so, s; = s + 270 et donc
0j =58 —Sjy1 = 2-U+Dg et on suppose les (K,,, AH,,) construits pour n allant de 0 & j — 1.
On peut supposer que ¢ > t, de facon & ce que co~! > 1. On a alors :

|AHj|,, < co-_t|AHj_1@.71

<... < |AH3+J' H (C k—t)QJ 1—k

0<k<j—1
27
— —k—1
< |AH|S+J. H (C(J'kt)2
0<k<j—1
27
=< |AH|s+o' (co*,;t)2 o (car coit > 1)
0<k
27
< (AH5+ Zk>0 _1> H((Q_k_l)_tU_t)27k71
0<k

(‘AH‘s—kaC 9~ 2k>o(k+1)27 k= 1)) t(o_*t)zk2027k71>2]
< (c(40) | AH1s0)”

: 1
Or,sia <3,

Za2n :a+Za2n :a—l—aZaT*l < a—l—aZ(%)Qn*l <2a

n>0 n>1 n>1 n>1

Donc en prenant AH suffisament petit, de sorte que co ! |AH |51, < %, ona:

K — Kjs; < Z | Kk — Kitalspy, < Z cop | AH|s,
0<k<j—1 0<k<j—1

<cot Yo 2WFVAH,,
0<k<j—1

<cot Z 2t(k+1_2k+1(co_t|AH|s+a)2k
0<k<j—1

<ot N (07! |AHss0)? <ot 2co | AH|10) < C
0<k<j—1

O la derniére majoration peut s’obtenir quitte & encore diminuer AH.
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On a également :

- 27
|AH s, < (c(40) t\AH\S_,_U)
S 2—t2]+1 (CU—t‘AH‘SJ’_U)QJ

< 2_t2.i+1+1 (Co-_t‘AH‘SJ’»O')

Et quitte & réduire encore AH de fagon & avoir < 302, et de fagon a borner correctement
. j+1 ;
les éventuels premiers termes (lorsque 27127 +1 > 2-m0+2)) on a

(Kj7 AHj) € stﬂj
Ce qui montre que la suite est bien définie. Enfin,

(Vj, AH; € Hy et |AH;|s < |AHj|s, < 2¢(40)7'|AH|s4e — 0) = AH; — 0 dans H,

Et

Z |Kj — Kj| < 20(40)%‘AH‘5+0

Jj=0
Comme la série est convergente, les K; forment une suite de Cauchy de l'espace de Banach
K2, donc convergent vers K € K¢ avec |K — K°| < e. Ceci conclut la preuve. O
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