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Actualité

Ces derniers temps, nous avons entendu parler du travail d’'un mathématicien russe, Grigori Perel-
man, qui annonce une preuve de la conjecture célébre suivante.

Conjecture de Poincaré : La seule variété de dimension 3, compacte, connexe et simplement
connexe est S, la sphére de dimension 3.

En fait, il aurait avancé dans le "programme de géométrisation" proposé par ’américain William
Thurston il y a une vingtaine d’années, et qui fournirait une classification des variétés de dimension
trois. En gros, 'idée est de donner aux variétés des structures géométriques afin de mieux com-
prendre leur structure topologique.

Par exemple, la formule de Gauss-Bonnet (voir [Spi]) permet d’obtenir une information topologique

a partir d’une information géométrique : une surface compacte, connexe, orientable, admettant une
métrique riemannienne & courbure constante strictement négative, est de genre au moins deux.

F1G. 1: Surface compacte connexe orientable de genre 2.

Qu’est-ce exactement qu’une structure géométrique sur une variété ? C’est-ce dont nous parlerons
dans notre exposé, en traitant des exemples en dimension un et deux.



Dans la premiére partie, nous exposerons la notion de géométrie modéle, puis la fagon de mu-
nir une variété d’une structure géométrique correspondante. Dans un deuxiéme temps, nous en
présenterons un des intéréts. Enfin, nous reviendrons aux géométries modéles pour en donner une
classification en dimension un.
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1 Variétés, géométries modéles et structures géométriques

1.1 Définitions

Pour les paragraphes sur les variétés et les groupes de Lie, on pourra consulter [Spi]. En ce qui
concerne géométries modéles et structures géométriques, nous proposons [Thul].

Rappel : Variétés analytiques

Une variété topologique V de dimension n est un espace topologique séparé, séparable, et loca-
lement homéomorphe & R™. Ceci signifie que pour tout point p dans V, il existe un ouvert U de V
contenant p, un ouvert {2 de R® et un homéomorphisme ¢ : U — . Un tel homéomorphisme est
appelé une carte pour V', et on lécrit (U, ). Un atlas est un ensemble de cartes dont les domaines
recouvrent V.

Si (U, ) et (U',¢") sont deux cartes, le changement de cartes correspondant est ’application

P opTlipUNU) = " (UNT")

F1G. 2: Le changement de cartes de ¢ a ¢’

On peut maintenant définir différents types de variétés en imposant des conditions sur les chan-
gements de cartes. Les variétés que nous étudierons sont les variétés analytiques réelles, définies
ci-dessous.

Deux cartes sont dites C“-compatibles si le changement de cartes qui leur correspond est un
difféomorphisme analytique réel.

Une variété analytique réelle est un variété topologique munie d’'un atlas maximal de cartes
C“-compatibles. On ’appelle aussi variété C.

On peut également imposer d’autres conditions de compatibilité sur les cartes d’un atlas : les va-
riétés C" par exemple sont des variétés munies d’atlas maximaux dont les changements de cartes
sont de classe C".

Soient Vi, Vs deux variétés analytiques. Une application f : Vi — V5 est analytique réelle si pour
tout p € V3, il existe des cartes (1, Us) et (@a,Us) avec p € Uy, f(Uy) C Us, telles que gy 0 fop,*
soit analytique réelle.

On peut aussi définir un atlas d’une variété V' dans une autre variété X, ce sont simplement des
ensembles de cartes a valeurs dans X plutot que dans R™.



Dans le cas des structures géométriques, on munira une variété topologique V d’un atlas de
cartes & valeurs dans une variété analytique réelle X, dont les changements de cartes sont des res-
trictions d’éléments d’un sous-groupe du groupe des difféeomorphismes analytiques réels sur X.

Soit V' une variété analytique réelle. Une partie W de V est une sous-variété analytique réelle
de V de dimension d si pour tout point p de W, il existe une carte (U,¢) pour V telle que U
contienne p et (Y NU) = o(U) N R x {0}.

Groupes de Lie

Un groupe de Lie est un groupe muni d’une structure de variété analytique réelle compatible
avec sa structure de groupe, c’est-a-dire telle que ’application

¢ : GxG—=d

(z,y) = zy !

soit analytique réelle.
Exemples :

1. Trivialement, le groupe additif R™ est un groupe de Lie, I’addition étant une application
analytique réelle.

2. Le cercle St = {z € C : |z| = 1} est un groupe de Lie : c’est une variété analytique réelle de
dimension 1 par des cartes définies sur des ouverts appropriés associant & un point z = e* du
cercle son angle 6. Sa structure de groupe est celle induite par la multiplication sur C.

3. Le groupe GL,(R) des matrices n x n inversibles est un groupe de Lie : GL,(R) est un ouvert
de R puisque c’est I'image inverse par 'application continue det : M,(R) — R de 'ouvert
R—{0}. La multiplication de deux matrices est une application polyndmiale sur les coefficients
des deux matrices, qui est clairement analytique réelle. L’application d’inversion est également
analytique réelle : on peut le constater grace a 1’égalité suivante :

(det A%)

oll AY est la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j de A. Toutes les appli-
cations sont des fractions rationnelles en les coefficients dont les dénominateurs ne s’annulent
pas sur GL,(R), donc elles sont analytiques réelles.

4. En tant que sous-groupe de GL,(R), le groupe O(n) des matrices orthogonales hérite d’une
structure de groupe de Lie. En effet, O(n) est une sous-variété analytique réelle de GL,(R)
puisqu’elle est définie par 1’équation analytique réelle A*A = I,,. Comme c’est un sous-groupe
de GL,(R), la multiplication et 'inversion sur O(n) sont analytiques réelles.

Géomeétries modéles

Felix Klein formulait dans son programme d’Erlangen de 1872 ’approche abstraite de la re-
cherche géométrique ainsi : "Etant donnés une multiplicité et un groupe de transformations de
cette multiplicité, en étudier les étres au point de vue des propriétés qui ne sont pas altérées par
les transformations du groupe" (voir [Klei]).

1l s’agit d’une traduction contemporaine ... "multiplicité" veut dire "variété".
En terme moderne, il s’agit d’étudier les géométries modéles :



Soit G un groupe de Lie, X une variété analytique réelle connexe et o une action du groupe

G sur lensemble X. Le triplet (G, X, a) est une géométrie modéle si o est une action analytique
réelle, transitive, et fideéle, i.e. :

1.

Papplication a : G x X — X est analytique réelle (ot G x X est munie de la structure produit
évidente de variété analytique réelle).

2. Vay,25 € X,3g € G tel que g(z1) = z2
3. Vge G,avec g # 1, dx € X tel que g(z) #x

Remarque : On parlera dorénavant d’une géométrie modéle (G, X) sans forcément en préciser

Paction a.

Exemples :
1.

La géométrie euclidienne :

X = R*, G = R* x O(n), et Paction de G sur X est donnée par a(g,z) = t + rz ou
g=(t,r) € G,t e R",r € O(n).

C’est Paction sur R” du groupe des déplacements engendré par les translations et les rotations.

. La géométrie sphérique :

X =81 G = 0(n), l'action de G sur X étant induite par I’action de G sur R™.

La géométrie projective :

x =P2®R) =K {4 it ~ est la relation d’équival les vecteurs de ™! donné
= = , quivalence sur les vecteurs de onnée

par v ~ w si et seulement s’il existe A € R tel que v = Aw. Pour v dans R"!, on note 7 la

classe d’équivalence de v dans P"*(R).

Le groupe de Lie G est PGLy41(R) = GLyy1(R)/Z(GLp41(R)) ot Z(GLy41(R)), le centre

de GLy41(R), est Pensemble des homothéties de R**!. Pour A dans GL,1(R), on note A la

classe de A dans PGLy+1(R).

L’action de G sur X est donnée par

a : PGL,41(R) x PY(R) — P*(R)
(A,7) — Az

La géomeétrie hyperbolique :
X =H ={z € C:Im(z) > 0} (le demi-plan de Poincaré), G = PSLy(R) = SL»(R)/{£Id}
L’action de G sur X est donnée par
A= 210 G a= (* %) € SLy(R) et A est la classe de A dans PSL(R

(2) = L (c d> € SLy(R) et A est la classe de ans 2(R).
On peut voir que les transformations hyperboliques sont des composées de réflexions dans
des demi-cercles et des demi-droites orthogonaux & l’axe des réels (ce sont les droites de la
géométrie hyperbolique, dans le sens que ce sont les géodésiques pour les métriques sur ‘H qui
sont invariantes par les tranformations hyperboliques).

£

FIG. 3: Donnés une droite D de H et un point p en dehors de cette droite, il y a une
infinité de droites paralléles a D passant par p.




Structures géométriques

Soit (G, X) une géométrie modéle. Soit V' une variété topologique. Un (G, X)-atlas sur V est
un atlas de cartes sur V & valeurs dans X tel que les changements de cartes soient localement des
restrictions d’éléments de G.

En d’autres termes, si (U, p) et (U, ") sont deux cartes de cet atlas, et si p € UNU’, alors il
existe g dans G et Q un voisinage de ¢(p) dans X tel que :

gla=¢ oo o Q> (UNT)

En fait, tout changement de carte est la restriction d’un élément de G sur 'image de chacune
des composantes connexes de 'intersection des domaines des deux cartes.
Une (G, X)-structure sur V est la donnée d’un (G, X )-atlas maximal sur V.
Exemples :
1. Si (G, X) est une géométrie modéle, alors la variété X est trivialement munie d’une (G, X)-
structure.
2. On va voir qu’on peut mettre une structure de géométrie euclidienne sur le tore. Celui-ci est
le quotient du plan R? par le groupe A de transformations engendré par les translations :
Tu: R2—R? . R2 — R?
(@,y) = (z,y + 1) (z,y) = (z+1,y)
Soit m l'application quotient. On définit un atlas A sur T? de la maniére suivante : soit p un
point de T2, il existe un voisinage ouvert connexe U de p dans T? tel que I'image inverse de U
par 7 soit une union d’ouverts disjoints de R?, la restriction de 7 & I'un de ces ouverts étant
un homéomorphisme sur son image. On prend les inverses de ces restrictions comme cartes de
notre atlas.

R? T2

il Y
>

Sl iy

v
v

F1G. 4: Un atlas sur le tore.

On obtient bien un ensemble de cartes dont le domaine recouvre T2. Maintenant si deux cartes
de notre atlas ont des domaines dont l'intersection est non vide, montrons que le changement
de cartes est bien localement dans G = R? x O(2). Soient (U, ) et (U’,¢') deux telles cartes.
Sans perdre de généralité, on peut supposer que l'intersection U N U’ est égale & U, et qu’elle
est connexe. Le changement de cartes doit alors étre la restriction d’un élément de G. Les
ouverts p(U) et ¢'(U) sont des préimages par 7 de U, donc pour tout p dans U, il existe un
élément g, de A tel que gp, - p(p) = ¢'(p). En fait, I'application p — g, est continue, et A est
discret. Donc p — g, est constante, égale a g sur U, et le changement de cartes est g |, (1)
Le groupe A est clairement contenu dans le groupe G des isométries euclidiennes de R? dans
R%. Donc A est contenu dans un (G, R?)-atlas maximal de T?, et on a bien mis une structure
géométrique euclidienne sur le tore.



1.2 Discussion des conditions

Nous allons voir pour quelles raisons toutes les conditions imposées dans les définitions des

géométries modéles sont nécessaires ou utiles.

— La fidélité : C’est une condition extrémement intuitive. Ce qui nous intéresse étant ’action
de G sur X, il semble logique de vouloir se borner au cas ot le noyau est trivial. Les groupes
de Lie considérés sont principalement des groupes de difféomorphismes analytiques réels de
X, et I’action est donnée par 1’évaluation.

Sinon, on peut toujours quotienter par le noyau de l'action : si N est le noyau d’une action
continue, alors N est un sous-groupe fermé distingué du groupe de Lie G, et donc (voir [Spi])
G/N est encore un groupe de Lie, qui lui agit fidélement.

— L’analyticité : Une caractéristique fondamentale des fonctions analytiques, que nous utili-
serons beaucoup dans la deuxiéme partie sur ’application développante, est la propriété de
prolongement analytique : si deux fonctions analytiques définies sur un ouvert connexe coin-
cident sur un ouvert non vide, alors elles sont égales. En particulier pour une (G, X )-structure
sur une variété V, si (Uj, @), (Uk, ¢r) sont deux cartes telles que U; N Uy, est connexe, alors
I’élément de G dont le changement de cartes @y, o cpj_l 2 (U; NUE) — ¢ (U; N UL) est une
restriction est unique.

Démonstration. Pour voir cela, il suffit de montrer que toute fonction f : RY — RM de classe
C¥ et identiquement nulle sur un ouvert non vide est nulle partout.

Il est facile de se ramener au cas ot f : RY — R en considérant les coordonnés de I'image
de f. Soit U l’ensemble des points en lesquels f est nulle. Considérons les coefficients du
développement en séries de f par rapport & un point x de V, le domaine de définition de f. Ces
coefficients, par la formule de Taylor, sont les valeurs en x des dérivées partielles successives
de f. IIs sont donc continus en x puisque f est infiniment dérivable. Pour x sur la fermeture de
U, ils sont donc tous nuls. Donc U est fermé.

Maintenant soit € U. Le développement en série entiére de f autour de x converge dans une
boule centrée sur x, donc dans cette boule en particulier f est identiquement nulle. Donc x a
un voisinage contenu dans U, et U est ouvert.

Comme le domaine de définition de f est connexe, f est nulle partout. O

— La transitivité : Cette condition impose une certaine symétrie : on demande en fait que
tous les points de la variété modéle jouent le méme role, et que la définition soit une définition
locale.

1.3 Morphismes et isomorphismes

Groupes de Lie Soient G, G' deux groupes de Lie. On dit que ¢ est un isomorphisme de groupes
de Lie si ¢ : G — G’ est un isomorphisme de groupe qui est également un difféomorphisme analy-
tique réel.

Géométries modéles Quand considére-t-on que deux géométries modeéles sont les mémes ?
Soient (G, X) et (G', X') deux géométries modeéles, les actions de G sur X et de G’ sur X' étant
notées respectivement par « et o'. S’il existe
— un isomorphisme de groupes de Lie ¢ : G — G’
— un difféeomorphisme analytique réel ¢ : X — X'



tels que le diagramme :
GxX ———X

| |

G'x X' X'

soit commutatif, on dit que ces deux géométries modeéles sont, isomorphes.

Structures géométriques Soient V et V' deux variétés munies de (G, X)-structures dont les
atlas sont notés par A et A’ respectivement.

Un difféomorphisme local analytique réel f : V. — V' est un (G, X)-difféornorphisme local si
autour de tout point p de V, il existe une carte (U,p) € A, et une carte ¢' € A’ définie sur
U' = f(U) telle que ' o f = g o pour un élement g € G. En particulier une carte de la (G, X)-
structure est un (G, X)-difféeomorphisme local.

FiG. 5: f est un (G, X)-difféomorphisme local

Un (G, X)-difféeomorphisme local f est un isomorphisme de (G, X)-structures si f est un difféo-
morphisme.

1.4 Exemple
Géométrie affine

La géométrie affine est la géométrie modeéle donnée par l’action du groupe G = R™ x GL,(R)
sur R"® ou :
(a,B)(xz) = a+ Bz
pour ¢ € R*, B € GL,(R).
Remarque : Il est clair que la géométrie euclidienne est “contenue” dans la géométrie affine.

En général, on voit que pour toute géométrie modeéle (G, X), si H C G est un sous-groupe de Lie
de G dont laction sur X est transitive, alors (H, X) est une autre géométrie modele.

Géométrie affine sur le tore

On a vu qu’on pouvait munir le tore d’au moins une structure géométrique euclidienne, ce qui
induit évidemment une structure affine puisque la géométrie euclidienne est une sous-géométrie de
la géométrie affine.



Mais on peut également munir le tore d’une structure affine non-isomorphe a la structure eucli-
dienne décrite ci-dessus par 'atlas Aj;.

En tant que variété analytique réelle le tore peut aussi étre construit comme suit : considérons
un quadrilatére quelconque ABCD dans le plan. On identifie les segments AB et DC par une
transformation affine préservant l’orientation de R? envoyant A sur D et B sur C, et les segments
BC et AD de méme. Si les transformations choisies commutent, on peut voir qu’on a bien une
structure affine.

B

F1G. 6: Le tore affine

En effet les changements de cartes a considérer sont ceux pour les cartes définies au voisinage
de points sur le bord du quadrilatére, donc par notre identification les changements de cartes sont
bien des applications affines. Soit A5 ’atlas maximal correspondant & cette structure affine.

Montrons maintenant que si le quadrilatére Q=ABCD n’est pas un parallélogramme, les struc-
tures affines décrites ne sont pas isomorphes.

Pour qu’on ait un isomorphisme de structures géométriques, il faudrait qu’on ait un difféomor-
phisme analytique réel f : T? — T? tel que pour tout point p, dans un voisinage U de p, il existe
des cartes ¢1 : U — Wy de Ay et ¢ : U — Wy de As, telles que : ¢y 0 f o (bfl soit un élément g
de G =Aff (R?).

Soit p € T2. Toute carte de A; définie au voisinage de p peut s’étendre en une carte définie sur
le tore privé de deux lacets 1,72, par un découpage adéquat de T2. Donc sans perte de généralité
on aura ¢; : T? — {y1,72} —]0,1[x]0, 1[.

De méme comme f(p) appartient au complémentaire de {f o y1,f o 72}, on peut réaliser le
découpage correspondant sur le tore affine et on peut supposer par analyticité ¢o : T> — {f o7y, fo

72} = Q.

Maintenant si localement, ¢» o f o ¢+ = g, par analyticité des deux fonctions elles sont égales
sur ]0, 1[x]0, 1[. Donc g transforme le carré ]0, 1[x]0, 1[ en un quadrilatére qui n’est pas un parallé-
logramme : g ne peut pas étre affine, on a une contradiction.

Donc ces deux structures affines sur le tore T? ne sont pas isomorphes en tant que (Aff(R?), R?)-
structures.
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2 L’application développante et I’holonomie

De quelle fagon une structure géométrique donne-t-elle des informations sur une variété ? Dans
ce chapitre, nous verrons une maniére possible.

2.1 Quelques notions de base de topologie algébrique

Pour toute précision, on pourra consulter [God]. Dans la suite, E désignera un espace topolo-
gique.

e Un revétement de E est la donnée d’un espace topologique E’ et d’une application continue
f : E" = E telle que pour tout p dans F, il existe un voisinage U de p, un espace topologique
discret F' et un homéomorphisme h : f=1(U) — U x F tel que le diagramme suivant, ot pry
désigne la projection sur la premiére coordonnée, soit commutatif :

UxF

Un tel ouvert U est appelé un voisinage trivialisant de p. Par abus de langage, on dit aussi
simplement que f ou E’ est un revétement de E.

Fi1G. 7: Deux revétements du cercle.

On remarque qu’'un revétement est toujours surjectif.

e Si V est une variété munie d’une (G, X)-structure, et si (V', f) est un revétement de V' avec
V' séparé et séparable, alors f induit une structure de (G, X)-variété sur V', appelée (G, X)-
structure relevée.

En effet, si (Uj, ;) e, est un (G, X )-atlas pour V avec U; des voisinages trivialisants, alors la
famille des restrictions des ¢; o f aux ouverts de f~!(U;) homéomorphes & U; est un (G, X)-
atlas de V'. f est alors un (G, X)-difféomorphisme local.

A Pinverse, si V' est une variété topologique, et si (V' f) est un revétement de V ou V' est une
variété munie d’une (G, X)-structure, on peut munir V' comme le quotient V'/f d’une (G, X)-
atlas en suivant la construction dans 'exemple en 1.1, et f est alors un (G, X)-difféomorphisme
local

e Soit f : E' — E un revétement. Un homéomorphisme v : E' — E' est un automorphisme
du revétement si f(v(p)) = f(p) pour tout p dans E'. L’ensemble des automorphismes du
revétement forme un groupe qu’on appelle groupe du revétement.
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e On appelle homotopie relative une homotopie de chemins qui fixe les extrémités. En fixant
un point p de E, on peut définir 71 (E, p) comme ’ensemble des classes d’homotopie relative
des lacets dans E d’origine p. La composition des chemins induit une structure de groupe sur
71 (E, p). Dés que deux points p et ¢ se trouvent dans la méme composante connexe par arcs
de E, les groupes 71 (E, p) et w1 (E, q) sont isomorphes. Quand E est connexe par arcs on peut
donc parler de 7 (E), qui s’appelle groupe fondamental de E. On dit que E est simplement
conneze quand 7 (E) est trivial.

e Pour n’importe quel variété topologique connexe V', il existe un revétement (V' f) de V,
tel que V' est connexe et simplement connexe. Ce revétement est unique dans le sens que si
(V', f) et (V" g) sont deux tels revétements, il existe un homéomorphisme H : V' — V"' tels
que f = go H. On l'appelle revétement universel de V', et on le note V. B

e Soit V une variété topologique connexe par arcs, et p fixé dans V. Alors I'espace V' des classes
d’homotopie relative de chemins « : [0,1] = V d’origine p, avec 7 : V = V, [a] — «(1), ou
[a] est la classe d’homotopie relative de a, est un revétement universel de V.

F1a. 8: Revétement du cercle par I'espace des classes d’homotopie relative de chemins
d’origine p, homéomorphe au revétement par R.

En associant a [A] € m(V,p) 'automorphisme du revétement 7y : V =V, [a] = [Aa], on
obtient un isomorphisme de groupes entre w1 (V, p) et le groupe du revétement 7 : V — V.

2.2 Le théoréme

Soient maintenant V' une variété connexe, munie d’une (G, X)-structure comme au chapitre 1,
7 : V — V un revétement universel, et T" le groupe du revétement 7.

Théoréme 1 (de l'application développante).

Il eziste un couple (D,p) avec D : V — X un (G, X)-difféomorphisme local et o : I' — G un
morphisme de groupes, tels que

VyeT,Vo €V, onaD(y-o)=o0()D() (%).
Ce couple est unique & composition prés par un élément de G : si (D, p) et (D', 0') sont deux tels

couples, alors il existe g dans G tel que D' = g et ¢’ =i, 00, ot iy : h— ghg™" est la conjugaison
avec g.

Définition : On appelle D application développante, o I’holonomie, et son image H = o(T') le
groupe d’holonomie de la structure géométrique.
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Preuve de 'unicité : Supposons qu’il existe deux tels couples, (D, g) et (D', ¢'). Les applications
D et D' sont des (G, X)-diffeomorphismes locaux, donc (voir ch. 1, 1.3) pour tout o dans ‘7, il
existe U, U’ deux voisinages de o, ¢ : U = X, ¢’ : U = X deux cartes de la (G, X)-structure, et
g, g dans G tels que D = gopsur U, et D' = g' o' sur U'.

On peut choisir U et U’ assez petits pour que U = U’ et U connexe. Par définition d’une
1

(G, X)-structure, le changement de cartes ¢’ o ¢~
de G.

1 o(U) — ¢'(U) s’étend alors en un élément g

FIG.9: Sur U=U",ona D' =g ogog 'oD.

Donc au moins localement, on trouve un g dans G' avec D' = go D.
Comme V est connexe, on a en fait partout le méme élément g de G (voir discussion dans 1.2), et
D'=goD sur V.

Maintenant, avec la condition (x) pour (D, g) et (D', ¢'), on obtient

VyeT, Vo eV go(7) - D(o) = o'(7)g - D(o).
Comme D est un difffomorphisme local, il y a donc un ouvert de X sur lequel go(7y) et o'(y)g
coincident, et, par la remarque dans 1.2, ils coincident alors sur tout X. O

Preuve de l’existence : On va chercher a construire I'application développante D. Pour faire
cela, il est utile de se fixer un point py dans V, et d’identifier V' a ’espace des classes d’homotopie
relative de chemins dans V' d’origine py.

Prolongement analytique d’une carte le long d’un chemin

On se fixe aussi une carte (Up, o) autour de pg. Soit « : [0,1] = V un chemin d’origine py. Par
compacité, on peut trouver des 0 = tg < t1 < ... < t,, < tpp1 = 1 tels que ([0, ¢1]) soit contenu
dans Uy, et pour tout 4 dans {1,...,n}, a([t;, t;+1]) soit contenu dans un domaine de carte (U;, ¢;).
On peut supposer que les U; N U;;1 sont connexes. En suivant a, on peut "ajuster" une carte sur
I’autre au sens suivant.

Pour tout 7 dans {1,...,n}, le point a(t;) est contenu dans U;_y et dans U;, et par compatibilité
des deux cartes, il existe g; dans G, tel que ¢; 1 = g; 0 @; sur U; 1 NU;.

Soit 19 = o et soient

Y1r=g10p1:U1 = X,

Y2 =g10g20¢p2: Uz = X,

Yp =0g10¢20...0g, 00, :U, - X.

13



Fi1G. 10: tracer a sur X

0,1 - X

O |1t 2] = Vi © |t i)

Il est facile de montrer que & ne dépend pas du choix des t;, (U;,¢;) pour i > 1, et que &(1)
V—X
[a] = &(1)

qui est un (G, X)-difféeomorphisme local. En effet, sur un voisinage de [«], ’application D coincide

avec g1 © gz © ... 0 gn © Y o T qui, comme composition de (G, X)-difféomorphismes locaux, est un
(G, X)-difféeomorphisme local.

est un prolongement de g o « |jo4,) sur [0, 1].

L’application & : {

est invariant par homotopie relative de a. On obtient alors une application D :

)

Nous avons maintenant un candidat pour "application développante.

Si « est un lacet, alors (U,, 1,,) est une carte contenant py. On peut supposer que U, = Uy,
et que ¢, était égale & ¢y. Le changement de cartes de ¢g & ¥, = g1 0 g2 0 ... 0 g, 0y est une
restriction de I’élément g1 0 g5 0 ... 0 g,, de GG, qui ne dépend que de la classe d’homotopie relative
de a, et qu’on note g4

F1G. 11: Le changement de cartes de @o a 3.
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En identifiant un automorphisme de revétement avec la classe correspondante dans 1 (V, po),

r —ag
on obient une application g : { . Ce ¢ est un morphisme de groupe, et le couple (D, o)

Vel 7 Jla]
satisfait & ().

En effet :

Montrons d’abord () : pour tout v dans I, pour tout o dans V, on a D(y - 0) = o(7)D(c). Si
v correspond & la classe de lacets [A], et si o = [7], alors d’appliquer D a 7 - o revient a prolonger
(Uo, ®o) le long de A, et & prolonger ensuite la carte obtenue autour de pg le long de 7. Or, la carte
obtenue est gry o wo. On a donc bien D(y - o) = D([A1]) = g\ D([A]) = o(y)D(0).

Maintenant on voit aussi que ¢ est un morphisme de groupe : Soient 7, v' dans I'. Pour tout o
dans V on a o(vy)D(0) = D((vy') - o) = o(v)D(y' - o) = o(v)o(v')D(c). Comme D est un difféo-
morphisme local, on a donc coincidence local de o(y7') et o(y)o(v'). Par la remarque en 1.2 donc
o(rY") = e(v)e(v"). O

Exemple : On voit facilement que le groupe d’holonomie du tore euclidien de ’exemple en 1.3
est A.

RZ

S %
S IS
NS

v

Fia. 12: o(vya,) est 7, et o(yx,) est Tu.

Rappelons que le tore héritait sa structure euclidienne comme quotient R? /A. Il est ainsi un
quotient de X = R? par le sous-groupe H de G. En fait, nous verrons que cela est un phénomeéne
plus général.

2.3 Complétude

Soient V' une variété connexe munie d’une (G, X )-structure, 7 : V — V un revétement univer-
sel, et T' le groupe du revétement 7.

Définition : On dit que la variétée V est (G, X)-compléte si son application développante
D :V — X est un revétement (ce qui ne dépend pas du choix de D.)

Exemple : Le tore euclidien est complet. En général par contre, un tore affine n’est pas com-

plet : si dans exemple 1.4 le quadrilatére ABCD n’est pas un parallélogramme, alors I'image de
lapplication développante évite un point de R2. Or, un revétement est toujours surjectif.
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En 2.1, on avait obtenu une stucture géométrique sur ‘7/ [ (qui est homéomorphe & V') tel que
VT et V sont isomorphes comme variétés munies de (G, X )-structures.
Si V est complet, alors D : V — X est un revétement universel de X. Comme X est déja lui-méme
simplement connexe, D est en fait un diffeomorphisme et on peut identifier V' & X tout en préser-
vant leurs (G, X)-structures. De plus, ’holonomie ¢ est alors injectif, et donc H est isomorphe a
[':si A, X sont deux classes de lacets, et si o(A) = o(\'), on obtient avec (%) en posant o = [= py]
que D(X\) = D(X'). Donc A = X, car D est un difféomorphisme.
L’action de H sur X correspond & Paction de ' sur V. Si la variété X/H est munie de la (G, X)-
structure construite comme dans 1.1, alors X/H et v /T sont isomorphes comme variétés munies
de (G, X)-structures.
On vient de montrer la proposition suivante.

Proposition 2. SiV est (G, X)-compléte et si X est simplement connexe, alors les variétés munies
de (G, X)-structures V et X/H sont isomorphes.

Pour des cas importants on a ainsi traduit des problémes géométriques en questions algébriques.
Si (G, X) est une géométrie modéle avec X simplement connexe, afin de trouver toutes les variétés
portant une (G, X)-structure compléte, il suffit de classifier les sous-groupes discrets du groupe de
Lie G.
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3 Classification des géométries modéles en dimension 1

3.1 Introduction

Revenons maintenant a ’étude des géométries modeles. Nous allons démontrer le théoréme
de Sophus Lie, qui donne une classification des géométries modéles (G, X) pour X une variété
analytique réelle de dimension 1 et G un groupe de Lie connexe. Nous verrons qu’il existe 5 telles
géométries.

3.2 Variétés analytiques réelles de dimension 1

La premiére tache dans la classification des géométries modéles est celle de comprendre les
variétés analytiques réelles de dimension 1. On a le résultat suivant (voir [Mil] page 55).
Proposition 3. Les seules variétés analytiques réelles a connexes de dimension 1 (d isomorphisme
pres) sont la droite R, et le cercle R/Z munis de leurs structures analytiques réelles usuelles.

3.3 Passage au revétement d’une géométrie modéle

On peut passer d’une géométrie modéle sur X & une géométrie modéle sur le revétement universel
de X. Il nous faut d’abord montrer quelques résultats sur les groupes de Lie et leur revétement.

Revétements et groupes de Lie

Proposition 4. Le revétement universel G d'un groupe de Lie connexe G admet une structure de
groupe de Lie telle que le revétement G — G soit un difféomorphisme analytique réel local et un
morphisme de groupes de Lie.

Démonstration. Soit G un groupe de Lie connexe, et G Pespace des classes d’homotopie (relative-
ment aux extrémités) des chemins dans G d’origine I’élément neutre.

Si o], [8] € G, on définit, le produit [o] [8] comme la classe d’homotopie du chemin ¢ — «(t)3(t)
d’origine 1. De méme linverse [o] ™" est donné par la classe d’homotopie du chemin ¢ — () L.

On vérifie aisément que le produit [a] [5] ne dépend pas du choix de « et de 3.

Cela donne & G une structure de groupe, et on voit que l'application de revétement

T GG
g g(1)

est un morphisme de groupe puisque 7(gh) = gh(1) = g(1)h(1) = 7 (g)n(h).

Le groupe G est un groupe de Lie : comme 7 est un homéomorphisme local, si on compose
localement des cartes pour G avec 7, on obtient un atlas pour G dont les changements de cartes
sont des diffeomorphismes analytiques réels. Cette structure fait bien de m un diffeomorphisme

analytique réel local et de la multiplication sur G une application analytique réelle.
O

1l nous faut également montrer : B
Lemme 1. Si G est un groupe de Lie conneze, alors 71 (G) C Z(G).

Démonstration. Soit 7 : [0,1] = G un lacet de G basé en e. On a donc que [y] est un élément de
m1(G), et [v] agit sur G (si a est un chemin dans G basé en e, [y] - [a] est la classe d’homotopie du
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chemin basé en e qui parcourt d’abord +, puis «)). Ceci fait de [y] un morphisme de revétement,
c’est-a-dire que le diagramme suivant commute :

a : a
G
ou 7 : G — G est I'application de revétement. Soit g I'image par 7y de €, une préimage de e par

7 dans G. L’élément § (qui est en fait [v] vu comme élément de G) agit sur G par translation &
gauche et alors le diagramme suivant commute

Donc § ! o7 est un morphisme de revétement, or il fixe € donc c’est I'identité (voir [God] page 116,

Cor 6.4). On voit donc que 'action de g par translation & gauche coincide avec 'action de [y] sur
G décrite ci-dessus. Donc 'application
jo—ogl: G =G

T g;ng—l

1 1

coincide avec ’application yo — o™ : G — G on v~ agit de la maniére suivante : si « est un
chemin dans G basé en e, [7*1] - [a] est la classe d’homotopie du chemin basé en e qui parcourt
d’abord v 1, puis a. Donc yo —oy 1 = go—o0g ! est 'identité, d’ou [y] est dans le centre de

G. O

Lemme 2. Tout sous-groupe discret et distingué I' d’un groupe de Lie connexe G est en fait un
sous-groupe du centre de G.

Démonstration. En effet, si k € T et g € G, il existe un chemin ¢ — ¢(t) reliant g & lidentité :
g(t)kg(t)~! est un chemin dans I' donc est constant. Maintenant g(0)kg(0)~! = k, donc pour tout
g dans G, gkg—! = k. Donc k est dans le centre de G. |

On aura aussi besoin des résultats suivants. On peut trouver ce théoréme dans [Gal] (page 31) :
Théoréme 5. Si G est un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G (ce qui implique que H est
un sous-groupe de Lie), alors il existe sur G/H une unique structure de variété analytique réelle
telle que :

1. m: G — G/H est une fibration analytique réelle.
2. L’action de G sur G/H par translation a gauche est analytique réelle.

Remarque. Une fibration sur B de fibre F' est une application continue ¢ : T — B telle que pour
tout b € B, il existe un voisinage ouvert V de b dans B et un homéomorphisme ¢ de V x F sur
0~ (V) tel que le diagramme suivant, o pry désigne la projection sur la premiére coordonnée, soit
commutatif :

VxF o (V)

pr /

v
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On utilisera simplement le fait qu’une fibration avec F discret est un revétement et le résultat ci
dessous, prouvé dans [Mnei] pages 159 et suivantes.
Théoréme 6. Si p : T — B est une fibration, alors :

— tout chemin v : [0,1] — B est relevable avec une condition initiale, c¢’est a dire qu’étant donné
un point x de T, il existe un chemin ~' dans T d’origine x tel que po~' = 7.

— toute homotopie h : [0,1] x [0,1] = B de chemins relative aux extrémités est relevable, c’est-
a-dire qu’étant donné un relévement v' de vy : t — h(0,t), il existe b’ : [0,1] x [0,1] = T une
homotopie de chemins dans T relative aux extrémités telle que h = h' op et v' : t — h'(0,1).

Pour ce résultat, on consultera [Hoch](page 94) :

Théoréme 7. Si G est un groupe de Lie et H un sous-groupe normal et fermé de G, alors on peut
munir le groupe G/H d’une structure de groupe de Lie.

Passage au revétement

On se donne une géométrie modeéle (G, X), et p: X' — X un revétement connexe de 2. On peut
construire une géométrie modeéle (G', X') sur X'.
e On fixe un point zj, dans X', on note zp = p(x(). Soit ' un point de X', et 4" un chemin de
zy & ' dans X'. On peut projeter 4’ en un chemin de X par p, en posant v = p o v'. Soit a
un chemin dans G d’origine ’élément neutre, sa classe d’homotopie [a] est un élément de G.
On pose 0 : t — a(t)-v'(t), c’est un chemin dans X d’origine xo. Comme p est un revétement,
par le théoréme 6 on peut relever § en un chemin ¢’ de X' d’origine x,.
L’action de G sur X' est donc donnée par :

GxX' = X'
(o], ) = 4(1)

g(0) =e

F1G. 13: Définition de I’action de G sur X'

Quel que soit le chemin 4’ choisi entre z(, et z', les extrémités des chemins 7, § sont respecti-
vement x et g - z donc 'extrémité de ¢’ ne change pas : action est bien définie.

Comme ’analyticité est une propriété locale, et que la structure analytique réelle choisie sur le
revétement d’une variété V le rend localement difféomorphe & V, ’action décrite est analytique
réelle.
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Montrons la transitivité de l’action : soit z{, un point de X' et zy = p(z{), on va identifier X
aG/H ou H = Stabg(xp). En effet on a que G/H est C¥-difféeomorphe & X : par le théoréme
5, il existe une unique structure de variété analytique réelle sur G/H telle que l’action de G
sur G/H soit analytique réelle. Comme G/H est en bijection avec X, on obtient le résultat
voulu. On note p : G — G/H la projection de G sur G/H.

Soit ' un élément de X'. Soit 4" un chemin de z{ &  dans X, posons v = po~’. L’application
p: G — G/H étant une fibration, on peut relever le chemin - en un chemin « : [0,1] — G.
Posons maintenant & : ¢ — «(t)"!. Alors on a :

bov = (e 8(0) ()
= (tm (@)™ ()

Mais a(t) est tel que p(a(t)) = v(t) c’est-a-dire tel que a(t) appartient a la classe & gauche ()
(I'action est la translation & gauche). Donc (a(t)) " 1vy(t) = eq/a = [ro] (le chemin constant
en zo). Donc Pimage de @' par [§] € G est a, (le relevé du chemin constant en zo ¢tant le
chemin constant en zf). Comme on peut trouver pour tout point z' de X’ un point de G qui
envoie z' sur x(), ’action est transitive.

Soit N le noyau de I’action de G sur X' : on pose G = é/N Le groupe G’ est bien un groupe
de Lie puisque N est un sous-groupe fermé de G (voir théoréme 7), et laction de G’ sur X'
est fidéle en plus d’étre analytique et transitive : (G, X') est bien une géométrie modéle.
Pour réaliser 'opération inverse, c’est a dire pour redescendre une géométrie modeéle (G, X)
d’un espace X sur un espace Y admettant un revétement p : X — Y, il suffit que la condition
suivante soit remplie : si z1,z2 € X sont tels que p(z1) = p(x2) alors Vg € G,p(g(z1)) =
Pg(22)).

Alors on peut faire agir G sur Y par g(p(z)) = p(g(x)) pour tous z € X, g € G, et on a une
action bien définie. L’action est analytique réelle, puisque localement p est un difféomorphisme
analytique réel entre X et Y.

Pour la transitivité, si y1 = p(z1), y2 = p(x2) sont des points de Y, il existe g € G tel que
g(x1) = x2 donc g - y1 = p(g - 1) = p(x2) = y=. Donc action est bien transitive.

Pour la fidélité, on quotiente par le noyau de I’action si nécessaire.

Ces deux opérations sur les géométries modeles sont inverses : Si (G, X) est une géométrie
modéle, p : X’ — X un revétement connexe de X, on note (G* = é/N,X’,ah) la géométrie
modele obtenue par relevement comme décrit ci-dessus, ott N est le noyau de I’action de G
sur X'.(Pour simplifier la notation on notera a a la fois I'action de G sur X' et celle de G
sur X' obtenue en quotientant par le noyau).

Si (G, Y, B) est une géométrie modeéle, et p : Y — Z un revétement, on note (G* = G/N’, Z, 3%)
la géométrie modele obtenue par passage a I'espace revétu décrite ci-dessus.

Soient #' € X" et g € G, 7' un chemin entre z}, et z', 7 = poy' sa projection qui est un chemin
entre xy et x. Le point a’* (g, 2) est 'extrémité du relévement du chemin &, donc p(a”(g,z")) =
§(1). Or & = {t = a(g(t),¥(t))} donc p(a”(g,2")) = a™(g,z) = a(g(1),7(1)) = a(g(1),).
Quand on quotiente par le noyau de I’action (les classes d’homotopies des lacets dans G' basés
en l'identité¢), on obtient exactement I’action initiale de G sur X.

Pour l’autre sens, si on a une géométrie modéle (G,Y) et un revétement p : Y — Z, soient
Y,¥0 €Y, 2 =p(y),20 = p(yo) € Z. Soit 7' un chemin de yo & y dans Y, et y son projeté par
p. Pour g un chemin dans G, § = {t — a’(g(t),7(t)) = p(a(g(t),¥'(t))} donc le relevé de §
dans Y est donné par t — a(g(t),v'(t)), et donc a®”(g,y) = a(g,y).

Remarque : Le but de cette construction est de simplifier la classification des géométries
modéles. En effet, il nous suffit maintenant de rechercher toutes les géométries modéles sur
les variétés simplement connexes de la dimension voulue. Toute géométrie modéle (G, X) sur
une variété analytique réelle de cette dimension peut se remonter en une géométrie modele
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(é,f{ ) sur son revétement universel qui est simplement connexe. Pour retrouver toutes les
géométries modeéles, on essaye ensuite de redescendre les géométries trouvées sur les diverses
variétés revétues.

Par le paragraphe précédent, on voit que pour classer les géométries modéles en dimension 1,
il nous suffit de considerer les géométries modeéles sur R.

—~—

Exemple : PSLy(R)
On va appliquer la construction précédente a la géométrie modeéle (PSLa(R), P! (R)). Soit p :

—~—

PSLy(R) — PSLy(R) le revétement universel de PSLa(R)
Examinons le centre de PSLs(R). Tout élément du centre de PSLy(R) est dans le noyau de l’ap-

plication de revétement de PSLy(R) par PSLo(R) puisque le centre de PSLy(R) est trivial. Par le
lemme 1, tout élément du noyau de ’application de revétement, c’est-a-dire tout élément du groupe

fondamental de PSL2(R), est dans le centre de PSL2(R). Donc 71 (PSLy(R)) = Z(PSL2(R)).

On a un homéomorphisme SLy(R) = SO2(R) x SDP, ot SDP» est ensemble des matrices
2 x 2 symétriques définies positives, donné par la décomposition polaire (voir [Mnei] pages 18-20).
Cette décomposition est unique. Comme S P D- est simplement connexe, on peut identifier le groupe
fondamental de SL2(R) et celui de SOz donné par w1 (SO2(R)) = {[t = Romnt|, k € Z} ot R, est
la rotation d’angle a. Donc 71 (SL2(R)) est isomorphe & Z par [t — Ramrt] — m.

On a notre homéomorphisme h : SLy(R) = SO2(R) x SDP,, et h(Id) = (Id,Id), h(-Id) =
(—Id,Id). Soit § : [0,1] = G un chemin dans G basé en l'identité. L’élément [§] appartient &
m1(PSLy(R)) si et seulement si le relevé en Id de § dans SLy(R) est homotope & ¢ — Rymt pour
m € Z. Donc [§] € m1(PSL2(R)) si et seulement si § est homotope & t — Rarmt dans PSLa(R)
pour m € Z. On a l'isomorphisme de groupes :

—~—

0 : Wl(PSLQ(R)) — Z
[t — (R2ﬂ-mt,a(t) ] = m

—~—

Donc Z(PSL>(R)) est isomorphe & Z. Par le lemme 2, on sait que les groupe de revétements

sont des sous-groupes du centre, donc ici les groupe de Lie revétus par PSLs(R) correspondent aux
sous-groupes de Z.

Comme le centre de PSLy(R) est trivial, PSLy(R) = PSL2(R)/Z(PSL2(R)). Tous les groupes

de Lie revétus par PSLy(R) sont de la forme Pﬁjﬂ&)k = Pﬁﬂ&) /kZ avec k € (N—{0}) U {o0}.
(On note PSLy(R), = PSLy(R)). Si I'y est le groupe de revétement associé a py : PSLy(R) —

PSLy(R),, on a alors 0(I'y) = kZ.
On veut maintenant remonter la géométrie modéle (PSLo(R),P!(R)) sur P!(R);, le revéte-
ment d’ordre k de P!(R), qui est homéomorphe & S'. On va voir que le noyau de 'action de

—~—

PSLy(R) sur P1(R); est précisément le groupe 'y et donc que la géométrie modéle qu’on obtient

est (PSLy(R),, P!(R);).
Soit g :[0,1] = PSLy(R). On va noter ¢, : P*(R);, — S! ’homéomorphisme entre P!(R); et St
vu comme le cercle unité dans le plan complexe, et ¢ : P1(R) — S ’homéomorphisme entre P!(RR)

et S'. On peut voir alors que le revétement 7, : P'(R), — P'(R) est tel que ¢p om0 ¢y : 2 +— 2*,
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c’est-a-dire qu’on a
Tk

P} (R), — PY(R)

L

SILSI

Soit ' un point de P'(R)z, et z = e = ¢ (2'). Par souci de simplicité, on omet maintenant
de noter les compositions nécessaires avec ¢ et ¢r. En conservant les notations utilisées dans la
construction ci-dessus, on prend ' : t + e’ Cela nous donne v : t = et puis 6 : t > G(t) - e?*??
et enfin &' : t — (§(t) - e**?)% . Donc action cherchée est donnée par [§] - e = (§(1) - etk?)1/k,

L’élément [§] est dans le noyau de I’action si et seulement si pour tout # dans R, §(1) - e =
etk0+2mi(0)k  Par continuité de I'action, j(#) est constant, donc § est homotope & t + Ray jgt pour
un j € Z.

Maintenant si g : [0,1] = PSLy(R) est tel que [g] est un élément de T'g, on a vu que 0([g]) était
un multiple de k.

Donc
[Ty <= 6([g]) =kjpourunje€Z
= [9]= [t = Rarnji]
Donc les éléments du noyau de I'action de PS/I;?]R) sur P1(R) sont précisément les éléments du

——

groupe de revétement I'y et le groupe de Lie de notre géométrie modeéle relevée est PSLy(R),.

3.4 Groupes et algébres de Lie

Pour la preuve du théoréme de Sophus Lie, nous allons avoir besoin de quelques résultats sur les
groupes et les algébres de Lie. Mais d’abord, un rappel sur des notions de géométrie différentielle
dont on pourra trouver une exposition plus compléte dans [Spi].

Espaces tangents et dérivées Soit V une variété analytique réelle, en tout point p de V on
définit l’espace tangent ¢ V en p par

T,(V) ={v:]—€,e[= V pour un €| v est C’et v(0) = p}/ ~

ou ~ est la relation d’équivalence définie par : y; ~ 5 si et seulement s’ il existe une carte ¢ : U — W
définie au voisinage de p telle que (¢ o v1)'(0) = (¢ 0 72)'(0).

On note TV = U,y Tp(V) Uespace tangent de V.

Si f:V — V' est une application analytique réelle entre deux variétés analytiques réelles, si
p€ X et f(p) =q €Y, on pose

Dy(f) = Tp(V) = Ty(V')
[ = [den]
C’est la dérivée de f en P.
Définition : Une algébre de Lie réelle est un R-espace vectoriel g muni d’une application bili-

néaire antisymétrique [.,.] : g X g — ¢, qu’on appelle le crochet de Lie, qui vérifie 'identité de
Jacobi : [W,[Y, Z]| + [Y,[Z,W]] + [Z,[W, Y]] = 0 pour tous W, Y, Z dans g.
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Exemples :

1. L’algebre de Lie gl,,(R) est I’espace vectoriel des matrices n x n a coefficients réels (donc son
ensemble sous-jacent est M, (R)) muni du crochet de Lie [V, Z] =Y Z — ZY
L’algebre de Lie sl,(R) = {Y € gl,,(R)| tr(Y) = 0} est une sous-algébre de Lie de g, (R).

2. Soit V une variété C*°, une dérivation sur V est une application linéaire d : C*(V,R) —
C>®(V,R) qui vérifie d(fg) = fd(g) + d(f)g-
L’espace vectoriel des dérivations sur V' est noté D(V), il est muni d’un crochet de Lie par
[dl,dg] = d1 o d2 — d2 0d1.

3. Soit V une variété C°°, on appelle un champ de vecteurs C* une application C*® X : V — TV,
ou TV est l'espace tangent de V, telle que Vp € V, X (p) € T,(V'), ot Tp(V) est espace tangent
a V en p.On notera indifférement Y (z) ou Y, la valeur du champ de vecteurs Y au point z.
On note I'(V') I'espace vectoriel des champs de vecteurs C* sur V.
Il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels entre I'(V) et D(V'), donné par

¢ : D(V)—=>DV)
Y — ([,y fe («75 = Dacf(Yac))

Par transport de structures, on peut alors munir I'(V') d’une structure d’algebre de Lie, en po-
sant [V, Z] = ¢~ ([#(Y), ¢(Z)]), c’est-a dire que [Y, Z] est le champ de vecteurs correspondant
& la dérivation Ly Lz — Lz Ly .

4. Algébres de Lie d’un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie, g = T.G son espace tangent en e. On va définir le crochet de Lie sur
g de deux maniéres différentes, mais équivalentes.

Premiére méthode Soit Y un champ de vecteurs sur G. On dit que Y est invariant a
gauche 8’il satisfait
Vge G, VyeG, Y(yg) =D,L,Y(g)

ou L, : g — 7g est la translation & gauche par . On voit qu’'un champ de vecteurs invariant
a gauche est C*.

Un tel champ de vecteurs Y est uniquement déterminé par sa valeur en e. En effet, si g € G,
on aY(g) = D.L,Y(e). Si Y est un élement de g, on note Y le champ de vecteurs invariant a
gauche tel que Y(e) =Y.

On note “T(G) I'espace vectoriel des champs de vecteurs C sur G invariants & gauche. Cet
espace est donc isomorphe a g = T, en tant qu’espace vectoriel.

Ceci nous permet de définir le crochet de Lie sur g par : [V, Z] = [V,Z (e).

Deuxiéme méthode Soit maintenant i, : G — G la conjugation par v, c’est-a-dire que
ir(9) = v97~". On note Ady = D.i, : g — g la différentielle de i, en e. L’application Ad :
G — GL(g) est appelée la représentation adjointe de G, c’est un morphisme de groupes de
Lie.

Enfin on note ad : g — gl(g) la différentielle de Ad en e. L’espace GL(g) étant un groupe de
Lie (voir exemple 1), on peut bien définir son algébre de Lie gl(g), dont les éléments sont les
applications linéaires de g dans g.

On définit maintenant le crochet de Lie sur g par [Y, Z] = adY (Z) pour tous Y, Z dans g.
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On peut montrer que l'algébre de Lie de GL,(R) est gl,(R) et celle de SLy(R) est g, (R)
(voir [Mnei] page 68).
On admettra la proposition suivante (pour une preuve, voir [Spi]) :

Proposition 8. Les espaces g et “T'(G), munis de leur crochets de Lie respectifs, sont des
algébres de Lie et l'application

g = T(V)
Y=Y
est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Nous admettrons les résultats suivants sur les algébres et les groupes de Lie. On peut trouver
leurs preuves détaillées dans [Spi| et [Hoch].
Proposition 9. Soient G, G’ des groupes de Lie d’algébres de Lie respectives g, g'.

1. Si ¢ : G — G est un morphisme de groupes de Lie, alors De¢ : g — ¢’ est un morphisme
d’algébres de Lie.

2. Si b est une sous-algébre de Lie de g, alors il existe un groupe de Lie connexe H, unique d
isomorphisme pres, s’injectant dans G par un morphisme de groupes de Lie 1 : H — G tel que
D.v: D.H — b soit un isomorphisme d’algébres de Lie.

3. Si g est une algébre de Lie de dimension finie, elle est isomorphe a l'algébre de Lie d’un certain
groupe de Lie.

4. Sig est isomorphe a g’, alors G est localement isomorphe a G’, c¢’est-a-dire qu’il existe des voi-
sinages ouverts U et U’ de I’élément neutre dans G et G’ respectivement, et un difféomorphisme
h:U — U' tels que :

- siz, y et xy sont dans U, alors h(xy)= h(z)h(y).
~siz’, y et x’y’ sont dans U’, alors h='(zy) = h= (z)h~1(y).
~ siz et x~! sont dans U, alors h(z)™! = h(z™?)

5. Si G et G’ sont localement isomorphes, alors leurs revétements universels respectifs sont iso-
morphes.

3.5 Reéduction du probléme de classification

On a vu qu’il nous suffisait de rechercher les groupes de Lie connexes agissant de maniére
analytique réelle, transitive et fidéle sur R. On peut maintenant voir qu’il suffit pour cela de trouver
toutes les paires (G, H) ou G est un groupe de Lie connexe, H un sous-groupe fermé de G tel que
Nyec 9Hg™" = {e} et G/H est C* diffeomorphe a R. En effet si (G,R) est une géométrie modele,
soit H le stabilisateur de 0, on a :

— H est un sous-groupe fermeé de G, la propriété ¢g(0) = 0 étant clairement fermée.

— Comme 'action de G sur R est fidéle, I'intersection des stabilisateurs des points de R ne

contient que I'identité, donc ﬂgeG gHg ' = {e}.

— G/H est C¥-difféeomorphe a R : par le théoréme 7, il existe une unique structure de variété
analytique réelle sur G/ H telle que 'action de G sur G/H soit analytique réelle. Comme G/H
est en bijection avec R, on obtient le résultat voulu.

Inversement, si on a un couple (G, H) satisfaisant ces propriétes, 'action de G sur G/H par

multiplication (g1 (g2H) = (g192)H) est analytique réelle par le théoréme 7, fidéle par la condition
Nyec 9Hg™" = {e} et transitive.
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3.6 L’application 7,

Soit un couple (G, H) avec G groupe de Lie, H sous-groupe fermé de G et ﬂgeG gHg™! = {e}.
On note 7 : G — H\G la projection canonique, et g l’algébre de Lie de G. On suppose que dim
H\G > 1.

On va définir une application 7, : g — I'(T(H\G))

Remarque. Si f : V — V' est un difféomorphisme analytique et Y un champ de vecteurs sur V,
on peut définir un champ de vecteurs f.Y sur V’ par

[Y (W) =Dy FY(fH(V')))

Mais si f n’est pas inversible, cette opération n’est pas en général possible.

L’application exponentielle Soit Y un élément de g. Soit Y le champ de vecteurs invariant
gauche correspondant a Y. L’équivalent du théoréme de Cauchy-Lipschitz (voir [Gal] page 27) sur
une variété analytique réelle et pour des champs de vecteurs invariants & gauche montre qu’il existe
une unique application analytique réelle )Y : R x G — G telle que

06" (1,9) = ¥ (6(1,9))

On pose alors expY = 1/1’7(1, e). C’est la valeur au temps 1 de la courbe intégrale de Y passant
par e.
Propriétés :
1. L’application exp : g = G est C* et c’est un difféeomorphisme local au voisinage de e.
2. La dérivée en 0 de exp est l'identité. Autrement dit on a Dgexp = Idy.

On trouvera la démonstration de la premiére propriété dans [Hoch] page 80. Montrons la deuxiéme.
On va d’abord voir que exp(sX) = ¢ (s, e). En effet, posons p,(t,g) = X (st,g). On a

O rltrg) = 5o (st,9)

= sX(¥(st,9))
SX(‘ps (t: g)

Par unicité de la solution a cette équation différentielle, on a ps(t,9) = wﬁ. Donc exp(sX) =
ps(1,e) =X (s,e).

Maintenant
e X) —exp0
DoexpX = lim SREX) —exp0
s—0 S
X _
o P e
s—0 S
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Définition et propriétés de 7, On pose maintenant
. : g— ST(T(H\G))

d
Y—»nmnY:Hgw— (—Hg exp(tY))

dt

le=0
Lemme 3. L’application m, : g — “T(T(H\G)) est un morphisme d’algébres de Lie.

Démonstration. Commencons par montrer la formule suivante :

Vg € G: (,/T*Y)W(g) = DQW(Y!]) (-I-)

(Cette formule montre qu’en fait . correspond a la formule classique du transfert d’un champ
de vecteurs par un difféomorphisme C*“, bien que 7 lui méme ne soit pas un difféomorphisme
analytique réel).

Ona:

d
(MY )r(g) = pr (71' o Ly(exp tY)|t=0)

d
= Dexpo(moLy)o E(exp tY)|t=o

= D.(moLy)oDyexp(Y)

= Dc(moLy)(Y) car Doexp = Id,
= Dy (om0 DeLy(Y)

= Dyn(Yy)

Donc si f € C*(H\G,R), L.y (f) € C*°(H\G,R) est donnée par :
Lry(f)(7(9) = D) f(mY)r(g))

= Dﬁ(g)f(DgW(?g))
= Dg(fow)(?g)
= Ly(fom)(g)
Donc on a
(LasyoLla,z—LrzoLmY) (f)orn(g)
= Loy (Lr.z(F))(7(9) = L. z(Lr.v(f)(7(g))
= Ly (L, ( )om)(m(g)) = Lz(Lr.y (f) om)(m(g))
= Ly (Lz(fom)(g) —Lz(Ly(f om))(g)
= E[y Z](f 07")(9)
= ‘C[YZ]( m)(g

)
= ﬁm[YZ]( )om(g)

Donc 7, est un morphisme d’algébres de Lie. O
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Lemme 4. L’application w,. est injective.

Démonstration. SoitY € gtel que m. = 0. Alors 'application ¢ — HgexptY = HgexptoY exp(t—
to)Y a pour dérivée 0 en t = to, donc elle est constante. Comme elle vaut Hg en ¢ = 0, on a donc :

Vg € G, HgexptY = Hg < exptY € g 'Hg
Comme (),c; gHg™' = {e}, on a donc ¥ = 0. O

Lemme 5. Pour tout point z de H\G, il eziste un élement Y de g tel que 7Y () # 0

Démonstration. Comme 7 : G — H\G est une submersion, 'application D.7 : TyG — Tuy(H\G)
est surjective. On sait que dim H\G > 1 donc il existe Z € TG tel que Tym(Z) # 0. Si1Y =
DyL,-1 € G,alors Yy = Z et (1Y )y = Dyn(Y,) # 0. O

Lemme 6. Soit Y un élément de g, alors m,Y s’annule en He si et seulement si Y est un élément
de l’algebre de Lie by de H.

Démonstration. L’application 7 : G — H\G est une submersion et ker D.m = . Comme (7,.Y) e =
D.n(Y), le résultat suit. O

3.7 Passage des groupes de Lie aux algébres de Lie

Nous avions réduit notre probléme a la classification des paires (G, H) avec G groupe de Lie, H
sous-groupe fermé satisfaisant la propriété ngEG gHg ! = {e} et G/H C¥-diffecomorphe & R.

Soit (G, H) un tel couple. Les variétés G/H et H\G sont clairement C¥-difféeomorphes dans
R, donc H\G est C¥-difféeomorphe & R. Donc on peut trouver ¢ : U — V un difféeomorphisme
analytique réel d’un voisinage U de e dans H\G dans un voisinage V de 0 dans R tel que ¢(He) = 0.

On obtient donc une application

v«  D(TU)—=ID(TV)
X = (y = Dep(X 1))
qui est un isomorphisme d’algébres de Lie.
Elle a la propriété que ¢.Y (0) = 0 si et seulement si p(He) = 0.

En composant avec notre application 7., on a un morphisme injectif d’algébre de Lie donné
par :

prome : g—T(TV)
Y = ¢ (m.Y)

Donc A = ¢.(m.(g)) est une algebre de Lie de dimension finie de champs de vecteurs C> sur R.
De plus, on sait que ¢, o7, (h) est la sous-algebre de Lie de A formée par les champs de vecteurs
s’annulant en 0; en effet

b o (X)(0) =0 <= m(X)(He)=0
= Xep

par le lemme 6.

En résumé, on cherche & trouver les algébres de Lie de dimension finie de champs de vecteurs
C* sur R. Ensuite les sous-algébre des champs de vecteurs s’annulant en 0 correspondront aux
algébre de Lie du groupe H.

C’est, précisement le résultat auquel parvient le théoréme suivant, qui peut étre considéré comme
une version infinitésimale du théoréme de Sophus Lie, puisqu’il réalise une classification des algébres
de Lie susceptibles de correspondre au groupe de Lie d’une géométrie modéle sur R.
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3.8 Théoréme “local” de Lie

Ce théoréme ainsi que sa preuve proviennent de [Ghy].
Théoréme 10. Si A est une algébre de Lie de champs de vecteurs C™ sur R de dimension finie,
et s’il existe X € A tel que X(0) # 0, alors il existe p : W — R un difféomorphisme analytique réel
défini sur un ouvert W de R contenant 0 tel que :

oo (An) = B i= {Pa) 2

— ,PeR[z], deg(P) <k
5ep., P € Rl deg(P) <)

pour k =0,1 ou 2
N.B. : ¢, (A}, ) == {o. (X|w) : X € A}

Démonstration. Soit Y € A ne s’annulant pas en 0. Comme Y (0) # 0, le flot 1(t) = ¢, (0) du
champ de vecteurs Y avec ¢(0) = 0 est un C“-difféomorphisme sur un voisinage U de 0. On note

. o oY o 0
 son inverse. On a Di(z) - Frele v Y (¢(x)). Donc 1/1*% =Y et donc p,Y = e
Soit A" = ¢, (A},), qui est une algébre de Lie de dimension finie, de champs de vecteurs

0
sur U = (W) C R et qui contient e Les éléments de A’ sont de la forme u(z)—=—. Comme
x

Oz

0 0 , o ., , L . ) .

8—,u(a:)a— =u (:r)a—, I’espace A’ est stable par dérivation qui est donc un opérateur linéaire
x x x

sur A'. Les itérés de cet opérateur sont linéairement dépendants puisque A’ est de dimension finie.

Donc tous les éléments de A’ vérifient une certaine équation différentielle d’ordre n & coefficients

constants.
Donc si u(a:)a— € A, comme u est C elle admet un développement de Taylor autour de 0.
z

Supposons que u(x) est choisi dans A’ pour maximiser le degré du développement de Taylor autour
de 0. Ce degré est borné par 'existence de I’équation différentielle trouvée plus haut : une fonction
satisfaisant une éqution différentielle de degré n ne peut avoir un développement de Taylor de degré
plus grand que n puisque ’équation est satisfaite également par le développement de Taylor.

Soit a;x’ + ... + ag le développement de Taylor de u autour de 0.

On a
0 0 0 0
(@) g (@) 5| = ule)u(2) 5 — (@) 5
= i(i —2)a?2?"% — i%a?2?? + des termes de plus petit degr
Donc i < 2.

Maintenant si on considére application j : A" — By qui & un champ de vecteurs de A’ associe
son développement de Taylor en 0 & l'ordre 2, on voit que c’est un morphisme d’algébres de Lie,
injectif par ce qui précéde.

L’opérateur linéaire

ad3£: A = A

Oz
0 [0 [0
Z ==, =, |=,Z
{8:6’ [83:’ {83:’ ”]
est nul car son image par j ’est. Donc la dérivée d’ordre 3 de tout élément de A’ est nulle, donc si
on regarde au voisinage de zero, les élements de A’, uniquement déterminés par leur développement

de Taylor a ’ordre 2, sont des polynémes de degré inférieur ou égal a 2.
O
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3.9 Etude des algébres B;
On note B la sous-algebre de By, des champs de vecteurs s’annulant en 0.

0
On a By = {(¢+ 2az — be)% 1a, b, ¢ € R}. Le crochet de Lie est donné par

0 0
{(c+2am bx )8m’(f+2dm exr )8:6}

= <(c+2ax—bx2)a%> ((f+2da;—ex2)a%> - ((f+2da:—ea:2)(%> <(c+2ax—bx2)a%>
2 ((c+ 2az — bz®)(d — 2ex) — (f + 2dz — ex®)(a — 2bz)) 9

ox
= 2((cd—af) + z(bf — ce) + z*(bd — ae)) 81
i
Maintenant si on considére ’algébre de Lie sl3(R) = { Z _ba : a, ,b,c€R}, oule crochet de

Lie est deéfini par [A, B] = AB — BA, on voit que l'isomorphisme d’espaces vectoriels

Bl — 5[2 (]R)
0 a b
2
(¢ + 2ax + bz )% — <c —a)

est un isomorphisme d’algébres de Lie. En effet,

a b d e _ (ad+Dbf ae—db ad+ce bd—ae
Kc —a>’<f —d>] - (cd—af ce—l—ad)_(af—cd bf—l—ad)
_ bf —ce  2(ae — db)
- (2(cd—af) ce —bf )

0
On en déduit que By = {(c + Qam)a— :a, ¢ € R} est isomorphe & la sous-algébre de Lie
T

0

a 0 :a, ¢ € R}. On voit aisément que By = R=—. On voit également que BY est isomorphe

¢ —a ) g 2
- z

a lalgebre de Lie {(g _ba> :a, ¢c € R}; et que BY est isomorphe & I’algeébre de Lie {<8 _Oa> :
a, ¢ € R}.

3.10 Théoréme de Sophus Lie

Théoréme 11. A isomorphisme prés, les géométries modéles de dimension 1 dont le groupe de Lie
G est conneze sont :
— laction de G = R sur X = R par translation
— laction de G = R/Z sur X = R/Z par translation (il s’agit en fait de la géométrie sphérique)
— laction du groupe affine G = Affo(R) = R x R} sur X =R par x — a+ bx ou (a,b) € G

——

— laction du revétement d’ordre k de PSLy(R), noté PSLy(R),, sur le revétement d’ordre k de
PY(R), homéomorphe a X =S, pour k € N — {0}.

— Daction du revétement universel de PSLo(R), noté PSLa(R), sur le revétement universel de
PY(R) homéomorphe a R.

—_~—
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Démonstration. Nous allons commencer par étudier les géométries modéles sur R.

Par les résultats des sections précédentes, si (G, H) est un couple avec G groupe de Lie connexe
H sous-groupe fermé satisfaisant la propriété ﬂg € GgHg™! = {e} et G/H diffecomorphe a R, les
algebres de Lie respectives g et h de G et H sont isomorphes a By, et Bj pour k =0, 1, ou 2.

(Ici BY est 'ensemble des champs de vecteurs dans By, qui s’annulent en 0).

0
Si k=0 : L’algébre de Lie By = ]Ra—, et B) = 0. Donc g = R et h = {0}.
x
Par la propriété 4 du théoréme 9, G est connexe et localement isomorphe & R, donc son revéte-

ment universel est R. Donc G = R ou G = S'. Or H est discret, et G/H est simplement connexe.
Donc G est simplement connexe. D’ou G = R, et H = {0}.

Si k=1 : L’algébre de Lie g est isomorphe & {(Z —0a> :a, c € R}.

Considérons le groupe de Lie Affo(R) = R x Ry, des transformations affines de R. Soit a son
algeébre de Lie : on représente les éléments de a par des couples de réels. Soit (2a,b) € a : le champ
de vecteur invariants & gauche lui correspondant est donné par : X(y4,) (¢, A) = (A2a, Ab) puisque
Lt ») : z =t + Az. La dérivation correspondant & ce champ de vecteurs est

0 0
O2ap)  f + 2aya—£ + bya—;;

0
On trouve que le crochet de Lie est donné par [9(24,5),02¢,a)] = 2(bc — ad)%, ce qui montre

que I'isomorphisme d’espaces vectoriels :
a —» B;
b+ 2ax)a% > (“b‘ _Oa>
est un isomorphisme d’algébres de Lie. Ceci montre également que le sous-groupe connexe (unique

par la proposition 2 du theoréme 9) de Affy d’algébre de Lie isomorphe a {(8 _Oa> ta, c € R}

est le groupe des homothéties Ry, .

Les groupes de Lie Affy et G ayant des algébre de Lie isomorphes sont localement isomorphes.
Comme Affy est simplement connexe, c’est le revétement universel de G. Soit T' le groupe du
revétement, : ¢’est un sous-groupe discret, et distingué de G, puisque par le théoréme 4 I’application
de revétement est un morphisme de groupe de Lie.

Par le lemme 2, tout sous groupe discret et distingué d’un groupe de Lie connexe est un sous-
groupe du centre Z(@). Le centre de Affp(R) étant trivial, on a G = Aff,.

Soit Hy la composante connexe de e dans H. Le sous-groupe Hy est normal dans H. Par le
théoréeme 7, G/Hy — G/H est une fibration, et comme H/Hj est discret, c’est un revétement de
groupe de revétement H/Hy. Comme G/H est simplement connexe, le revétement est trivial donc
H = Hy donc H est connexe.

Donc H = Ry...

Si k=2 : L’algebre de Lie de G est isomorphe a sly(R), donc G est localement isomorphe a
SLy(R), donc & PSL2(R) puisque SL2(R) est un revétement de PSLy(R). Donc le revétement

—~—

universel de G est PSL2(R).
Le sous-groupe B de PSLs(R) correspondant aux matrices triangulaires supérieures est fermé

et simplement connexe, et d’algébre de Lie isomorphe & {<8 _ba> :a, b € R}. On note encore B

—~—

son relevé dans PSLy(R),,.
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——

Si k # oo, PSLy(R), a le type d’homotopie du cercle puisque c’est un revétement a 'ordre k de

PSLy(R) ~S' x R? et que le revétement & l'ordre k de S* est S'.
Le sous-groupe B < PSLy(R), est distingué, contractible donc simplement connexe. Si H est tel

que Hy = B, l'application PSLy(R),/B — PSL2(R),/H est une fibration de groupe H/B discret

donc c’est un revétement. Comme PSLy(R), /H est C¥-difféomorphe & R donc simplement connexe,

le revétement est trivial. Mais PSLy(R), /B n’est pas simplement connexe, on a une contradiction.

Donc k = oo et (G,H) = (PSL2(R), B).

Maintenant que nous connaissons les géométries modeéles sur R, nous pouvons en déduire les
géométries modeéle sur S'. Soit 7 : R — R/Z ’application de revétement de R sur le cercle.

Pour G = R agissant par translation sur R, on a bien la propriété requise pour pouvoir redes-
cendre une géométrie modele sur un espace revétu : si ¢, y € R, ¢t € R, 7n(z) = 7(y) implique
m(t 4+ =) = w(t + y). Le noyau de l’action par translation de R sur R/Z est Z, donc on obtient une
géométrie modele (R/Z,R/Z).

Pour G = Affy agissant sur R, cette propriété n’est pas satisfaite : (0,3/2) € Affy, on a 7(0) =
(1) mais 7((0,3/2)0) = 0 # 7((0,3/2)1) = 3/2. On n’obtient donc pas de géométrie modéle sur
St

La géométrie modéle donnée par G = PSLy(R) agissant sur R est précisément le relevé au
revétement universel de action de PSLy(R) sur P!(R). Comme les espaces revétus par R sont des

—~—

revetements a I'ordre k de P1(R) les géométries modéles obtenues en descendant I'action de PS Ly (RR)
sur R sont les géométries obtenues en relevant ’action de PSLo(R) sur P*(R) au revétement d’ordre

k (pour tous k > 1). On a vu plus haut que les géométries obtenues sont alors les (PSL>(R),,S").
Ceci conclut la preuve. O
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