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Chapitre 1

Le modèle

1.1 Motivations

Plongez une grosse pierre poreuse dans l'eau. Le entre de la pierre est-il mouillé ? C'est en

voulant modéliser de manière simple e problème que Broadbent et Hammersley introduisent en

1957 le modèle de perolation. L'idée est simple : on modélise la pierre par le réseau Z
2
, les anaux

par lesquels peut passer l'eau sont représentés par des arêtes liant les points du réseau, le modèle

hoisi est don elui d'un graphe non orienté in�ni. Plus exatement, on déide que l'eau peut

s'éouler si le anal onsidéré est ouvert et ne peut s'éouler si e dernier est fermé. Ce modèle

s'aompagne d'un aspet probabiliste. On délare un anal ouvert ave une probabilité p �xée.

Répondre au problème initial revient don à étudier la question suivante : existe-t-il dans e modèle

de graphe aléatoire de � grandes � omposantes onnexes ?

Le modèle de perolation est le point de départ de nombreuses questions. Que se passe-t-il lorsque

l'on ommene à modi�er le paramètre p intervenant dans le modèle ? Il semble intuitif que si l'on

augmente la probabilité qu'une arête soit ouverte, on augmente aussi la probabilité de trouver de

grandes omposantes onnexes. Ce point sera étudié dans la suite ave l'introdution d'un phé-

nomène ritique. Une autre voie de reherhe est de s'intéresser, lorsque ela fait sens, à la taille

moyenne des omposantes onnexes d'un point donné. On peut aussi étudier leur forme et observer

l'évolution de es résultats lorsque l'on modi�e les paramètres du modèle.

Plus onrètement, l'intérêt du modèle est sa simpliité. Comme nous allons le voir, sa onstrution

n'est pas ompliquée mais permet ependant de modéliser des situations physiques très onrètes

(voir exemples i-dessous). De plus, une des rihesses du modèle réside dans la simpliité de l'énoné

des questions qu'il soulève. Ces questions simples dans leur formulation demeurent ependant ex-

trêmement di�iles à étudier. Nous verrons dans la suite un exemple de l'une de es questions,

onsidérée enore aujourd'hui omme le � Graal � de tout perolationiste : l'étude de la perolation

ritique en dimension 3.

On donne maintenant quelques exemples de situations physiques onrètes dans lesquelles le mo-

dèle de perolation apparaît. Ces exemples utilisent ertains onepts présentés dans les hapitres

qui suivent.

- Ferromagnétisme :

Un des phénomènes ritiques les plus étudiés en physique est le ferromagnétisme. On plae un

éhantillon d'un métal � approprié � dans un hamp magnétique et on observe l'évolution des

propriétés de magnétisme du métal lorsque l'on modi�e le hamp extérieur. Supposons que l'on

ommene par augmenter le hamp extérieur d'un hamp nul jusqu'à une valeur donnée puis qu'on

l'annule progressivement après. Si la température est su�samment élevée, le métal ne onserve

pas de propriétés de magnétisme alors que pour des températures su�samment faibles on observe

une persistane de ertains e�ets magnétiques dans le métal même après inhibition des hamps

extérieurs. On peut mettre en évidene l'existene d'une température ritique appelée tempéra-

ture de Curie et notée TC et marquant la frontière entre les deux phénomènes dérits i-dessus :

l'existene ou non d'un magnétisme � spontané � dans le métal. Le modèle mathématique le plus
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ouramment utilisé pour dérire e phénomène est le modèle d'Ising. Il ne s'agit pas ii de dérire

ave préision e modèle mais plut�t de voir en quoi il est lié au modèle de perolation. Dans le

modèle d'Ising sur le réseau Z
d
, haque sommet (les spins) de Z

d
est dans un des deux états 0 ou

1. Une on�guration est la donnée d'une suite ω = (ω(x))x∈Zd où ω(x) ∈ {0, 1} représente l'état du
point x ∈ Z

d
. Ce modèle omporte un paramètre d'interation des spins, souvent noté J . Lorsque

e paramètre est nul, on est ramené au as de la perolation par site que nous dérirons dans la

setion 1.4.

- Épidémies :

Imaginons la situation suivante, des arbres sont plantés aux points du réseau λZ2
où λ > 0. On

suppose qu'il existe une probabilité p qu'un arbre sain soit infeté par un arbre ontaminé où

p est une fontion de la distane entre deux arbres λ. A�n d'empêher un arbre ontaminé de

transmettre sa maladie à une in�nité de voisins, il est néessaire d'éloigner les arbres de sorte à e

que la probabilité p obtenue passe en-dessous de la probabilité ritique sur Z
2
.

1.2 Le modèle de perolation

Dans e paragraphe, d désigne un entier supérieur ou égal à 1.

On onstruit notre modèle de perolation sur le réseau Z
d
. On ommene par introduire quelques

dé�nitions et notations essentielles.

1.2.1 Constrution de L
d

Dé�nition 1. Un graphe est la donnée d'un ouple (V,E) où V est un ensemble quelonque

représentant les sommets (verties), et E est un ensemble de paires de points de V représentant

les arêtes (edges).

Dé�nition 2. Soit G = (V,E) un graphe. Un hemin dans G est une suite (x0, x1, . . .) de points

de V éventuellement in�nie telle que pour tout i ≥ 0, {xi, xi+1} ∈ E.

Dé�nition 3. On munit Z
d
d'une distane δ dé�nie pour x = (xi)1≤i≤d et y = (yi)1≤i≤d par

δ(x, y) =

d
∑

i=1

|xi − yi|. (1.1)

Par la suite, on notera δ(x, 0) := |x| pour alléger les notations.

On introduit une seonde distane sur Z
d
, issue de la norme ‖.‖ dé�nie par

‖x‖ = max{|xi| , 1 ≤ i ≤ d} (1.2)

pour x ∈ Z
d
. On remarque alors que pour x ∈ Z

d
, on a

‖x‖ ≤ |x| ≤ d‖x‖.

On dé�nit le réseau ubique d-dimensionnel en onstruisant le graphe L
d = (Zd,Ed) où

E
d = {{x, y} , x, y ∈ Z

d
et δ(x, y) = 1}.

Dans le as où δ(x, y) = 1, on dit que x et y sont deux sommets adjaents . Le as éhéant,

on note x ∼ y et l'arête joignant x et y est notée 〈x, y〉. Une arête e est dite inidente en x s'il

existe z ∈ Z
d
telle que e = 〈z, x〉. Dans e qui suit, les lettres u, v, w, x et y désigneront plut�t des

sommets tandis que les lettre e et f désigneront des arêtes.
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Figure 1.1 � Partie du réseau ubique 2-dimensionnel L
2

1.2.2 L'espae de probabilité

On onstruit à présent un modèle de graphe aléatoire à partir de L
d
. Soit p ∈ [0, 1]. On souhaite

onstruire un graphe aléatoire de sommets les points de Z
d
dans lequel haque arête est un élément

de E
d
et existe ave probabilité p, indépendamment des autres. L'univers hoisi est don

Ω = {0, 1}Ed

.

Un élément ω ∈ Ω est appelé une on�guration. Une arête e est dite ouverte (resp. fermée)

dans la on�guration ω si ω(e) = 1 (resp. ω(e) = 0). On munit Ω de la tribu produit F engendrée

par les ylindres de dimension �nie. En�n, on équipe l'espae (Ω,F) de la mesure produit Pp qui

est le produit tensoriel de mesures de Bernoulli de paramètre p. Plus formellement,

Pp =
⊗

e∈Ed

(

(1− p)1ω(e)=0 + p1ω(e)=1

)

=
⊗

e∈Ed

µe (1.3)

où µe est une mesure de Bernoulli sur {0, 1} donnée par

µe(ω(e) = 1) = p, µe(ω(e) = 0) = 1− p.

Si X est une variable aléatoire dé�nie sur (Ω,F ,Pp), on note (sous réserve d'existene) Ep[X ] son
espérane.

Remarque 1. Il existe une relation d'ordre partiel sur les on�gurations de Ω. Si ω1, ω2 ∈ Ω, on
note ω1 ≤ ω2 si

∀e ∈ E
d, ω1(e) ≤ ω2(e).

Si ω ∈ Ω, on peut onsidérer

K(ω) = {e ∈ E
d , ω(e) = 1}.

On a alors pour tout ω1, ω2 ∈ Ω,

ω1 ≤ ω2 ⇔ K(ω1) ⊂ K(ω2).

On omplète à présent la dé�nition 2 ave un peu de voabulaire utile pour la suite. Un hemin

dans L
d
est dit ouvert si les arêtes qui le onstituent sont ouvertes. Deux sous-graphes de L

d
sont
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dits e-disjoints s'ils n'ont auune arête en ommun ; ils sont dit disjoints s'ils n'ont ni arêtes ni

sommets en ommun. Si A,B ⊂ Z
d
, on dit que A et B sont onnetés et on note A↔ B s'il existe

un hemin ouvert joignant un sommet de A à un sommet de B. Dans le as où A = {x} et B = {y},
on note aussi x↔ y. Lorsque x ∈ Z

d
est le point de départ d'un hemin de longueur in�nie, on note

x↔ ∞. On dé�nit aussi le bord d'un ensemble A ⊂ Z
d
, noté ∂A, omme l'ensemble des éléments

de A étant adjaents à un élément de Z
d \ A. Dans toute la suite on utilisera abondamment la

notion de boîte . Une boîte est un sous-ensemble de Z
d
de la forme

B(a, b) =

d
∏

i=1

[ai, bi]
1

(1.4)

où a, b ∈ Z
d
sont tels que ai ≤ bi pour i ∈ {1, . . . , d}. On note aussi si n ∈ N,

B(n) := [−n, n]d = {x ∈ Z
d , ‖x‖ ≤ n}.

En�n, si x ∈ Z
d
et n ∈ N, on note B(n, x) 2 la boîte x+B(n) de �té de longueur 2n et de entre

x.

1.2.3 Les lusters ouverts

Soit ω ∈ Ω une on�guration. Considérons Gω = (Zd,K(ω)) le sous-graphe de L
d
. On appelle

lusters ouverts de ω les omposantes onnexes de Gω . Si x ∈ Z
d
, on note C(x) le luster ouvert

ontenant x. Ave les dé�nitions préédentes on a don

C(x) = {y ∈ Z
d , Il existe un hemin ouvert joignant x et y}.

Dans la suite, C(x) sera aussi vu omme un sous-graphe aléatoire de L
d
dont l'ensemble des arêtes

est déduit du graphe aléatoire dont il est issu. Notons que le modèle développé est invariant par

translation, e qui se traduit par l'invariane par translation de Pp. En partiulier la loi de C(x) ne
dépend pas de x ∈ Z

d
, on s'intéresse en onséquene à un luster typique, elui de l'origine C(0)

(voir �gure 1.1

3

).

O

Figure 1.2 � Exemple de luster C(0) en dimension 2

1. On a noté si α ≤ β ∈ Z, [α, β] = {n ∈ Z , α ≤ n ≤ β}.
2. Il y a un on�it de notation ave (1.4) que l'on règle en prenant la onvention de ne jamais noter 'n' un élément

de Zd
.

3. En trait plein, on trouve les arêtes ouvertes et en pointillés les arêtes fermées.
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1.3 La probabilité de perolation

On introduit à présent l'objet des développements qui suivent : la probabilité de perolation.

L'idée est naturelle, on est parvenu à onstruire un modèle de graphe aléatoire dépendant d'un

paramètre p ∈ [0, 1]. On s'intéresse aux propriétés de e graphe aléatoire lorsque e paramètre

varie. Nous nous onentrons dans la suite essentiellement au omportement de C(0). Que dire

de la probabilité que e luster ontienne une in�nité de points ? En partiulier, observe t-on un

phénomène de transition ?

Dé�nition 4. Nous dé�nissons la probabilité de perolation omme la probabilité que le luster

l'origine ontienne une in�nité de points. Plus formellement, si p ∈ [0, 1], on note

θ(p) = Pp(|C(0)| = ∞) (1.5)

ette probabilité.

Remarque 2. On peut aussi érire

θ(p) = 1−
∑

n≥1

Pp(|C(0)| = n).

On observe failement que |C(0)| = ∞ si et seulement si on peut trouver une suite (xi)i≥0 de

points distints de Z
d
telle que x0 = 0, xi ∼ xi+1 et 〈xi, xi+1〉 est ouverte pour tout i ≥ 0. Cette

remarque permet d'introduire l'ériture, utilisée par la suite,

θ(p) = Pp(0 onneté à ∞) = Pp(0 ↔ ∞).

On démontre à présent un ertain nombre de résultats sur la fontion θ.

Proposition 1. L'appliation

p ∈ [0, 1] 7→ θ(p)

est roissante.

Le résultat i-dessus semble intuitif, plus on � augmente � le nombre d'arêtes dans le graphe,

plus il y a de probabilités qu'un hemin de longueur in�nie de base l'origine existe. La démonstra-

tion rigoureuse de e résultat néessite un peu de travail et sera réalisée dans le hapitre suivant.

On admet provisoirement e résultat.

L'objetif est maintenant de mettre en évidene le phénomène ritique observé par Broadbent

et Hammersley en 1957. On ommene par l'introdution d'une quantité importante dans e qui

suit : la onstante de onnetivité de L
d
.

Dé�nition 5. On appelle hemin auto-évitant de Z
d
un hemin dans L

d
ne passant pas deux

fois par le même sommet.

Proposition 2. On suppose d ≥ 2. Si n ∈ N
∗
, on note cd(n) le nombre de hemins auto-évitants

de Z
d
partant de l'origine de longueur n. On dé�nit la onstante de onnetivité de L

d
, que

l'on note λ(d), de la manière suivante

λ(d) = lim
n→+∞

(cd(n))
1
n .

On dispose de l'enadrement suivant

0 < λ(d) ≤ 2d− 1. (1.6)

Preuve. On ommene par justi�er l'existene de λ(d). Observons déjà que si p, q ∈ N
∗
, alors

cd(p+ q) ≤ cd(p)cd(q).

En e�et, il su�t de voir qu'un hemin auto-évitant de longueur p + q partant de l'origine est la

onaténation d'un hemin auto-évitant de longueur p et d'un hemin auto-évitant de longueur q.
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On en déduit alors que la suite (ln cd(n))n≥1 est sous-additive. Un résultat lassique permet de

onlure que

ln cd(n)

n
−→

n→+∞
inf

{

ln cd(k)

k
, k ≥ 1

}

.

En partiulier omme cd(n) ∈ N
∗
pour tout n ≥ 1, ette limite est positive. On en déduit en passant

à l'exponentielle que λ(d) existe bien et véri�e λ(d) > 0. Il nous reste à établir la majoration de

λ(d). Cette majoration est en fait très grossière. Construisons un hemin auto-évitant de longueur

n ≥ 1 partant de l'origine. On dispose de 2d possibilités pour le plaement de la première arête.

Pour les arêtes suivantes, il su�t de remarquer qu'à haque étape d'ajout d'arêtes, on ne peut pas

prendre la diretion de laquelle on vient : il y a don au plus 2d − 1 possibilités. On vient don

d'établir pour n ≥ 1,
cd(n) ≤ 2d(2d− 1)n−1.

On en déduit immédiatement le résultat voulu,

λ(d) ≤ 2d− 1.

Théorème 1 (Broadbent - Hammersley, 1957). Supposons d ≥ 2. Il existe pc = pc(d) ∈]0, 1[ tel
que

θ(p)

{

= 0 si p < pc
0 si p > pc

Le point pc est appelé probabilité ritique.

Remarque 3. Une question naturelle, évoquée par la suite, onsiste à s'intéresser à la monotonie

de la suite (pc(d))d≥1. Il est assez faile de voir que ette suite est déroissante, e résultat est

montré par la suite, mais la monotonie strite est un peu plus déliate à obtenir. On peut aussi

s'intéresser au alul des probabilités ritiques. Atuellement deux valeurs de pc sont onnues :

pc(1) = 1 et pc(2) = 1
2 . La première s'obtient immédiatement tandis que la seonde demande

beauoup plus de travail. Le alul expliite des probabilités pc est à e jour enore un problème

ouvert. On dispose néanmoins du résultat suivant qui dérit le omportement asymptotique de ette

suite

pc(d) =
d→+∞

1

2d
+

1

4d2
+

7

16d3
+O

(

1

d4

)

.

Lemme 1. La suite (pc(d))d≥1 est déroissante.

Preuve. Soit d ≥ 1. On peut voir L
d
omme un sous-graphe de L

d+1
. Montrons que

pc(d+ 1) ≤ pc(d).

Pour ela, il su�t de voir que si p ∈ [0, 1] est tel que θd+1(p) = 0, alors θd(p) = 0. Or ei est
immédiat : s'il y a perolation dans un sous-graphe de L

d+1
, il y a en partiulier perolation dans

L
d+1

. Don

θd(p) > 0 ⇒ θd+1(p) > 0,

e qui donne la onlusion voulue.

Preuve du théorème 1. On suppose d ≥ 2. On dé�nit pc = sup{p ∈ [0, 1] , θ(p) = 0}. Cette
dé�nition est bien liite par roissane de θ et puisque θ(0) = 0.

⋆ Étape 1 : pc(d) > 0.

Nous allons montrer que θ(p) = 0 si p est su�samment prohe de 0. On introduit pour n ∈ N
∗
,

N(n) = |{hemins ouverts auto-évitants partant de l'origine de longueur n}|.

Un hemin auto-évitant de base l'origine et de longueur n est ouvert ave la probabilité pn. Il vient

alors

Ep[N(n)] = pncd(n).
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En e�et, si l'on note Γn l'ensemble des hemins auto-évitant de base l'origine et de longueur n, on

obtient

N(n) =
∑

γ∈Γn

1{γ ouvert }

don

Ep[N(n)] =
∑

γ∈Γn

Ep[1{γ ouvert }] =
∑

γ∈Γn

pn = pncd(n).

Si 0 ↔ ∞, alors il y a des hemins ouverts de longueur arbitrairement grande partant de l'origine.

Ainsi, pour n ≥ 1,

θ(p) ≤ Pp(N(n) ≥ 1) ≤
∑

k≥1

kPp(N(n) = k) = Ep[N(n)] = pncd(n).

Or, par la proposition 2,

cd(n) =
n→+∞

(λ(d) + o(1))
n
.

En partiulier, si p < 1
λ(d) ,

Ep[N(n)] −→
n→+∞

0

et

θ(p) = 0.

On a don obtenu pc(d) > 0 et même par la proposition 2,

pc(d) ≥
1

λ(d)
≥ 1

2d− 1
.

⋆ Étape 2 : pc(d) < 1.

Compte tenu du lemme 1, il su�t d'établir que pc(2) < 1. On se plae don dans le as partiulier

d = 2. Nous allons établir que θ(p) > 0 si p est su�samment prohe de 1. La preuve repose sur

la notion de graphe dual. Le graphe dual de L
2
est obtenu en translatant les sommets de L

2
via

x 7→ x+
(

1
2 ,

1
2

)

. On note (L2)∗ e graphe. Une arête e∗ du graphe dual est ouverte ou fermée selon

qu'elle traverse respetivement une arête ouverte ou fermée dans L
2
.

Figure 1.3 � Le graphe L
2
(en noir) et son graphe dual (L2)∗ (en vert)
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Supposons |C(0)| <∞. Un résultat non trivial dû à Kesten

4

(voir �gure 1.4

5

) assure alors que

C(0) est entouré par un iruit dans (L2)∗. On proède de manière similaire à e qui a été fait dans

la première étape en omptant le nombre de tels iruits dans le dual. Notons ρ(n) le nombre de
iruits de longueur n dans le graphe dual ontenant à l'intérieur l'origine. Observons que

ρ(n) ≤ ncd(n− 1).

Soit γ un iruit du dual d'intérieur ontenant 0. On note M(n) le nombre de iruits fermés de

e type dans le graphe dual. On a alors,

∑

γ

Pp(γ fermé) =
∑

n≥1

(1− p)nρ(n)

≤
∑

n≥1

(1− p)nncd(n− 1)

= (1− p)
∑

n≥1

n ((1− p)λ(2) + o(1))
n−1

et la quantité de droite est �nie dès que (1− p)λ(2) < 1. De plus, on a

∑

γ

Pp(γ fermé) −→
p→1−

0.

On dispose don de β ∈]0, 1[ tel que

p > β ⇒
∑

γ

Pp(γ fermé) ≤ 1

2
.

Alors, si p ∈]β, 1[,

Pp(|C(0)| = ∞) = Pp(∀n ≥ 1 , M(n) = 0)

= 1− Pp(∃n ≥ 1 , M(n) ≥ 1)

≥ 1−
∑

γ

Pp(γ fermé)

≥ 1

2
.

On a don établi pc(2) ≤ β < 1.

4. Harry Kesten, mathématiien amériain (1931-).

5. Le luster ouvert est représenté en trait plein et le iruit fermé du dual l'entourant est en vert.
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Figure 1.4 � Un luster ouvert �ni de l'origine, entouré par un iruit fermé dans le graphe dual

Corollaire 1. On dispose des résultats suivants :

(i)
1

λ(2)
≤ pc(2) ≤ 1− 1

λ(2)
.

(ii) Si d ≥ 3,
1

λ(d)
≤ pc(d).

Preuve. Le point (ii) a été vu dans l'étape 1 de la preuve du théorème 1. On montre la majoration

dans (i).

Soit p > pc(2). Si m ≥ 1, on introduit

Fm = {il existe un iruit fermé du dual ontenant B(m) en son intérieur}
et

Gm = { les arêtes de B(m) sont ouvertes}.
Observons déjà que es deux évènements sont indépendants ar ils sont dé�nis à partir d'ensembles

d'arêtes disjoints. On reprend les notations de la preuve préédente. On a, si (1− p)λ(2) < 1,

Pp(Fm) ≤
∑

n≥4m

Pp(M(n) ≥ 1) ≤
∑

n≥4m

(1− p)nncd(n− 1).

En partiulier, si m est su�samment grand,

Pp(Fm) <
1

2
.

Observons maintenant le as où Gm a lieu mais pas Fm. Si Fm n'a pas lieu, 'est que l'un des

points du bord de B(m) est onneté à l'in�ni. Si de plus Gm a lieu, alors e point sur le bord est

relié à l'origine et le luster de l'origine est don onneté à l'in�ni. Ainsi,

θ(p) ≥ Pp(Fm ∩Gm) = Pp(Fm)Pp(Gm) ≥ 1

2
Pp(Gm) > 0.
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Il vient alors,

p > 1− 1

λ(2)
⇒ θ(p) > 0.

On a don le résultat voulu,

pc(2) ≤ 1− 1

λ(2)
.

Théorème 2. La probabilité ψ(p) qu'il existe un luster ouvert in�ni véri�e

ψ(p) =

{

0 si p < pc
1 si p > pc

Preuve. Il s'agit d'une appliation de la loi du tout ou rien de Kolmogorov. Notons

A = {il existe un luster ouvert in�ni}.

Observons que A ne dépend pas de l'état d'une olletion �nie quelonque d'arêtes. Par onséquent,

A est un évènement de la tribu de queue des variables aléatoires de Bernoulli assoiés aux arêtes

de E
d
. La loi du tout ou rien assure alors que ψ(p) ∈ {0, 1}. Si θ(p) = 0,

ψ(p) ≤
∑

x∈Zd

Pp(|C(x)| = ∞) = 0.

Si maintenant θ(p) > 0, alors
ψ(p) ≥ Pp(|C(0)| = ∞) > 0

et don ψ(p) = 1.

Théorème 3. L'appliation p 7→ θ(p) est ontinue sur [0, 1] \ {pc}.
On ommene par illustrer e théorème par simulation numérique. Après avoir érit un pro-

gramme simulant un proessus de perolation dans une boîte su�samment grande (en dimension

3), on obtient la �gure 1.5.

1

pc 1
p

θ(p)

Figure 1.5 � Approximation de la fontion θ

11



La ontinuité en pc est enore une question ouverte. Il a néanmoins été démontré que θ(pc(d)) =
0 pour d = 2 et d ≥ 11 6

et il est onjeturé que pour d ∈ {3, . . . , 10}, θ(pc(d)) = 0. La plus grande

avanée vers le résultat a été l'obtention réente de ette onjeture dans le as partiulier d'un

demi-espae de la forme Z
d−1 ×Z

+
. C'est l'objet des développements qui suivent. On démontre le

théorème 3 grâe aux deux lemmes suivant. On suppose dans la suite d ≥ 2.

Lemme 2. p 7→ θ(p) est ontinue à droite sur l'intervalle [0, 1].

Lemme 3 (Van Der Berg - Keane, 1984). p 7→ θ(p) est ontinue à gauhe sur l'intervalle ]pc(d), 1].

Preuve du lemme 2. On ommene par observer que

θ(p) = lim
n→+∞

Pp(0 ↔ ∂B(n)). (1.7)

En e�et, ei provient du fait suivant : il existe un hemin de longueur in�ni partant de l'origine si

et seulement si il existe des hemins de longueur arbitrairement grande partant de l'origine. Cette

remarque étant réalisée, on obtient 1.7 par ontinuité monotone.

L'appliation p 7→ Pp(0 ↔ ∂B(n)) est une fontion polynomiale en p don ontinue, puisque l'évè-

nement {0 ↔ ∂B(n)} ne dépend que d'un nombre �ni d'arêtes. En e�et, une manière d'observer

ei est d'érire, en notant Γn l'ensemble des hemins liant l'origine à ∂B(n),

{0 ↔ ∂B(n)} =
⋃

γ∈Γn

{γ ouvert}

et de aluler ette probabilité en utilisant la formule du rible de Poinaré. De plus, pour tout

n ≥ 1,
Pp(0 ↔ ∂B(n)) ≥ Pp(0 ↔ ∂B(n+ 1)).

Ainsi, θ est la limite (déroissante) d'une suite de fontions ontinues, et don θ est semi-ontinue

supérieurement

7

. De plus, θ est roissante don ontinue à droite.

Preuve du lemme 3. On utilise ii un résultat que nous démontrerons plus tard, l'uniité du

luster ouvert in�ni. Soit (X(e))e∈Ed une olletion de variables aléatoires indépendantes toutes de

même loi uniforme sur [0, 1]. Pour 0 ≤ p ≤ 1, on dé�nit

ηp(e) =

{

1 si X(e) < p,

0 sinon .

On dit qu'une arête est p-ouverte si ηp(e) = 1 et p-fermée si ηp(e) = 0. On note Cp le p-luster

ouvert de L
d
ontenant l'origine. Notons que si q ≤ p, Cq ⊂ Cp. On a

θ(p) = P(|Cp| = ∞)

et

lim
qրp

θ(q) = lim
qրp

P(|Cq| = ∞) = P(|Cq| = ∞ , pour un q < p),

puisque l'évènement {|Cq| = ∞} est roissant en q. Compte tenu de la monotonie de θ, il s'agit de

montrer que

P(|Cp| = ∞ , |Cq| <∞ pour tout q < p) = 0 ∀p > pc. (1.8)

Soit p > pc. Supposons que |Cp| = ∞. Si pc < α < p, il existe presque sûrement un α-luster ouvert

in�ni Iα (onséquene direte de α > pc et du théorème 2) et de plus Iα est presque sûrement un

sous-graphe de Cp puisque sinon il existerait au moins deux p-luster ouverts in�nis. Il vient alors

qu'il existe un hemin p-ouvert ℓ joignant l'origine à un sommet de Iα. Un tel hemin ℓ est de

longueur �nie et haque arête e dans ℓ satisfait X(e) < p de telle sorte que µ = max{X(e) , e ∈ ℓ}
satisfait µ < p. Si β est tel que β ≥ α et µ < β < p, alors il existe un hemin β-ouvert joignant

l'origine à un sommet de Iα. Don |Cβ | = ∞. On en déduit 1.8.

6. L'obtention du résultat dans le as d'une dimension d véri�ant 11 ≤ d < 19 est très réente et utilise une

méthode onnue sous le nom de lae expansion.

7. Voir l'annexe pour une démonstration de e résultat.
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1.4 La perolation par site

La perolation par lien que nous venons d'étudier attahe une grande importane aux arêtes.

Cependant, il existe plusieurs manières de onstruire des modèles de perolation.

Le prinipal onurrent à la perolation par lien est la perolation par site . Nous allons présenter

ii le as de la dimension 2 qui est plus faile à visualiser. Nous utiliserons les dé�nitions qui suivent

lors de la démonstration de 3.2.2. Ce qui suit se généralise sans peine aux dimensions supérieures,

pour plus de détails nous renvoyons à [Gri99℄.

Reprenons le réseau Z
d
préédemment introduit. Dans le modèle de perolation par lien, on

hoisit de bloquer les arêtes. La question naturelle est de se demander e qu'il se passe lorsque

l'on hoisit plut�t de bloquer les sommets : 'est l'objetif du modèle de perolation par site. En

onséquene, la dimension probabiliste du modèle de perolation ne porte ette fois-i plus sur

d'éventuelles arêtes mais sur les sommets. Ainsi, on hoisit un modèle dans lequel les points du

réseau Z
d
sont présents (ou ouverts) ave une probabilité p �xée et e indépendamment les uns

des autres. Formalisons un peu es idées. L'univers hoisi est ii {0, 1}Zd

. La mesure de probabilité

hoisie est également une mesure produit de Bernoulli de paramètre p hoisi dé�nie de manière

analogue à 1.3. La prinipale di�érene entre les deux modèles réside dans la dé�nition des lusters.

On dit qu'il existe un hemin ouvert joignant x, y ∈ Z
d
s'il existe un entier n ∈ N

∗
et des points

x0 = x, x1, . . . , xn−1, xn = y de Z
d
tels que pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}, δ(xi, xi+1) = 1 et tel que

tous es sommets soient ouverts. Un hemin fermé liant deux points de Z
d
est dé�ni de manière

analogue en remplaçant la distane δ par ‖.‖ (dé�nie au 1.2). Dans un hemin fermé on s'autorise

don à lier des points situés sur une même diagonale du réseau. On dé�nit alors le luster d'un

point x ∈ Z
d
par

Csite(x) = {y ∈ Z
d, il existe un hemin ouvert joignant x et y }.

Tout omme préédemment, on peut dé�nir la probabilité θsite(p) que le luster Csite(0) soit in�ni,
ainsi que la probabilité ritique :

psitec = sup{p ∈ [0, 1] , θsite(p) = 0}.

Il semble assez naturel de se demander à quel point e modèle di�ère de elui que nous avons

présenté préédemment. Le théorème suivant quanti�e ette di�érene.

Théorème 4. Les probabilités ritiques de perolation sur Z
d
véri�ent

1

2d− 1
≤ plienc ≤ psitec ≤ 1−

(

1− plienc

)2d−1
.

En partiulier, on voit que psitec < 1 si et seulement si plienc < 1. Nous ne démontrerons pas e

résultat mais nous renvoyons à [GS98] pour plus d'informations.

Nous observons un résultat bien plus faible mais essentiel dans la démonstration de 3.2.2.

Théorème 5. En dimension d = 2, on a :

psitec < 1

Preuve. La méthode utilisée est essentiellement elle du orollaire 1. On introduit ii les évènements

F̃m = {il existe un iruit fermé extérieur à B(m) ontenant B(m) en son intérieur}

et

Gm = { les sommets de B(m) sont ouverts}.
Ii aussi, es deux évènements sont indépendants ar sont dé�nis à partir d'ensembles de sommets

disjoints. La première di�érene ave le orollaire 1 est que le iruit fermé porte sur les sites usuels

et non pas sur le dual du réseau Z
2
.

Nous allons maintenant montrer que l'on a Pp(F̃m) < 1
2 pour m assez grand. On pourra alors

onlure omme dans le orollaire 1. On dé�nit de manière analogue (en prenant ette fois-i en

ompte la possibilité d'exploiter les diagonales dans la onstrution des hemins)

M̃(n) = |{hemins fermés ontenant B(n)}|.
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et

c̃2(n) = |{hemins auto-évitants (sur les sites) de longueur n}|.
On a alors

Pp(F̃m) ≤
∑

n≥4m

Pp(M̃(n) ≥ 1) ≤
∑

n≥4m

(1 − p)nnc̃2(n− 1)

Observons en�n que c̃2(n) ≤ 8 · 7n−1
. Don pour p su�samment prohe de 1, la série préédente

onverge et on peut hoisir m su�samment grand tel que

Pp(F̃m) <
1

2

La �n de la preuve est identique à elle du orollaire 1.

1.5 Les grandes questions

L'objetif de ette setion est de présenter ertaines onjetures / grandes questions atuelles

en perolation.

1.5.1 Comportement au point ritique

Comme nous l'avons mentionné préédemment, le omportement préis de θ en pc n'est pas en-

tièrement onnu. Le résultat suivant a été obtenu réemment pour les dimensions d ∈ [[11,+∞[[∪{2}.

Conjeture 1. Soit d ≥ 2. Alors θ(pc(d)) = 0.

On peut aussi s'intéresser à une version quantitative de e résultat. Dans le as où θ(pc) = 0
on peut s'intéresser à une estimation de la quantité Ppc

(|C(0)| ≥ n) lorsque n tend vers l'in�ni.

Conjeture 2. On dispose de l'estimation suivante

Ppc(d)(|C(0)| ≥ n) ∼
n→+∞

1

nδ(d)

où δ(d) est un réel stritement positif qui dépend uniquement de la dimension.

Remarque 4. On onjeture aussi que δ(2) =
5

48
et δ(d) =

1

2
si d > 6.

La onnaissane de es exposants ritiques est ruiale dans la ompréhension du ompor-

tement du modèle au niveau de la probabilité ritique.

1.5.2 Phase p > pc

Lorsque p > pc, on a vu ave le théorème 2 qu'il existe presque sûrement un luster ouvert

in�ni. On peut s'intéresser au nombre de tels lusters ouverts, e travail est réalisé au hapitre 4

où l'on démontre que e luster in�ni est presque sûrement unique. Dans le as où |C(0)| <∞, on

peut s'intéresser à la vitesse de déroissane de la queue de probabilité de |C(0)|. On peut montrer

qu'il existe des onstantes 0 < β2(p) ≤ β1(p) <∞ telles que pour tout n ≥ 1,

exp
(

−β1(p)n
d−1

d

)

≤ Pp(|C(0)| = n) ≤ exp
(

−β2(p)n
d−1

d

)

.

On dispose de même de la onjeture suivante.

Conjeture 3. La limite suivante existe et est stritement positive

δ(p) = lim
n→+∞

(

−n d−1

d logPp(|C(0)| = n)
)

.

Remarque 5. L'existene de ette limite a été obtenue en 1990 pour d = 2 par Alexander, Chayes

et Chayes et en 1998 pour d = 3 par Cerf.
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1.5.3 Phase p < pc

Lorsque p < pc, le théorème 2 nous assure que presque sûrement tous les lusters ouverts sont

�nis. On peut s'intéresser à une estimation de Pp(|C(0)| = n) lorsque n tend vers l'in�ni. On

dispose en fait de l'estimation suivante :

Pp(|C(0)| = n) ≈ e−nα(p)

où α(p) > 0. Pour une démonstration de e résultat, on renvoie au hapitre 6 de [Gri99℄.
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Chapitre 2

Outils probabilistes

2.1 Évènements roissants

On travaille dans l'espae mesurable (Ω,F) introduit au hapitre préédent.

Dé�nition 6. On dit qu'un évènement A ∈ F est roissant si pour tout ω, ω′ ∈ Ω tels que

ω ≤ ω′
, on a

1A(ω) ≤ 1A(ω
′).

De manière similaire, on dit qu'un évènement A est déroissant si A est roissant.

Plus généralement, une variable aléatoire réelle X sur (Ω,F) est dite roissante si pour tout

ω, ω′ ∈ Ω tels que ω ≤ ω′
,

X(ω) ≤ X(ω′)

et X est dite déroissante si −X est roissante.

Exemple. L'évènement {|C(0)| = ∞} est roissant.

Théorème 6. Soit X une variable aléatoire réelle roissante sur (Ω,F). Alors si p1 ≤ p2,

Ep1
[X ] ≤ Ep2

[X ] (2.1)

lorsque es quantités existent. Si maintenant A ∈ F est un évènement roissant, alors pour p1 ≤ p2,

Pp1
(A) ≤ Pp2

(A). (2.2)

Preuve. Considérons omme dans le lemme 3 des variables aléatoires indépendantes (X(e))e∈Ed

sur (Ω,F) suivant une même loi uniforme sur [0, 1]. Pour 0 ≤ p ≤ 1, on dé�nit enore

ηp(e) =

{

1 si X(e) < p,

0 sinon .

Si p1 ≤ p2, ηp1
≤ ηp2

, et en partiulier

Y (ηp1
) ≤ Y (ηp2

)

pour toute variable aléatoire roissante Y sur (Ω,F). En passant à l'espérane dans l'inégalité

préédente on obtient le résultat voulu. La seonde partie du théorème s'obtient en onsidérant

des fontions indiatries d'évènements roissants.

Corollaire 2. L'appliation p 7→ θ(p) est roissante.

Preuve. Il su�t d'appliquer 2.2 à l'évènement roissant {|C(0)| = ∞}.
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2.2 L'inégalité FKG

Toutes les variables aléatoires onsidérées dans ette setion sont réelles et dé�nies sur l'espae

(Ω,F). On a vu que les événements roissants ont plus de hane de se produire quand p aug-

mente. Ainsi, deux variables roissantes semblent être positivement orrélées, dans le sens où une

augmentation de l'une provoque souvent une augmentation de l'autre. Ces inégalités de orrélation

ont été déouvertes par Harris en 1960, et étendues par Fortuin, Kasteleyn et Ginibre en 1971.

Théorème 7. (Inégalité FKG)

(a) Soient X et Y deux variables aléatoires roissantes. Soit p ∈ [0, 1]. On suppose que

Ep[X
2],Ep[Y

2] <∞, alors

Ep[XY ] ≥ Ep[X ]Ep[Y ]. (2.3)

(b) Soient A,B ∈ F deux évènements roissants. Alors

Pp(A ∩B) ≥ Pp(A)Pp(B). (2.4)

Remarque 6. On dispose d'inégalités similaires pour le as de variables aléatoires déroissantes.

Par exemple, en supposant que X et Y sont deux variables aléatoires L2
déroissantes alors −X

et −Y sont roissantes et 2.3 donne

Ep[XY ] ≥ Ep[X ]Ep[Y ].

Si maintenant X est roissante et Y déroissante, alors en appliquant 2.3 à X et −Y , on obtient

Ep[XY ] ≤ Ep[X ]Ep[Y ].

On ommene par donner deux appliations simples de l'inégalité FKG.

Corollaire 3. Soient Π1, . . . ,Πd des familles de hemins de L
d
. Soit, pour 1 ≤ i ≤ d, Ai l'évène-

ment � il existe un hemin ouvert dans Πi �. Alors

Pp

(

d
⋂

i=1

Ai

)

≥
d
∏

i=1

Pp(Ai).

Preuve. On remarque que les Ai sont des évènements roissants. De plus une intersetion d'évène-

ments roissants est un évènement roissant. On obtient en appliquant 2.4 que

Pp

(

d
⋂

i=1

Ai

)

≥ Pp(A1)Pp

(

d
⋂

i=2

Ai

)

.

On obtient alors le résultat voulu par réurrene.

Corollaire 4. Soit G = (V,E) un graphe onnexe in�ni et loalement �ni

1

ave un nombre

dénombrable d'arêtes. On peut dé�nir un proessus de perolation sur G omme pour L
d
. Si x ∈

V on note θ(p, x) la probabilité que le luster ontenant x soit in�ni. On peut dé�nir omme

préédemment une probabilité ritique assoiée à x notée pc(x). Alors pour tout x, y ∈ V ,

pc(x) = pc(y).

Preuve. Soient x, y ∈ V . On érit grâe à l'inégalité FKG

θ(p, x) ≥ Pp({x↔ y} ∩ {y ↔ ∞}) ≥ Pp(x↔ y)θ(p, y).

En partiulier, omme Pp(x ↔ y) > 0, ei assure que pc(y) ≥ pc(x). Le travail préédent est

symétrique en x et y don on dispose de l'inégalité inverse et

pc(x) = pc(y)

e qui est bien le résultat reherhé.

1. Ce qui signi�e qu'un sommet du graphe n'a qu'un nombre �ni de voisins.
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Preuve du théorème 21. On ne démontre que (a) ; (b) en est un orollaire diret en hoisissant

des fontions indiatries des évènements roissants onsidérés. On ommene par démontrer le

résultat pour des variables aléatoires roissantesX et Y ne dépendant que d'un nombre �ni d'arêtes.

⋆ Étape 1 : X et Y ne dépendent que d'un nombre �ni d'arêtes.

On suppose don que X et Y sont deux variables aléatoires roissantes ne dépendant que des arêtes

e1, . . . , en. On raisonne par réurrene forte sur n ≥ 1. Supposons don n = 1. X et Y sont des

fontions de l'état ω(e1) de e1 prenant les valeurs 0 et 1 ave probabilités respetives 1 − p et p.

Observons que

(X(ω1)−X(ω2)) (Y (ω1)− Y (ω2)) ≥ 0

pour toute paire (ω1, ω2) ∈ {0, 1}2 ; ei est lair si ω1 = ω2 et déoule de la roissane de X et Y

sinon. On a alors

2 (Ep [XY ]− Ep [X ]Ep [Y ]) = 2
∑

ω∈{0,1}

X (ω)Y (ω)Pp (ω (e1) = ω)

− 2





∑

ω∈{0,1}

X (ω)Pp (ω (e1) = ω)









∑

ω∈{0,1}

Y (ω)Pp (ω (e1) = ω)





=
∑

ω1∈{0,1}

X (ω1)Y (ω1)Pp (ω1 (e1) = ω1)

+
∑

ω2∈{0,1}

X (ω2) Y (ω2)Pp (ω2 (e1) = ω2)

−





∑

ω1∈{0,1}

X (ω1)Pp (ω1 (e1) = ω1)









∑

ω2∈{0,1}

Y (ω2)Pp (ω2 (e1) = ω2)





−





∑

ω2∈{0,1}

X (ω2)Pp (ω2 (e1) = ω2)









∑

ω1∈{0,1}

Y (ω1)Pp (ω1 (e1) = ω1)





=
∑

ω1,ω2∈{0,1}

(X (ω1)−X (ω2)) (Y (ω1)− Y (ω2))

× Pp (ω (e1) = ω1)Pp (ω (e1) = ω2)

≥ 0

e qui fournit le résultat voulu.

Soit n ≥ 2. Supposons le résultat aquis pour tout entier k ∈ {1, . . . , n− 1}. On suppose aussi que

X et Y sont deux variables aléatoires roissantes ne dépendant que des arêtes e1, . . . , en. Ce sont

en partiulier des fontions roissantes des états ω(e1), . . . , ω(en) des arêtes e1, . . . , en. On a alors

Ep[XY ] = Ep (Ep[XY | ω(e1), . . . , ω(en−1)])

≥ Ep (Ep[X | ω(e1), . . . , ω(en−1)]Ep[Y | ω(e1), . . . , ω(en−1)])

puisque si l'on �xe ω(e1), . . . , ω(en−1), X et Y sont des fontions roissantes de la variable ω(en).
Maintenant, observons que Ep[X |ω(e1), . . . , ω(en−1)] et Ep[Y |ω(e1), . . . , ω(en−1)] sont des fontions
roissantes de l'état de n− 1 arêtes. On peut appliquer l'hypothèse de réurrene pour obtenir

Ep[XY ] ≥ Ep (Ep[X | ω(e1), . . . , ω(en−1)])Ep (Ep[Y | ω(e1), . . . , ω(en−1)]) = Ep[X ]Ep[Y ].

⋆ Étape 2 : Cas général.

On onsidère à présent X et Y deux variables aléatoires L2
. Soit (ei)i≥1 une numérotation des

éléments de E
d
. Dé�nissons pour n ≥ 1

Xn = Ep[X | ω(e1), . . . , ω(en)], Yn = Ep[Y | ω(e1), . . . , ω(en)].

Xn et Yn sont des fontions roissantes de l'état de e1, . . . , en. On peut leur appliquer les résultats

préédents et obtenir

Ep[XnYn] ≥ Ep[Xn]Ep[Yn]. (2.5)
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Le théorème de onvergene des martingales assure que lorsque n→ +∞, on a Pp-presque partout

et dans L2(Pp)
Xn → X, Yn → Y.

De plus par inégalité triangulaire et inégalité de Cauhy-Shwarz,

Ep[|XnYn −XY |] ≤ Ep (|(Xn −X)Yn|+ |(Yn − Y )X |)

≤
√

Ep[(Xn −X)2]Ep[Y 2
n ] +

√

Ep[(Yn − Y )2]Ep[X2] →
n→+∞

0.

Il vient alors que

Ep[XnYn] −→
n→+∞

Ep[XY ].

En passant à la limite dans 2.5, on obtient bien l'inégalité voulue.
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Chapitre 3

Perolation sur le demi-espae

3.1 Le résultat

On ommene par dé�nir un modèle de perolation sur un demi-espae. Soit d ≥ 2. On note

H = Z
d−1 × Z

+
le demi-espae. On note alors

θH(p) = Pp(0 ↔ ∞ dans H)

la probabilité de perolation assoiée, et

pc(H) = sup{∈ [0, 1] , θH(p) = 0}.

Il est possible de démontrer que pc(H) = pc ; e résultat, non trivial, n'est pas démontré ii. On

renvoie le leteur à [Gri99℄ pour plus d'informations à e sujet.

Barsky, Grimmett et Newman ont démontré en 1991 le résultat suivant, qui se rapprohe le plus

d'une démonstration de la ontinuité de p 7→ θ(p).

Théorème 8. Soit d ≥ 2. Alors θH(pc) = 0.

On mentionne un orollaire immédiat de e résultat, en lien ave la fameuse onjeture θ(pc) = 0.

Corollaire 5. Soit d ≥ 3. Supposons θ(pc) > 0. Alors un luster ouvert in�ni dans Z
d
ne peut

être inlus dans un demi-espae.

Remarque 7. Ainsi, le luster in�ni de l'origine prend la forme d'une spirale en dimension 3.

L'obtention de e résultat est essentielle dans la perspetive de omprendre le omportement du

modèle au niveau de la probabilité ritique.

La preuve de e résultat repose sur les deux lemmes ompliqués suivant dont la démonstration

est donnée dans la setion suivante. On ommene par introduire ertaines notations et dé�nitions

essentielles.

La onstrution du modèle sur H di�ère de elle sur Z
d
à ause d'un manque de symétrie. Par

onséquent on ne travaillera pas ave des boîtes mais plut�t ave des briques dé�nies i-après. Nous

démontrons le résultat dans le as partiulier d = 3. La preuve est plus simple dans le as d = 2 et

un argument similaire (mais moins visuel) permet d'obtenir le résultat pour d ≥ 4.

Soient L,H deux entiers positifs, on dé�nit la brique B(L,H) par

B(L,H) = [−L,L]2 × [0, H ].

Nous dirons que B(L,H) est de longueur 2L et de hauteur H . Sur ette brique, on peut dé�nir

une fae inférieure U , une fae supérieure T et une fae latérale S que l'on dé�nit ainsi

U = U(L,H) = [−L,L]2 × {0}
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T = T (L,H) = [−L,L]2 × {H}
S = S(L,H) = {x ∈ B(L,H) , |xi| = L pour un i ∈ {1, 2}}.

La fae supérieure peut être subdivisée en quatre � sous-faes � semblables

T1 = [0, L]2 × {H}, T2 = [0, L]× [−L, 0]× {H}

T3 = [−L, 0]2 × {H}, T4 = [−L, 0]× [0, L]× {H}.
De manière analogue, on peut subdiviser les faes latérales S en quatre puis huit sous-faes Si.

Chaune des faes Si étant de la forme {L}× [0, L]× [0, H ]. Cette subdivision est représentée dans

la �gure 3.1.

Soit m ∈ N. On dé�nit des arrés en posant pour k ∈ [[1, 3]]

bk(m) = [−m,m]k−1 × {0} × [−m,m]3−k.

On dé�nit de même des arrés en onsidérant les translatés x + bk(m) pour k ∈ [[1, 3]] et x ∈ Z
3
.

Un arré x+ bk(m) est appelé une graine si toutes les arêtes joignant deux sommets du arré sont

ouvertes. À tout x ∈ S ∪ T on assoie le arré b(x) = b(x,m,L,H) de entre x que l'on dé�nit

omme suit. Si x ∈ T , on dé�nit b(x) = x+ b3(m). Si x ∈ S \ T , et si i ∈ [[1, 8]] est tel que x ∈ Si,

on hoisit un entier k(x) ∈ {1, 2} tel que b(x) = x + bk(x)(m) soit tangent à Si. Si x appartient

à plusieurs Si, on hoisit un arré omme préédemment selon la règle (arbitraire) suivante : b(x)
est tangent à Sj où j = min{i ∈ [[1, 8]] , x ∈ Si}. En�n, nous notons b(0) = b3(m) le arré de entre
l'origine tangent à la fae inférieure.

S1 S2

S3

S4

T1

T2

T3

T4

Figure 3.1 � Forme d'une brique

Idée générale de la preuve. L'objetif est de trouver un évènement F dépendant d'un nombre

�ni d'arêtes et véri�ant la propriété suivante : sous une hypothèse préise

1

(ii e sera θH(pc) > 0),
si et évènement arrive ave une probabilité su�samment élevée, alors pour la probabilité p0
à laquelle nous travaillons, nous avons θH(p0) > 0. Si jamais l'on parvient à onstruire un tel

évènement, la ontinuité de p 7→ Pp(F ) nous permettrait de onlure que sur un voisinage de p0
on doit avoir θH > 0. En appliquant ei en p = pc on obtiendrait, en raisonnant par l'absurde,

le résultat voulu. C'est ette méthode que nous herhons à mettre en ÷uvre dans les lemmes

i-dessous. L'évènement F dont nous parlons ii est onstruit dans la dé�nition suivante.

1. Cette hypothèse permet d'assurer que l'évènement F a lieu ave une forte probabilité.
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Dé�nition 7. Supposons L,H,m entiers positifs satisfaisant L ≥ m et H ≥ 2m. On dit que la

brique B(L,H) est admissible si les trois onditions suivantes sont véri�ées :

(a) pour tout (i, j) ∈ [[1, 8]] × [[1, 4]], il existe (xi, yj) ∈ Si × Tj tel que b(xi) et b(yj) soient des

graines ;

(b) pour tout i ∈ [[1, 8]], il existe un hemin ouvert dans B(L,H) joignant b(xi) à b(0) sans

utiliser d'arêtes dans la fae inférieure U ;

(c) pour tout j ∈ [[1, 4]], il existe un hemin ouvert dans B(L,H) joignant b(yj) à b(0) sans

utiliser d'arêtes dans la fae inférieure U .

Figure 3.2 � Une brique admissible

Nous pouvons à présent énoner les lemmes utiles dans la démonstration du théorème 8. Le

lemme A est vrai pour p tel que θH(p) > 0, néanmoins supposer en plus que p = pc permet de

simpli�er légèrement la preuve.

Lemme A. On suppose que θH(pc) > 0. Soit η > 0. Alors il existe des entiers m,L et H tels que

m ≥ 1, L ≥ m, H ≥ 2m et

Ppc
(B(L,H) est admissible ) > 1− η.

Lemme B. Il existe ν > 0 tel que la proposition suivante soit vraie. Soit p ∈ [0, 1]. Supposons
que m,L et H sont des entiers positifs satisfaisant m ≥ 1, L ≥ m, H ≥ 2m et

Pp(B(L,H) est admissible) > 1− ν, (3.1)

alors θH(p) > 0.

Preuve du théorème 8. Supposons par l'absurde θH(pc) > 0. Soit ν > 0 donné par le lemme

B. Par le lemme A, il existe des entiers positifs m,L et H satisfaisant m ≥ 1, L ≥ m, H ≥ 2m
et tels que 3.1 soient réalisée ave p = pc. L'évènement {B(L,H) est admissible} ne dépend que

de l'état d'un nombre �ni d'arêtes et par onséquent l'appliation p 7→ Pp(B(L,H) est admissible)
est ontinue. Il existe don p′ < pc tel que

Pp′(B(L,H) est admissible) > 1− ν.

Alors le lemme B assure que θH(p
′) > 0 e qui est absurde par dé�nition de pc. Don θH(pc) = 0.
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Remarque 8. L'idée de preuve utilisée ii est elle que les mathématiiens ont herhé à appliquer

pour démontrer la onjeture θ(p) = 0 dans le as général. Seulement dans le as du demi-espae,

la géométrie partiulière du problème (qui est absolument essentielle dans le lemme A), failite

grandement les onlusions. Dans le as d'un modèle de perolation sur tout l'espae, les mathé-

matiiens se heurtent à une di�ulté supplémentaire. Il est possible sous l'hypothèse que p0 > pc
de trouver un évènement dépendant d'un nombre �ni d'arêtes et qui lorsqu'il arrive ave une pro-

babilité su�samment élevée implique θ(p) > 0 sur un voisinage de p0 ; ependant il faudrait plut�t

réussir à obtenir e genre de résultat en partant de l'hypothèse (plus faible) θ(p0) > 0.

3.2 Démonstration des lemmes

3.2.1 Démonstration du lemme A

Si V ⊂ Z
3
et si x, y ∈ V , on note � x ↔ y dans V ∗

� s'il existe un hemin ouvert dans

V joignant x et y et n'utilisant auune arête sur la frontière de V . On note de façon similaire

� x↔ ∞ dans V ∗
� s'il existe dans V un hemin in�ni partant de x et n'utilisant auune arête sur

la frontière de V .

Soit ε ∈]0, 13 [ que l'on �xera plus tard en fontion de η. Supposons don que θH(pc) > 0. Notons
L le plan Z

2 × {0}. L'évènement J = {L ↔ ∞ dans H
∗} est invariant par toute transformation

de la forme x 7→ x + u ave u ∈ L. On peut onlure que Pp(J) ∈ {0, 1} en utilisant une version

partiulière de la loi du tout ou rien de Kolmogorov, on renvoie le leteur à l'annexe D pour une

démonstration de ei. Dans notre as, on onlut de manière direte à l'aide des deux lemmes

suivants.

Notons L le plan Z
2 × {0}, et L+

le quart de plan N
2 × {0}.

Lemme 4. Supposons que θH (pc) > 0. Alors on a :

Ppc

(

L
+ ↔ ∞

)

= 1

Preuve. On onditionne selon la taille du luster C(0) :

Ppc

(

L
+ ↔ ∞

)

= Ppc

(

L
+ ↔ ∞, 0 ↔ ∞

)

+ Ppc

(

L
+ ↔ ∞, 0 = ∞

)

= Ppc
(0 ↔ ∞) + Ppc

(

L
+ ↔ ∞, |C(0)| <∞

)

= θH (pC) +

∞
∑

m=1

Ppc

(

L
+ ↔ ∞, |C(0)| = m

)

≥ θH (pC) +
∞
∑

m=1

Ppc

(

L
+ + (m+ 1,m+ 1, 0) ↔ ∞, |C(0)| = m

)

.

Mais pour tout entier m ≥ 1, les évènements L
+ + (m+ 1,m+ 1, 0) ↔ ∞ et |C(0)| = m portent

sur des ensembles disjoints d'arêtes. On en déduit qu'ils sont indépendants. On obtient alors :

Ppc

(

L
+ ↔ ∞

)

≥ θH (pC) +
∞
∑

m=1

Ppc

(

L
+ + (m+ 1,m+ 1, 0) ↔ ∞

)

Ppc
(|C(0)| = m) ,

et par invariane par translation de l'évènement {L+ + (m+ 1,m+ 1, 0) ↔ ∞}, on obtient :

Ppc

(

L
+ ↔ ∞

)

≥ θH (pC) + Ppc

(

L
+ ↔ ∞

)

∞
∑

m=1

Ppc
(|C(0)| = m)

= θH (pC) + Ppc

(

L
+ ↔ ∞

)

Ppc
(0 = ∞)

= θH (pC) + Ppc

(

L
+ ↔ ∞

)

(1− θH (pC)) .

Ainsi, on a montré que Ppc
(L+ ↔ ∞) ≥ θH (pC) + Ppc

(L+ ↔ ∞) (1− θH (pC)). On en déduit que

θH (pc)Ppc

(

L
+ ↔ ∞

)

≥ θH (pC) .

Mais θH (pc) > 0, don on peut simpli�er et on obtient bien Ppc
(L+ ↔ ∞) = 1.
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Lemme 5. Supposons que θH (pc) > 0. Alors on a :

Ppc
(L ↔ ∞ dans H

∗) = 1

Preuve. On a Ppc
(L+ (0, 0, 1) ↔ ∞ dans H+ (0, 0, 1)) = 1 en appliquant la loi du tout ou rien

de Kolmogorov. En fait, presque sûrement, il existe une in�nité de points (xm, ym, 1) tels que

(xm, ym, 1) ↔ ∞ dans H+(0, 0, 1). Sinon, l'ensemble des points de L+(0, 0, 1) reliés à l'in�ni dans
H+(0, 0, 1) serait borné et don il existerait un quart de plan qui n'en ontiendrait auun. Comme

le nombre de quarts de plan de H+ (0, 0, 1) est dénombrable, on obtient par σ-sous-additivité :

Ppc
(Le nombre de points de L+ (0, 0, 1) reliés a l'in�ni dans H+ (0, 0, 1) est �ni)

≤ Ppc

(

Il existe un quart de plan de L+ (0, 0, 1) qui ne ontient
auun point relié à l'in�ni dans H+ (0, 0, 1)

)

≤
∑

Q quart de plan

Ppc
(Q n'est pas relié à l'in�ni dans H+ (0, 0, 1))

= 0.

On a en�n :

Ppc
(L ↔ ∞ dans H

∗) ≥ Ppc
(∃m ∈ N, (xm, ym, 0) ↔ (xm, ym, 1)) = 1

e qui fournit don Ppc
(J) = 1.

Ainsi, par ontinuité monotone,

Ppc
(b(0) ↔ ∞ dans H

∗) −→
m→+∞

1. (3.2)

On hoisit alors m = m(ε) de telle façon que

Ppc
(b(0) ↔ ∞ dans H

∗) > 1− ε2. (3.3)

On admet que si Sh est la tranhe Z
2 × [0, h], alors pc(Sh) > pc (voir [Gri99℄). Il vient alors que

pour tout h ∈ N,

Ppc
(b(0) ↔ ∞ dans Sh) = 0. (3.4)

Soit M un entier positif. Posons N1 = ⌈M(6m+ 1)−3⌉. On a hoisi un tel entier N1 de sorte que,

pour tout hoix de M sommets xi ∈ S et M sommets yj ∈ T (es sommets étant deux à deux

distints), on puisse trouver au moins N1 sommets xi ∈ S et N1 sommets yj ∈ T tels que les b(xi),
b(yj) soient disjoints. On hoisit ensuite M =M(ε) su�samment grand de façon à avoir

(1− Ppc
(b(0) est une graine ))N1 < ε (3.5)

et

P(Z ≤M) < ε (3.6)

où l'on a pris pour Z une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètres

(

N2 =
⌈

2M
pc

⌉

, pc

)

.

Observons qu'un tel hoix de M est bien possible ar Z est onentrée autour de 2M et

Ppc
(b(0) est une graine) > 0. On justi�e l'obtention de 3.6 par l'inégalité de Bienaymé-Thebyhev.

On a E[Z] = N2pc ≥ 2M de sorte que

P(Z ≤M) ≤ P(|Z − E[Z]| ≥M) ≤ N2pc(1 − pc)

M2
−→

M→+∞
0.

Posons

U(h) = |{x , x3 = h et b(0) ↔ x dans S∗
h}| .

Lemme 6. On peut érire

Ppc
(U(h) < 2N2) ≤ ah + ε2 (3.7)

ave une suite (ah)h≥0 de limite nulle.
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Preuve. En e�et, on érit

Ppc
(U(h) < 2N2) ≤ Ppc

(U(h) < 2N2 , b(0) ↔ ∞ dans H
∗) + Ppc

(b(0) = ∞ dans H
∗).

Or par 3.3, on a

Ppc
(b(0) = ∞ dans H

∗) ≤ ε2

et par 3.4 on dispose aussi de

Ppc
(U(h) < 2N2 , b(0) ↔ ∞ dans H

∗) ≤ Ppc
(1 ≤ U(h) < 2N2).

Il nous reste don à majorer ette dernière probabilité. Nous observons alors que U(h+ 1) = 0 si

toutes les arêtes partant des points de {x , x3 = h et b(0) ↔ x dans S∗
h} sont fermées. On a don

Ppc
(1 ≤ U(h) < 2N2 , les arêtes de {x , x3 = h et b(0) ↔ x dans S∗

h} sont fermées)

≤ Ppc
(U(h+ 1) = 0 , U(h) ≥ 1)

et par indépendane, omme Ppc
(les arêtes de {x , x3 = h et b(0) ↔ x dans S∗

h} sont fermées) ≥
(1− pc)

5(2N2)
,on obtient

Ppc
(1 ≤ U(h) < 2N2) ≤ (1− pc)

−5(2N2)Ppc
(U(h+ 1) = 0 , U(h) ≥ 1).

Il reste alors à remarquer que

Ppc
(U(h+ 1) = 0 , U(h) ≥ 1) −→

h→+∞
0

ar par 3.2

lim
h→+∞

Ppc
(U(h) ≥ 1) = Ppc

(b(0) ↔ ∞ dans H
∗).

On hoisit alors H0 su�samment grand de sorte que pour tout h ≥ H0, ah ≤ ε2. On en déduit

don pour h ≥ H0,

Ppc
(U(h) ≥ 2N2) ≥ 1− 2ε2 > 1− ε. (3.8)

Maintenant, pour h ≥ H0, dé�nissons

U(ℓ, h) = |{x ∈ T (ℓ, h) , b(0) ↔ x ∈ B(ℓ, h)∗}|.

Comme U(ℓ, h) →
ℓ→+∞

U(h), il existe un entier L0 = L0(h) tel que

Ppc
(U(ℓ, h) ≥ N2) > 1− 2ε ∀ℓ ≥ L0. (3.9)

Nous essayons à présent d'a�ner la hauteur h de telle manière que U(ℓ, h) soit � juste assez grand �,
ei est indispensable pour onlure plus tard qu'il existe (ave grande probabilité) de nombreux

points dans S(ℓ, h) et T (ℓ, h) onnetés à b(0) dans B(ℓ, h)∗.

Supposons ℓ ≥ L0(H0). Posons α(h) = Ppc
(U(ℓ, h) ≥ N2). On a don par e qui préède,

α(H0) > 1− 2ε.

De plus,

α(h) ≤ Ppc
(b(0) ↔ T (ℓ, h) dans B(ℓ, h)) −→

h→+∞
Ppc

(b(0) ↔ ∞ dans B(ℓ,∞)).

Or omme B(ℓ,∞) est un ylindre, don topologiquement unidimensionnel,

Ppc
(b(0) ↔ ∞ dans B(ℓ,∞)) = 0.

Il existe don un entier H1 = H1(ℓ) > H0 tel que

Ppc
(U(ℓ,H1 − 1) ≥ N2) > 1− 2ε ≥ Ppc

(U(ℓ,H1) ≥ N2). (3.10)
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De plus omme U(ℓ, h) ր U(h) quand ℓ → +∞, on obtient que (H1(ℓ))ℓ≥L0(H0) est une suite

roissante de ℓ. Posons alors

H1(∞) = lim
ℓ→+∞

H1(ℓ).

Si jamais H1(∞) <∞, par 3.10 et puisque U((ℓ,H1(ℓ)) −→
ℓ→+∞

U(H1(∞)), on obtient

Ppc
(U(H1(∞)) ≥ N2) ≤ 1− 2ε,

e qui est absurde par 3.8. Ainsi,

H1(∞) = +∞.

Introduisons maintenant l'analogue de U(ℓ, h) pour le bord de la boîte que nous sommes en train

de onstruire :

V (ℓ, h) = |{x ∈ S(ℓ, h) , b(0) ↔ x ∈ B(ℓ, h)∗}|.
Notre objetif est à présent de montrer que l'on peut hoisir le ouple (ℓ, h) de telle manière qu'ave

grande probabilité U(ℓ, h) et V (ℓ, h) soient grands.

Observons déjà que si ℓ ≥ L0(H0), par 3.10,

Ppc
(U(ℓ,H1(ℓ)) ≥M) ≥ Ppc

(U(ℓ,H1(ℓ)− 1) ≥ N2)Ppc
(U(ℓ,H1(ℓ)) ≥M | U(ℓ,H1(ℓ)− 1) ≥ N2)

(3.11)

> (1− 2ε)Ppc
(U(ℓ,H1(ℓ)) ≥M | U(ℓ,H1(ℓ)− 1) ≥ N2).

Considérons à présent N2 points z dans T (ℓ,H1(ℓ)− 1). D'après 3.6, la probabilité qu'au moinsM

arêtes 〈z, z+(0, 0, 1)〉 soient ouvertes est au moins égale à 1−ε. On note aussi que l'évènement pré-

édent est indépendant de l'état des arêtes dans B(ℓ,H1(ℓ)−1). Alors, la probabilité onditionnelle
apparaissant dans 3.11 vaut au moins 1− ε, et don

Ppc
(U(ℓ,H1(ℓ)) ≥M) > (1− 2ε)(1− ε) ≥ (1− 3ε) ∀ℓ ≥ L0(H0). (3.12)

On proède à présent de manière similaire pour V (ℓ,H1(ℓ)).

On rappelle que H1(∞) = +∞ e qui garantit que B(ℓ,H1(ℓ)) ր H lorsque ℓ → +∞. En proé-

dant omme dans le lemme 6, on peut montrer qu'il existe une suite (bℓ)ℓ≥L0(H0) ∈ R
∗
+ de limite

nulle telle que pour tout ℓ ≥ L0(H0)

Ppc
(U(ℓ,H1(ℓ)) + V (ℓ,H1(ℓ)) < M +N2) ≤ bℓ + ε2.

On peut don trouver un entier L1 = L1(H0) > L0(H0) tel que

Ppc
(U(ℓ,H1(ℓ)) + V (ℓ,H1(ℓ)) < M +N2) ≤ 2ε2 ∀ℓ ≥ L1(H0).

Par l'inégalité FKG, on obtient

Ppc
(U(ℓ,H1(ℓ)) < N2)Ppc

(V (ℓ,H1(ℓ)) < M) ≤ Ppc
(U(ℓ,H1(ℓ)) + V (ℓ,H1(ℓ)) < M +N2)

≤ 2ε2 ∀ℓ ≥ L1(H0).

Ainsi, par 3.10,

Ppc
(V (ℓ,H1(ℓ)) ≥M) > 1− ε ∀ℓ ≥ L1. (3.13)

On pose L = L1 et H = H1(L1) de sorte que U = U(L,H) et V = V (L,H) véri�ent

Ppc
(U ≥M) > 1− 3ε, Ppc

(V ≥M) > 1− ε (3.14)

par 3.12 et 3.13. Si U ≥M , alors par la disussion réalisée au 3.5, il existe un sous-ensemble N de

T (L,H) véri�ant :

(i) |N | ≥ N1 ;

(ii) ∀x ∈ N , b(0) ↔ x dans B(L,H)∗ ;

(iii) les arrés b(x), pour x ∈ N , sont disjoints ;
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(iv) la partie N est mesurable dans la tribu engendrée par l'état des arêtes qui ont au moins un

sommet dans l'intérieur de B(L,H).

Puisque les arrés b(x), x ∈ N , n'intersetent pas l'intérieur de B(L,H), on obtient à l'aide de 3.5

que

Ppc
(X = 0 | U ≥M) < ε,

où

X = |{x ∈ T (L,H) , b(0) ↔ x dans B(L,H)∗ , b(x) est une graine}| .
En utilisant 3.14, on obtient alors

Ppc
(X = 0) ≤ Ppc

(U < M) + εP(U ≥M) < 4ε. (3.15)

On proède de manière similaire ave

Y = |{x ∈ S(L,H) , b(0) ↔ x dans B(L,H)∗ , b(x) est une graine}|

e qui permet d'obtenir

Ppc
(Y = 0) < 2ε. (3.16)

On se rapprohe du résultat voulu ependant nous herhons à mettre en évidene des graines

dans haque portion Tj de T et Si de S pour obtenir une boîte admissible. Pour obtenir ei, nous

utilisons enore une fois l'inégalité FKG. Dé�nissons alors

Xj = |{x ∈ Tj , b(0) ↔ x dans B(L,H)∗ , b(x) est une graine}| ∀j ∈ [[1, 4]]

et

Yi = |{x ∈ Si , b(0) ↔ x dans B(L,H)∗ , b(x) est une graine}| ∀i ∈ [[1, 8]].

Par symétrie, les Xj (resp. les Yi) ont même loi. De plus on a

X ≤
4
∑

j=1

Xj , Y ≤
8
∑

i=1

Yi.

Ainsi, en appliquant l'inégalité FKG (les évènements {Xj = 0}, {X1 = 0 , X2 = 0} et {X3 =
0 , X4 = 0} sont déroissants) et 3.15 on obtient

Ppc
(X1 = 0)4 =

4
∏

j=1

Ppc
(Xj = 0)

≤ Ppc
(Xj = 0 , ∀j ∈ [[1, 4]])

≤ Ppc
(X = 0)

< 4ε.

On en déduit pour j ∈ [[1, 4]]

Ppc
(Xj = 0) <

4
√
4ε. (3.17)

De manière identique, on obtient pour i ∈ [[1, 8]]

Ppc
(Yi = 0) <

8
√
2ε. (3.18)

Soit η > 0. Choisissons maintenant ε > 0 tel que

η = 4
4
√
4ε+ 8

8
√
2ε.

Les résultats 3.17 et 3.18 permettent alors d'obtenir

Ppc
(B(L,H) n'est pas admissible) ≤ Ppc









⋃

i∈[[1,8]]

{Yi = 0}



 ∪





⋃

j∈[[1,4]]

{Xj = 0}







 < η

e qui donne bien le lemme A.
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3.2.2 Démonstration du lemme B

Desription de l'argument

Soient m, L et H des entiers qui véri�ent m ≥ 1, L ≥ m et H ≥ 2m et soit 0 < p < 1 un réel.

On pose :

π = Pp(B (L,H) est admissible).

Nous allons dé�nir un réseau de perolation par sites dans Z
+ × Z dans lequel les sites auront

une probabilité supérieure à psitesc (Z+ × Z) d'être ouverts. Nous allons onstruire e réseau de telle

façon à e que la perolation dans Z
+ × Z implique la perolation dans l'espae H.

Pour ela, nous allons ommener par séparer l'espae Z
+ ×Z en tubes, et haque tube onsti-

tuera un sommet de notre réseau. Malheureusement, omme nous l'expliquerons plus tard dans

la preuve, nous allons devoir distinguer selon la valeur du rapport entre L et H . Nous dé�nissons

don l'entier N de la manière suivante :

N =

{

5H + 7L si H ≥ L,

11H + 11L sinon.

Nous dé�nissons des tubes de largeur 2N : Pour tout a = (a2, a3) dans Z
+ × Z, on pose :

τa = Z× [−N,N ]
2
+ (0, 2Na2, 2Na3)

Deux tubes τa et τb sont dits adjaents si a et b le sont. Nous allons herher à onstruire des

séquenes de briques B (H,L) dans les tubes a�n de relier les di�érents bords. Nous allons pour

ela dé�nir des zones ibles dans les tubes qui serviront de points d'anrage aux séquenes de

briques. On ommene par introduire deux nouvelles variables :

α =

{

4H + 5L si H ≥ L,

9H + 9L sinon

et

β =

{

N −H − 1 si H ≥ L,

N − 2H − L− 1 sinon.

On dé�nit ensuite les zones ibles

(

Zi
a

)

omme étant les translatées par x 7→ x+(0, 2Na2, 2Na3)
des zones ibles de 0 :

Z1
0 = Z× [−α, α]× [β,N ],

Z2
0 = Z× [β,N ]× [−α, α],

Z3
0 = Z× [−α, α]× [−N,−β],

Z4
0 = Z× [−N,−β]× [−α, α].

Remarquons que es quatre zones sont disjointes deux à deux, et que haque zone hevauhe

exatement une zone ible analogue assoiée à un tube adjaent. Nous allons délarer un tube

ouvert ou fermé selon ertaines règles que nous allons expliquer plus tard. Ces règles devront

véri�er les trois onditions suivantes :

- Le tube 0 est ouvert ave probabilité stritement positive.

- Si un tube τa est ouvert, alors un tube τb adjaent à τa est ouvert ave une probabilité

stritement supérieure à psitesc (Z+ × Z).

- Si un luster in�ni de tubes ouverts existe, alors on peut reonstruire un hemin in�ni dans

le demi-espae.

Si es trois propriétés sont véri�ées, alors il est lair que l'on aura bien un luster in�ni dans le

demi-espae ave probabilité stritement positive.

Tout d'abord, délarons 0 ouvert si et seulement si toutes les arêtes de E sont ouvertes, ou

E =
(

[−m,m]2 × [−N +m,N −m]
)

∪ ([−m,m]× [−N +m,N −m]× [−m,m]) .
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Z1
0

Z4
0 Z2

0

Figure 3.3 � Un tube et ses zones ibles

A�n de véri�er la dernière propriété, nous ferons en sorte dans notre onstrution que haque

tube τa ouvert ave a non nul soit relié à un tube τb ouvert ave b stritement plus petit que a dans

un ordre prédé�ni

2

. Cela sera fait de telle sorte que l'on pourra suivre un hemin ouvert d'une

zone ible à un autre et on pourra alors remonter jusqu'au tube τ0.

Il ne nous reste plus qu'à expliiter omment on dé�nit les tubes oupés et à évaluer la

probabilité que ela arrive. Pour ela, nous utiliserons l'algorithme de parours de graphe suivant :

à haque fois qu'un tube est oupé, en ommençant par zéro lorsque elui-i l'est, on regarde les

tubes adjaents que l'on range dans l'ordre que l'on a hoisi. On étudie ensuite haun d'entre eux

et on ontinue tant qu'il reste des tubes adjaents à un tube ouvert non étudié. Si le proessus

s'arrête, alors la perolation éhoue et n'a pas lieu. Si le proessus se poursuit à l'in�ni, alors on a

bien perolation.

Dans tout e qui suit, nous nous plaerons dans le as où a = (0, 1) est adjaent à l'origine.

Cela nous permettra d'alléger les notations et nous détaillerons brièvement à la �n de la preuve

omment la onstrution s'étend à un tube quelonque. Avant de donner les règles permettant de

délarer τa oupé ou inoupé, nous allons ommener par énoner quelques prinipes auxquels

nous ferons appel plus tard.

• � Top staking �, ou reollage par le haut :

Si une brique B (L,H) est admissible, alors on dispose de hemins ouverts reliant b (0) à haune
des faettes Tj. Il existe don pour haque j un sommet yj qui est relié dans B (L,H)

∗
à b (0) 3. On

peut utiliser e sommet omme point d'anrage pour une nouvelle brique yj + B (L,H). Comme

les arêtes des deux briques forment des ensembles disjoints (les arêtes en ommun sont elles de

la faes supérieures à B (L,H) qui sont inférieures à yj + B (L,H), mais elles-i n'interviennent

pas dans la dé�nition des briques oupées), les évènements � B (L,H) est admissible � et � yj +
B (L,H) est admissible � sont indépendants. On en déduit que les deux briques sont simultanément

admissibles ave probabilité π2
.

2. On dé�nit avant le début de la preuve un ordre arbitraire sur les arêtes, elui-i n'ayant auune importane

pour la suite de la preuve.

3. Si plusieurs sommets orrespondent, on hoisi le premier dans un ordre arbitraire.
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b

b

Figure 3.4 � Exemple de � top staking �

En réitérant e proédé, on onstruit des suites de briques empilées et l'on peut alors suivre un

hemin à travers elles-i. Comme les ensembles d'arêtes sont toujours deux à deux disjoints, la

probabilité que n briques reollées par le haut soient simultanément admissibles est πn
. Remarquons

par ailleurs que pour une même brique B (L,H), on ne peut à priori pas le reoller par le haut à

plus d'une brique ar si j et k sont distints, alors les briques yj+B (L,H) et yk+B (L,H) ne sont
pas forément disjointes et don les évènements assoiés à es briques ne sont pas indépendants.

• � Side staking �, ou reollage par le oté :

b

b

Figure 3.5 � Exemple de � side staking �

Bien sûr, le reollage par le haut n'est pas su�sant. En e�et, si elui-i doit être répété une in�-

nité de fois, il s'arrêtera presque sûrement sur une brique non admissible. Pour éviter e problème,

on onsidère également un reollage sur le oté. Pour ela, on va onsidérer des briques ayant suivi
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une rotation. L'orientation d'une brique ne modi�ant pas la probabilité que elle-i soit admissible,

la probabilité que deux briques reollées par le �té soient simultanément admissibles est enore

π2
. En revanhe, on ne peut pas reoller par n'importe quel �té sans prendre de préautions. En

e�et, si l'on a déjà reollé par le haut, il faut véri�er que les ensembles d'arêtes sont bien disjoints.

Pour ela, il faudra être prudent dans haque étape de notre onstrution.

• Branhements :

A�n d'éviter les problèmes de dépendane dont nous avons déjà parlé, nous avons vu qu'il

onvient de prendre quelques préautions avant d'attaher des briques. En e�et, les évènements

liés à deux briques reollées à la brique initiale par la même fae n'ont que peu de hane d'être

indépendants. On peut tout de même reoller plusieurs briques à une même brique initiale mais

elles-i doivent être prises sur deux faes bien hoisies. Ainsi, onsidérons une brique initiale

B (L,H) admissible. Si on souhaite reoller une brique par un sommet z ave z(2) = −L, 'est
à dire une brique sur la gauhe, on doit séletionner un point d'anrage yj sur le sommet de

B (L,H) tel que yj ≥ 0. Alors si B⊕ (L,H) désigne la boite B (L,H) qui a subi une rotation

d'angle

π
2 , l'intersetion de z+B⊕ (L,H) et de yj +B (L,H) est soit vide soit inluse dans la fae

inférieure de z + B⊕ (L,H). On en déduit que les évènements {z + B⊕ (L,H) est admissible} et

{yj +B (L,H) est admissible} sont indépendants.

b

b

b

Figure 3.6 � Exemple de branhements

• � Steering �, ou ontr�le des absisses :

Si on reolle des briques au sommet de notre brique initiale sans faire attention aux hoix des

absisses, elles-i peuvent dangereusement diverger. Heureusement, une règle simple permet de

les maintenir dans une zone prohe de la zone initiale. En e�et, notons xi les points d'anrage de

haune des briques de la onstrution ave x0 = 0. Supposons que l'on souhaite ontr�ler xi (1).
Alors on remarque que x0 (1) = 1 et xi+1 (1) = xi (1) + A± ou −L ≤ A− ≤ 0 et 0 ≤ A+ ≤ L en

fontion de la zone dans laquelle on hoisit le nouveau point d'arohe. En hoisissant orrete-

ment elle-i (e qui élimine deux des quatre points sur le sommet de la brique), on s'assure que

pour tout i, on ait −2L ≤ xi (1) ≤ 2L. Nous utiliserons toujours le ontr�le de la première oordon-

née, et par moment le ontr�le de la seonde lorsque ela sera néessaire (et ela sera alors indiqué).
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Remarquons qu'en ombinant les deux derniers points, le ontr�le de la première oordonnée des

points d'anrages et le hoix d'une fae sur le �té où on reolle une fae détermine omplètement

le hoix du point d'anrage sur la fae supérieure.

Retournons maintenant à notre prinipal argument. Supposons que τ0 soit oupé. Alors [−m,m]2×
{−N −m} est une graine. Nous délarerons τa oupé si un ertain algorithme de reollement de

briques dépendant du rapport

H
L
fontionne et permet de relier les trois zones ibles non atteintes

ave un nombre borné R de briques. Le hoix de es briques est entièrement déterminé et l'algo-

rithme fontionne dès que toutes les briques hoisies sont admissibles. On en déduit que :

Pp (τa est oupé | τ0 est oupé ) ≥ Pp (B (L,H) est admissible )R = πR
.

Cette onstrution s'étend naturellement à des tubes quelonques. En e�et, si τb (où b ∈ Z
+ × Z)

doit être examiné ar un voisin τa est oupé, on dira que τb est oupé si le même algorithme de

reollement de briques que préédemment fontionne et permet ii aussi de relier les trois zones

ibles non atteintes ave le même nombre borné R de briques. Alors on aura aussi :

Pp (τb est oupé | τa est oupé ) ≥ Pp (B (L,H) est admissible )
R
= πR

.

Il su�t alors de prendre ν assez petit pour que pour que si π > 1 − ν, alors πR > psitesc .

ν = 1−
(

psitesc

)
1
R
onvient.

⋆ Constrution dans le as L ≤ H

Z3
0

Z1
0

Z4
0 Z2

0

b

b

b

b

b

b

b

b

bbbb

b b b b b b b b b b b b b
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Figure 3.7 � Constrution dans le as L ≤ H

Rappelons que l'on a pris ii N = 5H + 7L. Nous avons aussi pris des régions ibles ave des
dimensions (8H + 10L)× (H − 1).

Nous allons expliiter le hoix des blos que l'on fait ii a�n de pouvoir relier la zone de départ au

trois zones ibles du tubes. Nous partons d'un blo supposé admissible, et sans perte de généralité

nous allons supposer que elui i se trouve dans la partie gauhe de la zone ible préédente. L'idée

onsiste à empiler des briques en haut et à réaliser deux bifurations, une à droite et une à gauhe
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pour rejoindre les extrémités droite et gauhe. En dehors des périodes de bifuration, on herhe à

entraliser le plus possible les blos de sorte à rester prohe de l'axe x(1) = x(2) = 0. L'algorithme

ontinue tant que tous les blos onsidérés sont oupés.

Notre algorithme de reollement est don onstitué de trois suites de blos admissibles :

� La suite des blos reliant le bas au haut, que l'on notera (Bi)i≥0. Celle-i a l'orientation

usuelle des blos. On notera (bi)i≥0 les points d'arohe respetifs.

� La suite des blos reliant la suite (Bi)i≥0 au bord gauhe, que l'on notera (B′
i)i≥0. Celles-i

ont subi une rotation d'angle

π
2 dans le sens trigonométrique par rapport aux briques usuelles.

On notera (b′i)i≥0 les points d'arohe respetifs.

� La suite des blos reliant la suite (Bi)i≥0 au bord droit, que l'on notera (B′′
i )i≥0. Celles-i ont

subi une rotation d'angle −π
2 dans le sens trigonométrique par rapport aux boites usuelles.

On notera (b′′i )i≥0 les points d'arohe respetifs.

En fait, nous verrons plus tard que pour pouvoir entrer notre suite de blos (Bi)i≥0, il sera

néessaire de l'interrompre pour la reprendre plus tard. Entre temps le hemin passera par la suite

(B′′
i )i≥0.

Si b est un point, nous noterons également b(1) son absisse et b(2) son ordonnée. Par souis de

simpliité, nous onsidérerons également que l'origine du repère dans lequel nous nous plaçons ii

est le entre de �té inférieur du tube. Notre tube, dont on oublie une oordonnée, est don assimilé

ii à [−N,N ]× [0, 2N + 1]. Par hypothèse sur la position de B0, on a don −4H − 5L ≤ b0(1) ≤ 0
et −H + 1 ≤ b0(2) ≤ 0.

On ommene par empiler de nouveaux blos par le haut, en nous dirigeant vers la droite,

a�n de reentrer un peu le hemin prinipal. On onstruit ainsi B1, B2 et B3. En suivant ette

proédure, on a −5H − 5L ≤ b3(1) ≤ 3L. On a également 2H + 1 ≤ b3(2) ≤ 3H . Nous sommes

don bien sortis de la zone ible du bas du tube.

Nous allons ensuite ommener une séquene de bifuration à gauhe. Cela onsiste à empiler 4

blos de la manière suivante : Les trois blos B4 et B5 sont empilés sur le sommet du préédent, en

hoisissant un point sur la gauhe du sommet et les deux blos B6, B7 sont empilés en hoisissant

un point sur la droite. On a alors 6H + 1 ≤ b7(2) ≤ 7H . De plus b5(1) ≥ −4H − 7L ar on a fait

3 déplaements vers la gauhe seulement depuis le début de la onstrution.

Arrêtons nous un instant sur la onstrution du hemin rejoignant la zone ible à gauhe. Nous

reviendrons après à notre hemin prinipal. La bifuration vers la zone ible à gauhe a lieu en

B5. C'est a�n d'éviter tout ontat ave e nouveau hemin que nos blos B4 à B7 prennent la

forme d'un hevron ouvert. Notre hemin a don pour première arohe b′1 qui se trouve sur

la fae gauhe de B5. À partir de e point d'arohe, on onstruit une suite de blos jusqu'à

arriver à la zone ible en suivant le prinipe de reollement par le sommet des blos (qui sont

ii tournés, le sommet étant don la fae orientée vers la gauhe). On ajoute à e prinipe elui

de ontr�le des absisses qui devient suite à la rotation un ontr�le des ordonnées. On s'assure

don que que les ordonnées ne s'éloignent pas de b′1(2) + L de plus de 2L. Un rapide examen de

la suite de la onstrution permet de se onvainre que la zone dans laquelle évolue (B′
i)i≥0 est

déonnetée de toutes les autres zones et que es blos n'en renontreront auun autre. De plus,

on a b′1(2) ≥ b5(2) ≥ 4H + 1. On en déduit qu'ave le ontr�le des ordonnées préédemment mis

en plae, on a :

b′k(2) ≥ b′1(2)− L ≥ b′5(2)− L ≥ 4H + 1− L ≥ H + 2L+ 1.

Cette dernière borne nous assure qu'on atteint bien la zone ible à gauhe, puisque elle-i om-

mene en H + 2L+ 1.
Le prinipal problème de la proédure préédente est que, ombinée ave l'aléatoire onernant

le plaement de B0 nous disposons de très peu d'informations quant aux absisses de B7. Nous

allons ensuite proéder par disjontion de as en fontion de elle-i.

L'idée la plus instintive pour poursuivre notre route serait de répéter le proessus préédent

pour onstruire un hemin à droite puis ontinuer notre hemin jusqu'en haut. Nous allons voir

lorsque ette onstrution fontionne et lorsque elle-i ne fontionne pas, nous proposerons une

onstrution alternative qui permettra de onlure.

4

4. Il faut ii remarquer que les onditions assurant la réussite de la première onstrution ne porteront que sur

les absisses de B7. Ainsi l'algorithme pourra savoir dès la onstrution de B7 quelle est la proédure à suivre sans

avoir besoin de tester l'une puis de faire du � baktraking � qui serait préjudiiable à notre preuve puisque ela

aurait détruit l'indépendane des évènements � une brique est admissible �.
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Nous allons don proéder omme préédemment. On met ainsi en plae une bifuration vers la

droite en B7. On applique ii aussi un ontr�le des ordonnées pour ne pas s'éloigner de l'ordonnée

initiale. En e�etuant les mêmes véri�ations que préédemment, on s'assure alors que la suite de

blos (B′′
i )i≥0 rejoint bien la zone ible droite. Puis, on reolle deux blos B8 et B9 en hoisissant un

point sur la gauhe, e qui nous assure que sans retour en arrière, on ne roisera jamais de nouveau

le hemin de droite. En�n, on poursuit le hemin en empilant vers le haut ave un ontr�le des

absisses pour ne pas s'éloigner de elle de B9. On a don le ontr�le suivant sur les absisses des

Bk pour tout k ≥ 9 :

bk(1) ≥ b9(1)− 2L ≥ b7(1)− 4L.

Pour atteindre la zone ible, il faut que ette quantité soit minorée par −(4H + 5L), e qui est le
as dès que b7(1) ≥ −4H + L.

Le dernier as à traiter est don b7(1) ≤ −4H + L. Rappelons que l'on a aussi b7(1) ≥ b5(1) ≥
−4H−7L. A�n de s'éloigner du bord gauhe, on met aussi en plae une bifuration vers la droite en

B7. Celle-i ne peut pas interseter de briques préédemment étudiées ar B6 et B7 ont été reollés

par le haut en hoisissant un point sur la droite. Comme indiqué au début de la onstrution,

nous allons maintenant mettre en arrêt le hemin (Bi)i≥0 avant de le reprendre plus tard. Le point

d'arohe b′′1 de la suite de blos (B′′
i )i≥0 véri�e alors ≤ b′′1(1) ≤ et ≤ b′′1(1) ≤. Avant de relaner

le hemin vertial, nous devons nous assurer que elui-i ne renontrera auun hemin déjà traé.

Pour ela, nous allons onstruire les blos B′′
2 à B′′

5 en forme d'aent iron�exe, 'est à dire que

B′′
2 et B′′

3 sont reollés en hoisissant le point le plus en haut de la fae à droite du préédent blo

et B′′
4 et B′′

5 en hoisissant le point le plus en bas. On peut alors reommener notre hemin vers

le haut à partir de B′′
3 en réalisant un ontr�le des absisses pour s'assurer que l'on arrive bien

dans la zone ible supérieure, et on ontinue le hemin vers la droite à partir de B′′
5 ave ette fois

i un ontr�le des ordonnées pour arriver dans la zone ible latérale. Les véri�ations à faire sont

similaires au préédentes.

Il reste à véri�er que l'on a bien utilisé un nombre borné de blos pour relier les zones ibles.

En fait, nous n'avons pas pu parourir d'avantage que 2 fois la longueur du arré, plus un blo

pour sortir de la zone ible préédente. Comme le arré peut être parouru en 25 blos, on obtient

�nalement : R ≤ 51.

⋆ Constrution dans le as H < L

Commençons par remarquer pourquoi la onstrution préédente ne fontionne plus ii. Si nous

avions pris les mêmes valeurs pour K, α et β et si nous avions proédé de la même façon, notre

onstrution aurait éhouée lorsque nous aurions essayé de véri�er que nous atteignons bien les

zones ibles. En e�et, nous utilisons à plusieurs endroits de la preuve et de manière ruiale dans nos

aluls que L ≤ H . Nous aurions pu alors essayer de réparer e problème en modi�ant quelque peu

la onstrution. Cependant toutes es tentatives auraient été infrutueuses à ause de l'observation

suivante : pour traverser entièrement le arré nous avons besoin d'environ

2K
H

+1 = 11H+14L
H

blos.

25 blos su�sent don si H ≥ L. Mais on voit ii que nous avons besoin d'au moins

14L
H

blos. Ce

rapport est non borné si L diverge et nous ne pourrons don pas aboutir en un nombre borné de

blos.

Pour pouvoir onlure, nous allons devoir utiliser la largeur des blos plut�t que leur hauteur

a�n d'évoluer dans le arré. Pour ela, l'idée de D. Barsky, G. Grimmett et de C. Newman dans leur

artile de 1991 [BGN91℄ onsiste à utiliser des briques élémentaires appelées � rabes � (voir �gure

3.8) dans leur onstrution. Celles-i sont onstituées de 3 blos. Le premier est à l'horizontal, le

suivant est ollé sur le sommet du premier et le troisième est à la vertiale ollé sur une fae du

seond.

La suite de la onstrution est semblable au as H ≥ L, quoi que plus tehnique, et nous

n'entrerons pas dans les détails.

Le nombre de blos utilisés ii est naturellement plus important que dans la première onstru-

tion et un alul permet de se onvainre que R ≤ 125.
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Figure 3.8 � Un � rabe �
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Chapitre 4

Uniité du luster in�ni

L'objetif de e hapitre est d'établir un théorème d'uniité du luster ouvert in�ni (lorsque

elui-i existe ave probabilité stritement positive). On omplète ainsi la preuve du théorème 3.

Théorème 9 (Burton - Keane, 1989). Soit p ∈ [0, 1] tel que θ(p) > 0, alors

Pp( Il existe exatement un luster ouvert in�ni ) = 1.

Le résultat est lair si p ∈ {0, 1}, on suppose don dans la suite que 0 < p < 1. On note N

le nombre de lusters ouverts in�nis. Si B est un ensemble d'arêtes, on note EB l'ensemble des

arêtes joignant deux sommets de B. On note NB(0) (resp. NB(1)) le nombre de lusters ouverts

in�nis lorsque toutes les arêtes de EB sont délarées fermées (resp. ouvertes). En�n, on note MB

le nombre de lusters ouverts in�nis intersetant B.

L'espae Ω = {0, 1}Ed

est un espae produit muni naturellement d'une famille de translations

héritée des translations sur le réseau L
d
. De plus, Pp est une mesure produit sur Ω. Puisque N est

une fontion invariante par translation de Ω, elle est presque sûrement onstante. Ainsi,

Il existe k ∈ N ∪ {∞} tel que Pp(N = k) = 1. (4.1)

Évidemment l'entier k ainsi dé�ni dépend de p.

Proposition 3. L'entier k dé�ni au 4.1 véri�e k ∈ {0, 1,∞}.

Preuve. On raisonne par l'absurde en supposant k ∈ N\{0, 1}. Soit B un ensemble �ni de sommets.

Puisque toute on�guration dans EB a une probabilité stritement positive, on déduit du fait que

N est onstante presque sûrement que

Pp(NB(0) = NB(1) = k) = 1.

Or NB(0) = NB(1) si et seulement si B intersete au plus un luster ouvert in�ni ('est ii que

l'on utilise l'hypothèse que k est �ni). On obtient don

Pp(MB ≥ 2) = 0.

Il est lair que MB est une fontion roissante de B. De plus,

MB −→
BրZd

N.

Choisissons pour B le � diamant � S(n) = {x ∈ Z
d , |x| ≤ n}. On obtient don

0 = Pp(MS(n) ≥ 2) −→
n→+∞

Pp(N ≥ 2), (4.2)

e qui assure que k ≥ 1 : d'où l'absurdité.

Il reste don à éliminer le as où k = ∞. On suppose désormais que k = ∞. Nous obtenons une

ontradition en utilisant un argument géométrique.
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Dé�nition 8. Soit x ∈ Z
d
. On dit que x est une trifuration si x véri�e les trois onditions

suivantes :

(a) x appartient à un luster ouvert in�ni ;

(b) il existe exatement trois arêtes ouvertes inidentes en x ;

(c) la suppression de x et des trois arêtes qui lui sont inidentes divise le luster ouvert in�ni en

exatement trois lusters ouverts in�nis et auun lusters �nis.

On note Tx l'évènement � x est une trifuration �.

Commençons par observer que Pp(Tx) est une grandeur indépendante de x de sorte que

1

|B(n)|E





∑

x∈B(n)

1Tx



 = Pp(T0). (4.3)

Proposition 4. La quantité Pp(T0) est stritement positive.

Preuve. Nous utilisons ii l'hypothèse k = ∞. Soit B un ensemble �ni de sommets. NotonsMB(0)
le nombre de lusters ouverts in�nis intersetant B lorsque toutes les arêtes de EB sont délarées

fermées. Comme MB(0) ≥MB, en utilisant un argument similaire à elui utilisé au 4.2,

Pp(MS(n)(0) ≥ 3) ≥ Pp(MS(n) ≥ 3) −→
n→

Pp(N ≥ 3) = 1.

Ainsi, il existe un entier n ∈ N tel que

Pp(MS(n)(0) ≥ 3) ≥ 1

2
.

On pose B = S(n). On e�etue les remarques suivantes :

(a) l'évènement {MB(0) ≥ 3} est indépendant de l'état des arêtes de EB ;

(b) si l'évènement {MB(0) ≥ 3} a lieu, il existe (x, y, z) ∈ (∂B)3 appartenant à des lusters

ouverts in�nis distints de E
d \ EB .

Soit ω ∈ {MB(0) ≥ 3}. Choisissons x = x(ω), y = y(ω) et z = z(ω) selon le point (b) de la

remarque préédente (s'il y a plusieurs possibilités pour un tel triplet, on le hoisit selon une

règle prédéterminée). On peut failement démontrer qu'il existe dans EB trois hemins

1

joignant

l'origine à (respetivement) x, y et z ; et que es hemins peuvent être hoisis de façon à satisfaire

les points suivants :

(i) l'origine est le seul sommet ommun à deux hemins quelonques parmi es trois hemins ;

(ii) haun de es hemins touhe exatement un sommet de ∂B.

Notons à présent Jx,y,z l'évènement � toutes les arêtes de es trois hemins sont ouvertes et toutes

les autres arêtes de EB sont fermées �. Comme B est �nie, en notant R le nombre d'arêtes dans

EB, on obtient

Pp(Jx,y,z |MB(0) ≥ 3) ≥ (min(p, 1− p))R > 0.

Il su�t alors d'érire

Pp(T0) ≥ Pp(Jx,y,z ∩ {MB(0) ≥ 3})
= Pp(Jx,y,z |MB(0) ≥ 3)Pp(MB(0) ≥ 3)

≥ 1

2
(min(p, 1− p))R > 0.

1. Il est important de voir que l'argument utilisé ii est déterministe.
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Idée de la preuve. On dispose à présent de tous les résultats néessaires pour onlure. Com-

mençons par donner une idée de l'argument �nal avant d'en fournir une preuve rigoureuse. La

proposition suivante et 4.3 assurent que le nombre moyen de trifurations dans B(n) roît omme

|B(n)| lorsque n → +∞. Nous allons obtenir la ontradition reherhée grâe à ette remarque.

Soit t1 une trifuration de B(n). On hoisit un sommet y1 ∈ ∂B(n) tel que t1 ↔ y1 dans B(n).
On hoisit une nouvelle trifuration t2 dans B(n). La dé�nition d'une trifuration assure l'exis-

tene de y2 ∈ ∂B(n) \ {y1} telle que t2 ↔ y2 dans B(n). On ontinue de la sorte en hoisissant à

haque étape une nouvelle trifuration tk dans B(n) et un nouveau point yk dans ∂B(n) distint
des préédents points hoisis. Ainsi, s'il y a τ trifurations dans B(n), on peut obtenir τ sommets

distints dans ∂B(n) et don
|∂B(n)| ≥ τ.

Or omme nous l'avons vu,

Ep[τ ] ∼
n→+∞

Pp(T0)|B(n)|,

e qui permet d'obtenir la ontradition reherhée puisque |∂B(n)| roît omme du nd−1
alors

que |B(n)| roît omme du nd
.

Nous fournissons maintenant une preuve rigoureuse de la �n de l'argument. On utilise pour ela

un argument ombinatoire que l'on dérit à l'aide de la dé�nition suivante.

Dé�nition 9. Soit Y un ensemble �ni ave |Y | ≥ 3. On appelle 3-partition Π = {P1, P2, P3}
de Y toute partition de Y en exatement trois ensembles P1, P2 et P3. Étant données deux 3-
partitions Π = {P1, P2, P3} et Π′ = {P ′

1, P
′
2, P

′
3}, on dit que Π et Π′

sont ompatibles s'il existe une

numérotations de leurs éléments telle que P ′
2 ∪P ′

3 ⊂ P1 (ou de manière équivalente P2 ∪P3 ⊂ P ′
1).

Une olletion P de 3-partitions de Y est dite ompatible si pour toute paires distintes Π, Π′

dans P, Π et Π′
sont ompatibles.

Lemme 7. Si P est une olletion ompatible de 3-partitions distintes de Y , alors

|P| ≤ |Y | − 2.

Preuve. On démontre e résultat par réurrene forte sur le ardinal de Y . Remarquons déjà que

si |Y | = 3, alors |P| ≤ 1. Supposons maintenant n ≥ 3 et le résultat vrai pour tout ensemble de

ardinal au plus n. Soit Y un ensemble �ni de ardinal n+ 1. Soit y ∈ Y . On note Z = Y \ {y}.

Soit P une olletion ompatible de 3-partitions de Y . Tout élément Π de P peut s'érire sous

la forme

Π = {Π1 ∪ {y},Π2,Π3}
où les ensembles Π1,Π2 et Π3 sont des sous-ensembles disjoints de Z satisfaisant : Π2 et Π3 sont

non vides et Π1 ∪ Π2 ∪Π3 = Z. Notons P ′
l'ensemble des éléments Π de ette forme ave Π1 6= ∅.

Posons en�n P ′′ = P \ P ′
.

Il est lair que P ′
est une olletion ompatible de 3-partitions de Z. Par hypothèse de réur-

rene nous avons don

|P ′| ≤ |Z| − 2 = |Y | − 3.

Il nous reste don à établir que |P ′′| ≤ 1. Supposons par l'absurde que P ′′
ontienne deux 3-

partitions distintes de Y que l'on érit {{y}, A2, A3} et {{y}, B2, B3}. Quitte à ré-indier, on peut

supposer que {y} ∪B2 ⊂ A2. Mais ei est absurde puisque A2 ∩ {y} = ∅. On a �nalement obtenu

|P| = |P ′|+ |P ′′| ≤ |Y | − 3 + 1 = |Y | − 2

e qui est bien le résultat reherhé.

Preuve du théorème 9. SoitK un luster ouvert de B(n). Si x est une trifuration appartenant
à K ∩ B(n − 1), la suppression de x induit une partition de K ∩ ∂B(n) en trois ensembles, qui

sont les ensembles de sommets reliés à x par un hemin ouvert passant par l'une des trois arêtes

ouvertes inidentes en x. Ainsi, on assoie à x une 3-partition Π(x) = {P1, P2, P3} de K ∩ ∂B(n)
véri�ant les propriétés suivantes :
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(a) les parties Pi sont non vides ;

(b) Pi est un sous-ensemble d'un graphe onnexe ouvert de B(n) \ {x} ;
(c) Pi = Pj dans B(n) \ {x}, si i 6= j.

De plus, si x et x′ sont deux trifurations distintes de K ∩B(n− 1), alors Π(x) et Π(x′) sont dis-
tintes et ompatibles. Alors, en utilisant le lemme 7 on obtient que le nombre τ(K) de trifurations
dans K ∩B(n− 1) véri�e

τ(K) ≤ |K ∩ ∂B(n)| − 2. (4.4)

On somme ette inégalité sur tous les lusters ouverts K de B(n) pour �nalement obtenir

∑

x∈B(n−1)

1Tx
≤ |∂B(n)|.

En passant à l'espérane et en utilisant 4.3 on obtient don

|B(n− 1)|Pp(T0) ≤ |∂B(n)|,

e qui est impossible par l'argument de roissane que nous avons évoqués préédemment.
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Chapitre 5

Étude approfondie des valeurs des

probabilités ritiques

5.1 Généralisation du modèle de perolation

Au hapitre 1, nous avons présenté le modèle le plus élèbre de perolation, elui sur Z
d
. Mais

elui-i peut se généraliser sans di�ulté à un graphe G muni d'un ensemble d'arêtes dénombrable

V . Nous pouvons alors également parler de probabilité ritique pc(G). Nous avons d'ailleurs déjà
vu au orollaire 4 que dès que le graphe est onnexe, dénombrable et loalement �ni, elle-i ne

dépend pas du point de départ dans le graphe et que θG(p) n'en dépend pas non plus.

Certains de es réseaux peuvent, à l'instar des slabs ou du demi-espae étudié préédemment,

être asymétriques. A�n d'obtenir des inégalités strites entre les probabilités ritiques assoiées à

deux graphes distints, il est utile d'étudier de manière plus générale la perolation sur un graphe

quelonque. Cette idée d'étudier de manière plus globale les graphes est reprise en annexe D pour

établir une loi du tout ou rien.

5.2 Inégalités strites

Il est en général faile d'obtenir des inégalités larges entre di�érentes probabilités ritiques. Par

exemple, il est lair que si Γ est un sous-graphe de G 1

alors pc(Γ) ≥ pc(G). En e�et, tout hemin

in�ni dans Γ fournit diretement un hemin in�ni dans G. Cependant, la réiproque n'est pas vraie

et nous pouvons naturellement nous demander si l'inégalité strite est véri�ée. Nous avons déjà

évoqué e problème au paragraphe 1.3. Nous nous demandions alors si pc(Z
d+1) < pc(Z

d). La
réponse positive à ette question nous est donnée par la notion d'aroissement de graphes.

La notion d'aroissement est dé�nie de manière assez vague omme l'ajout de manière systé-

matique de onnetions suivant des règles loales. Comme il est di�ile de donner une dé�nition

plus rigoureuse générale, nous allons nous ontenter d'expliiter ette dé�nition dans le as d'un

sous-graphe G de L
d
.

Soit R un entier positif. On note G le graphe simple obtenu en restreignant G à B(R). Pour tout
on�guration ω d'arêtes ouvertes ou fermées, on notera également ωB ette on�guration restreinte

à la boule B(R).

Dé�nition 10. Une fontion d'aroissement F est une appliation qui à toute on�guration

restreinte ωB assoie un état du graphe G.

Une telle fontion F a une portée loale, et est totalement déterministe. Nous allons rendre son

ation globale et aléatoire. Pour ela, on dé�nit F de manière globale sur le réseau Z
d
de la manière

suivante : Si ω est une on�guration et x un élement du réseau, on note F (x, ω) = F ((τxω)B), où
τxω(e) = ω(x+ e).

1. Il faudrait formaliser ela en expliquant omment dé�nir un sous-réseau, mais nous nous ontenterons ii de

la dé�nition instintive de ette notion.
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On onsidère désormais un nouvel espae de probabilité Ξ := {0, 1}Zd

munit d'une probabilité

omme sur Ω, ave un paramètre s appelé densité d'aroissement qu'un sommet soit ouvert.

On notera µ les éléments de Ξ.

Dé�nition 11. L'aroissement du graphe G est le graphe dé�ni à partir des on�gurations

ω et µ de la façon suivante :

Ga(ω, µ) = G(ω) ∪





⋃

x , µ(x)=1

{x+ F (x, ω)}





ou G(ω) désigne le graphe des arêtes ouvertes sous la on�guration ω.

Nous allons maintenant onsidérer l'espae produit Ω × Ξ, dont la probabilité Pp,s dépend de

deux paramètres et nous allons regarder pour quelles valeurs de eux-i on obtient un luster in�ni.

Dé�nition 12. On dé�nit la probabilité de perolation arue par

θa(p, s) = Pp,s(0 appartient à un luster in�ni de Ga)

et le point ritique de perolation arue est alors dé�ni par

pac (F, s) = inf{p , θa(p, s) > 0}.

Remarquons que le point ritique dépend de la fontion d'aroissement hoisie mais aussi de

la densité d'aroissement. A�n de pouvoir donner plus d'informations sur le omportement de

θa(p, s), on a besoin de davantage d'hypothèses sur F .

Dé�nition 13. On dit que F est monotone si pour tout µ et pour tous ω ≤ ω′
, le graphe

Ga(ω, µ) est un sous-graphe de Ga(ω′, µ).

Une onséquene direte du théorème 6 est que si F est monotone, alors θa est roissante au

sens large. Plus préisément, son omportement est très similaire à elui de θ. Ce omportement

est présenté à la �gure 5.1. La notion de point ritique prend alors le sens voulu :

θa(p, s) = 0 si p < pac (F, s)

θa(p, s) > 0 si p > pac (F, s)

Avant de pouvoir énoner le théorème prinipal de ette setion qui permet de onlure à de

nombreuses inégalités strites, on doit enore dé�nir une dernière propriété :

Dé�nition 14. On dit que F est essentielle s'il existe une on�guration ω telle que G(ω)∪F (ω)
ontient un hemin in�ni des deux �tés alors que G(ω) ne ontient auun hemin véri�ant ette

propriété.

On peut alors énoner le résultat suivant :

Théorème 10. Soit s > 0. Si la fontion F est essentielle, alors pac (F, s) < pc.

Ce théorème a été démontré par Aizenman et Grimmett en 1991 (voir [AG91℄). Il utilise des

identités di�érentielles sur la fontion θ.

Un orollaire important de ei est un résultat que nous avons utilisé à l'égalité 3.4. Celui-i

indique que si Sh = Z
2 × [0, h], alors pc(Sh) > pc. Ce résultat s'étend à tout slab de dimension

supérieure. En dimension d, eux-i sont dé�nis de la manière suivante : Sh = Z
2 × [0, h]d−2

. On a

alors le résultat suivant :

Corollaire 6. Pour tout h ≥ 0, on a pc(Sh) > pc(Sh+1).

Preuve. Bien sûr, omme Sh ⊂ Sh+1, on a pc(Sh) ≥ pc(Sh+1). On va herher à utiliser le théorème

préédent pour montrer l'inégalité strite. On notera ed le veteur (0, . . . , 0, 1).
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Soit L le graphe assoié au réseau Sh+1. Celui-i peut être onstruit à partir de L
d
en suppri-

mant toutes les arêtes de la forme 〈x, x + ed〉 ave |xd + 1| divisible par h + 2. La omposante

onnexe de 0 du graphe résultant est alors le graphe L.

On onstruit ensuite le graphe L
′
dont la omposante onnexe assoiée à l'origine sera le réseau

Sh. Celui-i se forme alors à partir de L en supprimant de nouveau toutes les arêtes de la forme

〈x, x+ ed〉 ave |xd + 1| divisible par h+ 1.

La fontion d'aroissement onsiste à rajouter de manière systématique les arêtes supprimées lors

de la dernière étape. Cette fontion est essentielle (il n'est pas di�ile de trouver un hemin in-

�ni dans Sh+1 qui ne l'est pas dans Sh). Par le théorème préedent, on a don : pac (F, s) < pc(Sh).

On remarque également que si p = s, alors il est équivalent de réaliser un proessus de pero-

lation sur L
′
puis de faire le proessus d'aroissement de graphe ou de réaliser diretement la

perolation sur L. On en déduit que θa(p, p) = θSh+1
(p).

Finalement, on a bien pc(Sh+1) < pc(Sh).

pcpac

θ > 0

θ = 0

p

s

Figure 5.1 � Graphe de la probabilité de perolation arue
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Annexe A

Un lemme d'analyse

Lemme 8. Soit (E, d) un espae métrique. Soit (fn)n≥0 une suite déroissante d'appliations

ontinues de E dans R. On suppose que ette suite onverge simplement vers une appliation

f : E → R. Alors f est semi-ontinue supérieurement. Si l'on suppose de plus que f est roissante,

alors f est ontinue à droite.

Preuve. On rappelle la dé�nition de la semi-ontinuité supérieure. Une appliation f : E → R est

dite semi-ontinue supérieurement en x0 ∈ E si pour tout ε > 0 il existe un voisinage U de

x0 dans E tel que pour tout x ∈ U ,

f(x) ≤ f(x0) + ε.

Soit ε > 0, soit x0 ∈ E. Cherhons un voisinage U omme i-dessus pour la limite simple f . Comme

f est limite simple d'une suite de fontions déroissantes on a pour tout x ∈ E, pour tout n ≥ 0,

fn(x) ≥ f(x).

Ainsi, si n ≥ 0, x ∈ E,

f(x) = fn(x) + (f(x)− fn(x)) ≤ fn(x)

puis en remarquant que fn(x) = fn(x0)− f(x0) + f(x0) + fn(x)− fn(x0), on obtient

f(x) ≤ f(x0) + (fn(x0)− f(x0)) + (fn(x) − fn(x0)).

Choisissons n0 ∈ N tel que

|fn(x0)− f(x0)| ≤
ε

2

et, par ontinuité de fn0
hoisissons aussi un voisinage U de x0 dans E tel que pour tout y ∈ U

|fn(y)− fn(x0)| ≤
ε

2
.

On a don pour tout x ∈ U ,

f(x) ≤ f(x0) + ε (A.1)

e qui est bien le résultat voulu. Si l'on suppose de plus f roissante on obtient diretement par

A.1 la ontinuité à droite de f en x0.

Remarque 9. Il su�t en fait de supposer les fn semi-ontinues supérieurement. On a aussi montré

qu'une fontion roissante et semi-ontinue supérieurement est ontinue à droite.
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Annexe B

Espérane onditionnelle

B.1 Dé�nition

On �xe dans ette partie un espae de probabilité (Ω,A,P) quelonque. Dans la pratique,

lorsque l'on réalise une expériene aléatoire, on dispose parfois d'informations sur le résultat de

ette expériene. Ces informations modi�ent intrinsèquement l'expériene. Ainsi, si on lane deux

fois un dé, le résultat du premier tirage permet d'a�ner la prédition probabiliste de base portant

sur la somme des deux dés. L'espérane onditionnelle formalise e onept. Étant donné deux

variables aléatoiresX et Y , on appelle espérane onditionnelle deX sahant Y la variable aléatoire

E[X |Y ] dé�nie par E[X |Y ] = φ (Y ) où

φ(ω) =
E[X1{Y=Y (ω)}]

P(Y = Y (ω))
.

Bien sûr, ette dé�nition n'a pas de sens pour des variables ontinues par exemple, mais on va

préiser ette dé�nition a�n qu'elle garde un sens. Avant de faire ela, insistons bien sur le fait

que E[X |Y ] reste une variable aléatoire. C'est la variable aléatoire qui à ω assoie l'espérane de

X sahant que Y prenait la valeur Y (ω). Rigoureusement, on dé�nit l'espérane onditionnelle à

l'aide du théorème suivant :

Théorème 11. Soit B une sous-tribu de A, et soit X une variable aléatoire intégrable dé�nie sur

(Ω,A,P). Alors il existe une unique variable aléatoire intégrable dé�nie sur (Ω,B,P) que l'on note

E[X |B] telle que l'on ait :

∀B ∈ B,E[X1B] = E[E[X |B]1B].

Preuve. Pour l'uniité, il su�t de remarquer que si X ′
et X ′′

sont intégrables et B-mesurables

véri�ent

∀B ∈ B,E[X ′
1B] = E[X ′′

1B],

alors X ′ −X ′′ = 0. En onsidérant B = {X ′ ≥ X ′′} et son symétrique B = {X ′′ ≥ X ′}, on voit

que X ′ = X ′′
presque sûrement.

Pour l'existene, on remarque quitte à déomposer X sous la forme X = X+ − X−
, on peut

supposer que X est positive. L'existene de X ′
déoule alors du théorème de Radon-Nikodym

appliqué à la mesure Q(B) := E[X1B].

Le théorème de Radon Nikodym nous assure également que si X est positive, alors E[X |B] l'est
aussi.

Corollaire 7. Pour toute variable aléatoire Z B-mesurable bornée, on a également :

E[XZ] = E[E[X |B]Z].

Preuve. On se plae dans le adre du résultat préédent. Remarquons tout d'abord que par linéarité

de l'espérane, notre propriété est véri�ée des que Z est une ombinaison linéaire d'indiatries.

Puis, soit Z une variable aléatoire B-mesurable bornée. Alors on sait qu'il existe une suite roissante
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en valeur absolue (Zn)n∈N
de variables aléatoires étagées qui onverge presque sûrement vers Z.

Mais alors on a bien par le théorème de onvergene dominée :

E[XZ] = lim
n→∞

E[XZn]

= lim
n→∞

E[E[X |B]Zn]

= E[E[X |B]Z].

Bien sûr, es dé�nitions s'étendent aux variables aléatoires positives non intégrables. Mais pour

ela, on a besoin de quelques propriétés sur l'espérane onditionnelle. Tout d'abord, on remarque

que les as extrémaux où X est B-mesurable et elui où X est indépendante de B sont failes à

traiter.

Proposition 5. Si X est B-mesurable, alors presque sûrement E[X |B] = X. De même, si X est

indépendante de B, alors E[X |B] = E[X ] presque sûrement.

Preuve. Si X est B-mesurable, alors Z = X véri�e la propriété

∀B ∈ B,E[X1B] = E[Z1B],

don on a forément E[X |B] = X . De même, si X est indépendante de B alors on a

∀B ∈ B,E[X1B] = E[X ]E[1B] = E[E[X ]1B],

don E[X |B] = E[X ] onvient

Dans les deux parties de la preuve i-dessus, on utilise le fait que l'espérane onditionnelle

est l'unique variable aléatoire véri�ant la propriété demandée dans le théorème 11 pour identi�er

elle-i. Ainsi, on exhibe la variable qui onvient et par uniité, on a bien identi�é l'espérane

onditionnelle. On va reprendre ette idée a�n d'étudier de manière plus générale l'espérane

onditionnelle.

Proposition 6. L'appliation X 7−→ E[X |B] est une appliation linéaire.

Preuve. Il su�t ii de véri�er que αE[X |B]+βE[Y |B] véri�e la propriété de l'espérane ondition-
nelle de αX + βY , e qui est bien le as ar l'espérane est linéaire et que αE[X |B] + βE[Y |B] est
bien B mesurable.

Proposition 7. L'appliation X 7−→ E[X |B] est roissante :

∀(X,Y ) ∈ L1 (Ω,A,P)2 , (X ≤ Y presque sûrement ⇒ E [X |B] ≤ E[Y |B] presque sûrement) .

Preuve. C'est une onséquene immédiate de la linéarité de X 7−→ E[X |B] et du fait que si X ≥ 0,
alors E[X |B] ≥ 0.

Proposition 8. On a l'égalité suivante :

∀X ∈ L1 (Ω,A,P) ,E [E [X |B]] = E [X ] .

Preuve. On applique la dé�nition de E [X |B] ave B = ω.

Proposition 9 (Inégalité triangulaire).

∀X ∈ L1 (Ω,A,P) , |E [X |B]| ≤ E [|X ||B]

Preuve. On remarque que :

|E [X |B] | = |E
[

X+|B
]

−E
[

X−|B
]

| ≤ |E
[

X+|B
]

|+|E
[

X−|B
]

| = E
[

X+|B
]

|+E
[

X−|B
]

= E [|X ||B]

puisque E[X |B] ≥ 0 dès que X ≥ 0.
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On a maintenant tous les outils néessaires pour dé�nir l'espérane onditionnelle de variables

aléatoires positives non intégrables.

Théorème 12. Soit B une sous-tribu de A, et soit X une variable aléatoire positive dé�nie sur

(Ω,A,P). Alors la variable aléatoire

E [X |B] := lim
n→+∞

E [X ∧ n|B]

est bien dé�nie. De plus, 'est l'unique variable aléatoire B-mesurable telle que pour toute variable

aléatoire Z B-mesurable positive, on ait :

E [XZ] = E [E [X |B]Z] .
Remarquons alors que l'on retrouve les mêmes propositions que dans le as signé. Nous ne

détaillons pas de nouveau les preuves.

B.2 Théorèmes de onvergenes

Théorème 13 (Convergene monotone). Soit (Xn)n≥0 une suite roissante de variables aléatoires

positives. On note X la limite de ette suite. Alors on a :

E [X |B] = lim
n→+∞

E [Xn|B] .

Preuve. Comme X 7−→ E[X |B] est roissante, la suite (E [Xn|B])n est aussi roissante de limite

X ′
. Mais alors pour toute variable Z B-mesurable positive, on a :

E [XZ] = lim
n→+∞

E [XnZ] = lim
n→+∞

E [E [Xn|B]Z] = E [X ′Z]

par le théorème de onvergene monotone usuel.

Théorème 14 (Lemme de Fatou). Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires positives. Alors

on a :

E [lim inf Xn|B] ≤ lim inf E [Xn|B] .
Preuve. On érit lim infXn = limk→+∞ infn≥kXn et on utilise le théorème de onvergene mono-

tone préédent.

Théorème 15. Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires intégrables onvergeant presque

sûrement vers une variable aléatoire X. Alors s'il existe Z intégrable telle que pour tout entier n,

on ait |Xn| ≤ Z presque sûrement, on a :

E [X |B] = lim
n→+∞

E [Xn|B] .

Preuve. On applique deux fois le lemme de Fatou aux suites Z −Xn et Z +Xn

B.3 Autres résultats utiles

L'espérane onditionnelle a quelques autres propriétés intéressantes que nous ne démontrerons

pas, mais que nous itons à titre d'exemple.

Théorème 16 (Inégalité de Jensen). Soit X une variable aléatoire intégrable et φ une fontion

onvexe. Alors on a :

E [φ(X)|B] ≥ φ (E [X |B])
Proposition 10. Soient X une variable aléatoire A-mesurable et Y une variable aléatoire B-
mesurable. Alors dès que les expressions suivantes ont un sens, on a :

E [XY |B] = E [X |B]Y
Proposition 11. Soient X une variable aléatoire et B1 ⊂ B2 deux sous tribus de A. Alors on a :

E [E [X |B2] |B1] = E [X |B1]

Le leteur interessé pourra trouver des démonstrations de es propriétés ainsi qu'un ours sur

les probabilités onditionnelles dans [Gal℄.
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Annexe C

Martingales

C.1 Dé�nition

Dans la vie, une martingale est une manière de triher dans un jeu de hasard. Il s'agit en fait

d'optimiser ses hanes de gagner de l'argent. Pour ela, l'un des meilleurs outils se révèle être les

probabilités. La théorie des martingales formalise don es notions en proposant un adre pour

étudier les suites de variables aléatoires lorsque elles-i se déroulent les unes après les autres.

Bien sûr, la première hose à faire est de dé�nir un espae de probabilité. Celui-i sera noté

(Ω,F ,P). A�n de modéliser l'ordre dans lequel les expérienes sont réalisées, on souhaite présenter

di�érents états à notre espae de probabilité, orrespondant à l'espae des possibles jusqu'à un

moment donné. Cela nous onduit naturellement à la notion de �ltration.

Dé�nition 15. Une �ltration sur (Ω,F ,P) est une suite (Fn)n∈N
roissante au sens de l'inlusion

de sous-tribus de F . L'espae obtenu, noté

(

Ω,F , (Fn)n∈N
,P
)

, est un espae probabilité �ltré.

Une fois notre espae bien dé�ni, on va pouvoir dé�nir les variables aléatoires qui nous inté-

ressent.

Dé�nition 16. Soit (Xn)n∈N
un proessus aléatoire à temps disret sur

(

Ω,F , (Fn)n∈N
,P
)

tel que

pour tout n ≥ 0, Xn soit Fn-mesurable. On dit que (Xn)n∈N
est :

- Une martingale si : ∀n ∈ N, E [Xn+1|Fn] = Xn.

- Une sous-martingale si : ∀n ∈ N, E [Xn+1|Fn] ≥ Xn.

- Une sur-martingale si : ∀n ∈ N, E [Xn+1|Fn] ≤ Xn.

Remarquons tout d'abord que (Xn)n∈N
est une sous-martingale si et seulement si (−Xn)n∈N

est une sur-martingale. On en déduit que les propriétés suivantes qui seront souvent énonées dans

le as des sous-martingales s'étendent naturellement aux sur-martingales.

En utilisant la proposition 11, on montre alors par réurrene que si (Xn)n∈N
est une martingale,

alors on a :

∀n ∈ N, ∀m ≥ n,Xn = E [Xm|Fn] .

C.2 Convergene

Lemme 9 (Doob-Kolmogorov). Soit (Sn)n∈N∗ par rapport à (Xn)n∈N∗ , 'est à dire que pour tout

n, on a Sn = E [Sn+1|X1, . . . , Xn]. On suppose que tous les (Sn)n∈N
sont intégrables. Alors pour

tout ε > 0 et pour tout entier naturel n ≥ 1, on a :

P

(

max
1≤i≤n

|Si| ≥ ε

)

≤ 1

ε2
E
[

S2
n

]

.

Preuve. Posons A0 = Ω et pour k entier, on dé�nit par réurrene Ak = {∀i ≤ k, |Si| < ε} et

Bk = Ak−1 ∩ {|Sk| ≥ ε} (ave B1 = {|S1| ≥ ε}). On remarque alors que :

Ω =

(

k
⋃

i=1

Bi

)

∪Ak.
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On en déduit que :

E
[

S2
n

]

= E
[

S2
n1Ak

]

+
n
∑

i=1

E
[

S2
n1Bi

]

≥
n
∑

i=1

E
[

S2
n1Bi

]

=

n
∑

i=1

(

E

[

(Sn − Si)
2
1Bi

]

+ 2E [Si (Sn − Si)1Bi
] + E

[

S2
i 1Bi

]

)

Clairement, E

[

(Sn − Si)
2
1Bi

]

≥ 0 et par dé�nition de Bi, on a aussi E
[

S2
i 1Bi

]

≥ ε2P (Bi). De

plus, on a :

E [Si (Sn − Si)1Bi
] = E [Si1Bi

E [Sn − Si|X1, . . . , Xn]] = 0.

On peut alors bien onlure en remarquant que :

n
∑

i=1

P (Bi) = P

(

max
1≤i≤n

|Si| ≥ ε

)

.

Théorème 17. Soit (Sn)n∈N
une martingale dans L2

bornée par une onstante M . Alors (Sn)n∈N

onverge presque sûrement et dans L2
vers une variable aléatoire S.

Preuve. Remarquons tout d'abord que les variables aléatoires Sm et Sm+n − Sm ne sont pas

orrélées. En e�et, on a :

E [Sm (Sm+n − Sm)] = E [SmE [Sm+n − Sm|X1, . . . , Xm]] = 0.

On en déduit que pour tout m,n, on a E
[

S2
m+n

]

= E
[

S2
m

]

+ E

[

(Sm+n − Sm)
2
]

et don la suite

(

E
[

S2
m

])

m≥0
est roissante. Mais omme elle est bornée, elle onverge. Notons M sa limite.

Pour montrer que (Sn)n∈N
onverge presque sûrement, on va utiliser le ritère de Cauhy de

onvergene dans R. Notons don C l'événement � La suite (Sn)n∈N est de Cauhy �. On a alors :

C = {∀ε > 0, ∃m ∈ N, ∀i, j ≥ 0, |Sm+i − Sm+j | < ε}
= {∀ε > 0, ∃m ∈ N, ∀i ≥ 0, |Sm+i − Sm| < ε}
=
⋂

ε>0

⋃

m∈N

{∀i ≥ 0, |Sm+i − Sm| < ε} .

On en déduit que C =
⋃

ε>0

⋂

m∈N
Am (ε) où Am (ε) = {∃i ≥ 0, |Sm+i − Sm| < ε}. On remarque

ensuite que

⋂

m∈N
Am (ǫ) est déroissant en ε. Par le théorème de onvergene monotone, on en

déduit que :

P
(

C
)

= lim
ε→0

P

(

⋂

m∈N

Am (ε)

)

≤ lim
ε→0

lim
m→+∞

P (Am (ε)) .

Pour montrer que (Sn)n∈N
onverge presque sûrement, il nous su�t don de montrer que pour ε

et m �xés, on a P (Am (ε)) = 0. En e�et, la suite Yn = Sm+n − Sm est une martingale par rapport

à elle même :

E [Yn+1|Y1, . . . , Yn] = E [E [Yn+1|X1, . . . , Xm+n] |Y1, . . . , Yn]
= E [Yn|Y1, . . . , Yn]
= Yn
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De plus, omme E
[

S2
m+n

]

= E
[

S2
m

]

+ E

[

(Sm+n − Sm)
2
]

, on a par les inégalités de Doob-

Kolmogorov :

P (∃i ≤ n, |Sm+i − Sm| < ε) ≤ 1

ε2
E

[

(Sm+i − Sm)2
]

=
M − E [Sn]

ε2
.

En faisant tendre n vers +∞, on obtient bien que P (Am (ε)) = 0 et don (Sn)n∈N
onverge

presque sûrement vers une variable aléatoire S. Les inégalités de Fatou nous permettent alors de

onlure que S est aussi dans L2
et que 'est la limite dans L2

de la suite (Sn)n∈N,

E

[

(Sn − S)
2
]

= E

[

lim inf
m→+∞

(Sn − Sm)
2

]

≤ lim inf
m→+∞

E

[

(Sn − Sm)
2
]

=M − E
[

S2
n

]

−→
n→+∞

0

Remarque 10. Pour étudier plus en détail les martingales, le leteur pourra onsulter [Gri01℄.
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Annexe D

Ergodiité de Pp

On introduit dans ette setion une nouvelle de la loi du tout ou rien de Kolmogorov, partiu-

lièrement utile dans l'étude de la perolation sur des graphes dénombrables. On �xe (Ω,A,P) un
espae probabilisé.

Proposition 12. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes. On note Fn =
σ(X1, . . . , Xn) la tribu engendrée par (X1, . . . , Xn). On pose aussi F∞ =

⋃

n≥1 Fn. Alors si A ∈
F∞ et ε > 0, il existe n0 ≥ 1 et B ∈ Fn0

tels que

P(A∆B) < ε

où l'on a noté A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B) la di�érene symétrique de A et B.

Preuve. Soient A ∈ F∞ et ε > 0. Pour n ∈ N
∗
, on dé�nit

Tn = E[1A | Fn].

Comme la fontion 1A est L1
, le théorème de onvergene des martingales montre que la suite

(Tn)n≥1 onverge presque sûrement et dans L1
vers

E[1A | F∞] = 1A.

En partiulier, ette suite onverge en probabilité et si η ∈]0, 12 [, il existe un entier n0 ≥ 1 tel que

P(|Tn0
− 1A| < η) > 1− ε.

On introduit les évènements C = {|Tn0
− 1A| < η} et B = {Tn0

≥ 1
2}. Si C est réalisé, omme

0 < η < 1
2 et 1A ∈ {0, 1}, la valeur de Tn0

détermine elle de 1A. On a don

B ∩ C ⊂ A et B ∩ C ⊂ A.

On en déduit en partiulier que

A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B) ⊂ (B ∪C) \ (B ∩ C).
Or, C = (B ∩ C) ∪ (B ∩ C), don

C = (B ∪C) ∩ (B ∩ C) = (B ∪ C) \ (B ∩C).
On a �nalement obtenu

P(A∆B) ≤ 1− P(C) < ε

e qui est bien le résultat reherhé.

Dé�nition 17. Soient G = (V,E) et G′ = (V ′, E′) deux graphes. Un morphisme de graphes

de G est une appliation ϕ : V → V ′
véri�ant la propriété suivante : pour tout (x, y) ∈ V 2

, si

{x, y} ∈ E alors {ϕ(x), ϕ(y)} ∈ E′
. Un isomorphisme de graphes est un morphisme de graphes

bijetif dont la réiproque est aussi un morphisme de graphes. On parle d'automorphisme de

graphes lorsque G = G′
. L'ensemble des automorphismes de graphes de G est un groupe, on le

note Aut(G). On dit que G est transitif si le groupe de ses automorphismes agit transitivement

sur ses sommets.
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Remarque 11. Un automorphisme γ d'un graphe G = (V,E) induit aussi une bijetion sur les

arêtes via γ({x, y}) = {γ(x), γ(y)} où {x, y} ∈ E.

Dé�nition 18. Soit G = (V,E) un graphe dénombrable, loalement �ni et onnexe. Soit Γ un

sous-groupe de Aut(G). Une probabilité P
1

sur {0, 1}E est dite Γ-invariante si, pour tout γ ∈ Γ
et pour tout A évènement,

P(γA) = P(A)

où l'on a noté, si A dépend de l'état d'un ensemble X d'arêtes, γA l'évènement de A dépendant

de l'état des arêtes de γX. Cette dé�nition a bien un sens par la remarque préédente.

Proposition 13. Soit G = (V,E) un graphe dénombrable, loalement �ni et onnexe. On peut dé-

�nir sur G un modèle de perolation analogue à elui présenté au 1.2, en partiulier on peut dé�nir

un espae probabilisé ({0, 1}E,A,Pp) où A est la tribu engendrée par les ylindres de dimension

�nie. On dispose alors du résultat suivant : ∀ p ∈ [0, 1], Pp est Aut(G)-invariante.

Preuve. Soit γ ∈ Aut(G). On onsidère T = {A ∈ A | Pp(A) = Pp(γA)}. Alors T est une tribu

ontenant les ylindres élémentaires (par dé�nition de Pp), don ontient la tribu qu'ils engendrent

'est à dire A.

Dé�nition 19. Soit G = (V,E) un graphe dénombrable, loalement �ni et onnexe. Soit Γ un

sous-groupe de Aut(G). On note AΓ la tribu des évènements invariants par l'ation de Γ. Une
probabilité P sur {0, 1}E est dite Γ-ergodique si, pour tout A ∈ AΓ, P(A) ∈ {0, 1}.

Théorème 18. Si G est un graphe dénombrable loalement �ni, onnexe, transitif et que les orbites

sous l'ation de Γ sont in�nies, alors Pp est Γ-ergodique.

Preuve. Soient A ∈ AΓ et ε > 0. D'après la proposition 12, il existe un évènement B ∈ A qui ne

dépend que de l'état d'arêtes e appartenant à un ensemble �ni X et tel que Pp(A∆B) < ε. Les

orbites étant in�nies, il existe γ ∈ Γ tel que X ∩ γX = ∅. Ainsi, les évènements B et γB sont

indépendants. De plus, on a par la proposition 13

Pp((γA)∆(γB)) = Pp(γ(A∆B)) = Pp(A∆B) < ε.

En�n, pour tous C1, C2, D ∈ A, on a

Pp((C1 ∩D)∆(C2 ∩D)) = Pp(C1 ∩D) + Pp(C2 ∩D)− 2Pp(C1 ∩ C2 ∩D),

de sorte que

|Pp(C1 ∩D)− Pp(C2 ∩D)| = Pp((C1 ∩D)∆(C2 ∩D))− 2 (Pp(C2 ∩D)− Pp(C1 ∩ C2 ∩D))

et don

|Pp(C1 ∩D)− Pp(C2 ∩D)| ≤ Pp((C1 ∩D)∆(C2 ∩D)) ≤ Pp(C1∆C2).

Cette remarque permet ensuite d'érire

|Pp(A)− Pp(A)
2| = |Pp(A ∩ γA)− Pp(A)

2|
≤ |Pp(A ∩ γA)− Pp(B ∩ γA)|+ |Pp(B ∩ γA)− Pp(B ∩ γB)|

+ |Pp(B ∩ γB)− Pp(B)2|+ |Pp(B)2 − Pp(A)
2|

≤ Pp(A∆B) + Pp((γA)∆(γB)) + |Pp(B)Pp(γB)− Pp(B)2|
+ |Pp(A)− Pp(B)|(Pp(A) + Pp(B))

≤ 4ε.

On en déduit Pp(A) = Pp(A)
2
, e qui donne le résultat voulu.

Corollaire 8. En reprenant les notations de 3.2.1, on obtient que

Ppc
(J) = 1.

1. On sous-entend que l'on dé�nit un espae probabilisé ({0, 1}E ,A, P).
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Preuve. Les translations de la forme x 7→ x + (a, b, 0) où a, b ∈ Z sont des automorphismes du

graphe dé�ni sur le demi-espae H. En partiulier les orbites sous l'ation du groupe Γ formé par

es automorphismes sont in�nies. Par le théorème 18, omme J est un évènement Γ-invariant, on
obtient que

Ppc
(J) ∈ {0, 1}.

Or on a aussi,

Ppc
(J) ≥ pcPpc

(0 + (0, 0, 1) ↔ ∞ dans H+ (0, 0, 1) = pcθH(pc) > 0

don Ppc
(J) = 1.
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Annexe E

Listing

En�n, nous vous présentons ii le ode soure qui nous a permis de onstruire les données

néessaires à la réalisation du graphique 1.5. Le ode aurait enore pu être amélioré, mais elui i

nous a permis d'obtenir la ourbe présentée en quelques minutes.

1 //

2 // Cluster .pp

3 // newPero2D

4 //

5 //

6 //

7 //

8

9 #inlude "Cluster.hpp"

10 #inlude <iostream>

11

12 Cluster::Cluster(Cell *) {

13 urrentList = new List;

14 lastList = new List;

15 alive = true;

16 onneted = false;

17 size = 0;

18 add();

19 }

20

21 Cluster::~Cluster() {

22 delete urrentList;

23 delete lastList;

24 }

25

26 void Cluster::exhange() {

27 delete lastList;

28 lastList = urrentList;

29 urrentList = new List;

30 }

31

32 void Cluster::add(Cell * ) {

33 ->next = NULL;

34 urrentList->add();

35 -> = this;

36 ++size;

37 }

38

39 void Cluster::addold(Cell * ) {
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40 ->next = NULL;

41 lastList->add();

42 -> = this;

43 ++size;

44 }

45

46 void hange(Cluster *dest, List *l) {

47 Cell *urr = l->first;

48 Cell *tmp = NULL;

49 while(urr) {

50 urr-> = dest;

51 tmp = urr;

52 urr = urr->next;

53 }

54 }

55

56 void Cluster::eat(Cluster* ) {

57 hange(this, ->urrentList);

58 hange(this, ->lastList);

59

60 urrentList->append(->urrentList);

61 lastList->append(->lastList);

62

63 ->alive = false;

64 onneted = ->onneted || onneted;

65 size += ->size;

66 }

1 //

2 // Cluster .hpp

3 // newPero2D

4 //

5 // Created by grégoire szymanski on 03/04/2018.

6 // Copyright

© 2018 grégoire szymanski. All rights reserved .

7 //

8

9 #ifndef Cluster_hpp

10 #define Cluster_hpp

11

12 #inlude "List.hpp"

13

14 lass Cluster {

15 publi:

16 Cluster(Cell *);

17 ~Cluster();

18

19 List *urrentList;

20 List *lastList;

21

22 bool alive;

23 bool onneted;

24 long size;

25

26 void exhange();

27 void add(Cell *);

28 void addold(Cell *);

29
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30 void eat(Cluster*);

31 };

32

33

34 #endif /∗ Cluster_hpp ∗/

1 //

2 // List .pp

3 // newPero2D

4 //

5 //

6 //

7

8 #inlude "List.hpp"

9

10 #inlude <iostream>

11

12 List::List() {

13 first = last = NULL;

14 }

15

16 void List::add(Cell* ) {

17 if(first != NULL) {

18 last->next = ;

19 last = ;

20 }

21 else {

22 first = last = ;

23 }

24 }

25

26 void List::hek_integrity() {

27 Cell *urr = first;

28 Cell *tmp = NULL;

29 int i = 0;

30 while(urr) {

31 ++i;

32 tmp = urr;

33 urr = urr->next;

34 }

35 if (tmp != last) {

36 std::out << "ERREUR" << std::endl;

37 }

38 }

39 void List::append(List* ) {

40 if(first) {

41 if(->first) {

42 last->next = ->first;

43 last = ->last;

44 }

45 }

46 else {

47 first = ->first;

48 last = ->last;

49 }

50

51 }
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52

53 bool List::empty() {

54 return first == NULL;

55 }

1 //

2 // List .hpp

3 // newPero2D

4 //

5 // Created by grégoire szymanski on 02/04/2018.

6 // Copyright

© 2018 grégoire szymanski. All rights reserved .

7 //

8

9 #ifndef List_hpp

10 #define List_hpp

11

12 #inlude <stdlib>

13

14 typedef lass Cluster Cluster;

15

16 lass Cell {

17 publi:

18 Cluster *;

19 Cell *next;

20 };

21

22 lass List {

23 publi:

24 Cell *first;

25 Cell *last;

26

27

28 List();

29 void add(Cell*);

30 void append(List*);

31 bool empty();

32

33 void hek_integrity();

34 };

35 #endif /∗ List_hpp ∗/

1 //

2 // Sim.pp

3 // newPero2D

4 //

5 //

6 //

7

8 #inlude "Sim.hpp"

9 #inlude <vetor>

10 #inlude <iostream>

11

12 Sim::Sim() {

13 size = 100;

14 proba = 0.2222222;

15 onnet = 0;

16 }

17
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18 void Sim::exe() {

19 Cell* urrent = (Cell*) mallo(size*size*sizeof(Cell));

20 Cell* last = (Cell*) mallo(size*size*sizeof(Cell));

21

22 for(long x(0); x<size; ++x) {

23 for(long y(0); y<size; ++y) {

24 for(long z(0); z<size; ++z) {

25 urrent[size * y + z℄.next = NULL;

26 urrent[size * y + z℄. = NULL;

27

28 if(x>0) {

29 double p = ((double)rand()) / RAND_MAX;

30 if(p < proba) {

31 relyold(&urrent[size * y + z℄, &last[size * y + z℄);

32 }

33 }

34 else {

35 Cluster *l = new Cluster(&urrent[size * y + z℄);

36 lusters.push_bak(l);

37 l->onneted = true;

38 }

39

40 if(y>0) {

41 double p = ((double)rand()) / RAND_MAX;

42 if(p < proba) {

43 rely(&urrent[size * y + z℄, &urrent[size * (y-1) + z℄);

44 }

45 }

46

47 if(z>0) {

48 double p = ((double)rand()) / RAND_MAX;

49 if(p < proba) {

50 rely(&urrent[size * y + z℄, &urrent[size * y + z-1℄);

51 }

52 }

53

54 }

55 }

56

57 exhangeClusters();

58 Cell *tmp = last;

59 last = urrent;

60 urrent = tmp;

61 }

62

63

64 free(urrent);

65 free(last);

66 }

67

68 void Sim::exhangeClusters() {

69 for(int i = 0; i<lusters.size(); ++i) {

70 lusters.at(i)->exhange();

71 }

72 }

73

74 void Sim::rely(Cell *1, Cell *2) {
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75 ++onnet;

76

77 if(1->) {

78 if(2->) {

79 if(1-> != 2->)

80 1->->eat(2->);

81 }

82 else {

83 1->->add(2);

84 }

85 }

86 else if(2->) 2->->add(1);

87 else {

88 Cluster *l = new Cluster(1);

89 lusters.push_bak(l);

90 1->->add(2);

91 }

92 }

93

94 void Sim::relyold(Cell *1, Cell *2) {

95 if(1->) {

96 if(2->) {

97 if(1-> != 2->)

98 1->->eat(2->);

99 }

100 else 1->->addold(2);

101 }

102 else if(2->) 2->->add(1);

103 else {

104 Cluster *l = new Cluster(1);

105 lusters.push_bak(l);

106 1->->addold(2);

107 }

108 }

109

110 void Sim::print(bool t) {

111

112 long volume = size * size * size;

113

114 long pero = 0;

115 long relied = 0;

116 long bigger = 0;

117

118 for(int i = 0; i<lusters.size(); ++i) {

119 if(lusters.at(i)->onneted && lusters.at(i)->alive && !(lusters.at(i)

->lastList->empty()))

120 ++pero;

121 if(lusters.at(i)->size > bigger)

122 bigger = lusters.at(i)->size;

123 if(lusters.at(i)->onneted && lusters.at(i)->alive)

124 relied += lusters.at(i)->size;

125 delete lusters.at(i);

126 }

127

128 double theta = ((double) relied - size * size) / (volume - size * size);

129

130 // theta Cmax Nross Tross Sross
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131 if(t) {

132 std::out << proba;

133 std::out << "\t" << size;

134 std::out << "\t" << volume;

135 std::out << "\t" << onnet;

136 std::out << "\t" << relied;

137 std::out << "\t" << theta;

138 std::out << "\t" << bigger;

139 std::out << "\t" << pero;

140 std::out << std::endl;

141

142 }

143 else {

144 std::out << proba << "\t" << theta << std::endl;

145 std::out << proba << "\t" << theta << std::endl;

146 }

147

148 }

1 //

2 // Sim.hpp

3 // newPero2D

4 //

5 // Created by grégoire szymanski on 03/04/2018.

6 // Copyright

© 2018 grégoire szymanski. All rights reserved .

7 //

8

9 #ifndef Sim_hpp

10 #define Sim_hpp

11

12 #inlude <stdio.h>

13 #inlude <stdlib>

14 #inlude "Cluster.hpp"

15 #inlude <vetor>

16 #inlude <array>

17

18 lass Sim {

19 publi:

20 Sim();

21

22 void exe();

23

24 long size;

25 double proba;

26 long onnet;

27 std::vetor<Cluster*> lusters;

28

29 void print(bool t = true);

30

31 private:

32 void exhangeClusters();

33 void rely(Cell *1, Cell *2);

34 void relyold(Cell *1, Cell *2);

35 };

36

37 #endif /∗ Sim_hpp ∗/
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1 //

2 // main.pp

3 // newPero2D

4 //

5 //

6 //

7

8 #inlude <iostream>

9 #inlude "Sim.hpp"

10

11 int main(int arg, onst har * argv[℄) {

12 srand((unsigned int) time(0));

13

14 double p = 0;

15 bool omplet = true;

16

17 if(omplet) {

18 std::out << "Proba:\t\t"

19 << "Taille:\t\t"

20 << "Volume:\t\t"

21 << "Connetions:\t"

22 << "Reliés:\t\t"

23 << "Theta:\t\t"

24 << "Plus grand:\t"

25 << "Perolation:\t"

26 << std::endl;

27 }

28

29 while (p<0.23) {

30 Sim s;

31 s.size = 100;

32 s.proba = p;

33 s.exe();

34 s.print(omplet);

35 p+=0.01;

36 }

37

38 while (p<0.28) {

39 Sim s;

40 s.size = 100;

41 s.proba = p;

42 s.exe();

43 s.print(omplet);

44 p+=0.002;

45 }

46

47 while (p<0.5) {

48 Sim s;

49 s.size = 100;

50 s.proba = p;

51 s.exe();

52 s.print(omplet);

53 p+=0.01;

54 }

55

56 while (p<1) {

57 Sim s;
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58 s.size = 100;

59 s.proba = p;

60 s.exe();

61 s.print(omplet);

62 p+=0.04;

63 }

64

65

66 return 0;

67 }
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