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Nous exposons ici le calcul différentiels dans le cadre des espaces de Banach. Presque tous les
résultats sont déja intéressants et utiles en dimension finie, et il ne faut pas hésiter a lire ce cours en
supposant que tous les espaces sont de dimension finie.

1 Différentiabilité

Soient E et F des espaces de Banach. L'application f : E — F est dite différentiable (ou Fréchet-
différentiable) en zg si il existe une forme linéaire continue L € L(E, F) telle que

flzo+2) = f(xo) + L -z + [lx]le(x)

ou €: F — F est une fonction qui tend vers 0 en 0. On dit alors que L est la différentielle de f en
xg, on notera par la suite df (zo) cette différentielle. On rappelle que la courbe v : R — F est dite
dérivable en tg si la limite
V(o + 1) —y(to)

t
existe. On dit alors que /(o) est la dérivée de «y en ty. La courbe ~ est différentiable si et seulement
si elle est dérivable, et sa différentielle en ¢g est dvy(to) - t = t7'(to). On remarque que dvy(tp) est,
par définition, un élément de L(R, F') alors que v'(to) est un élément de F.

’ 7
7 (to) = [,

Exercice 1. L'application | — I(1) est un isomorphisme isométrique entre les espaces de Banach
L(R,F) et F.

Si f est différentiable en xq, alors chacune des courbes t — ~,(t) = f(zo + tv),v € E est
dérivable en 0. On dit que f est dérivable dans la direction v en xg. On note

0f (x0,v) :=7,(0) = df (xo) - v

la dérivée directionnelle de f. L'existence de dérivées directionnelles de f dans toutes les directions
en o n'implique pas la différentiabilité de f, sauf si F est de dimension 1.

Exemple 2. Considérons la fonction f : R2 — R telle que
o f(r,y)=1siy=a?etx#0,
e f=0siz=0o0uy+# x>
On vérifie facilement que toutes les dérivées directionnelles existent et que 0 f(0,v) = 0 pour tout v.

La fonction de I'exemple n’est pas continue en 0, donc elle n'est pas différentiable en 0, au vu de
la propriété suivante, qui découle immédiatement de la définition.



Propriété 3. Si f est différentiable en x, alors elle est continue en xy.

Si df(x,v) existe, alors §f(x,tv) existe pour tout t € R* et 6 f(x,tv) = tdf(x,v). Cependant,
méme si § f(z,v),df(z,w) et 0 f(x,v+ w), on a pas forcément § f(z, v+ w) = 0 f(x,w) + § f(z,v).

Definition 4. On dit que la fonction [ est Gateau-différentiable en x( si toutes les dérivées direc-
tionnelles de f en x( existent, et si I'application v — ¢ f(xo,v) est linéaire et continue.

Toute fonction différentiable au sens de Frechet est différentiable au sens de Gateau, avec
0f(zo,v) = df(xg) - v. L'exemple montre que la différentiabilité au sens de Gateau n'implique
pas la différentiabilité au sens de Fréchet, méme en dimension finie. Elle n'implique méme pas la
continuité de f.

Pour mieux détailler la différence entre différentiabilité au sens de Gateau est de Fréchet, on peut

considérer la fonction

fla +tv) = f(a) = tL(v)
tvll '
L'application linéaire L € L(E, F) est la différentielle au sens de Giteau de f en x si et seulement
si chacune des fonctions A, tend vers 0 en 0. L'application linéaire L € L(E, F') est la différentielle
au sens de Frechet de f en z si et seulement les fonctions A,,v € Sg tendent uniformément vers 0
en 0 (ou Sg est la sphere unité de E).

Ay(t) =

Propriété 5. o La courbe y(t) : R — F' est dérivable en t si et seulement si elle est Frechet
différentiable en ty, ce qui est aussi équivalent a la différentiabilité au sens de Gateau en ty.
On a alors la relation dvy(ty) - s = s (to).

e Toute application linéaire continue L € L(E, F) est différentiable au sens de Fréchet en chaque
point, avec dL(xg) = L.

La propriété suivant est valable aussi bien au sens de Fréchet qu'au sens de Gateau:

Proposition 6. Si g est différentiable en xy et si f est différentiable en g(xq), alors f o g est
différentable en xy et d(f o g)(zo) = df (g(x0)) o dg(zo).-

DEMONSTRATION.
f o glao+a) = f(g(w0) + dg(wo) - @ + 2]l e())
= F(g(w0)) + df(g(x0)) - (dg(wo) - = + [z e())
+ |ag(@o) - + (@) |e(dg(ao) -« + [lze(x)
= J o g(o) + df (g(a0)) o dg(o) - v + r(a)

avec un reste r(z) = ||z||e(x) (on note par () des fonctions toutes différentes qui tendent vers zéro
quand x tend vers zéro). 0

Par exemple si v : R — FE est une courbe dérivable et si f : E — F est une application
différentiable, alors la courbe f o~y est différentiable, et

(f o) (to) = df (y(to)) - ¥'(to)-

Lorsque E = E; X Ey X --- x E, est un produit, on note 0;f(x) = 0;f(z1,22,...x,) la
différentielle partielle par rapport a la i-eme variable, lorsqu'lle existe, qui est la différentielle en zéro
de I'application

E;dyr— f(x1,22,- .., Ti + Y, ., Tn).



C'est donc un élément de L(E;, F). Si f est différentiable en x = (x1,...x,), alors ses différentielles
partielles existent et on a

Dans le cas, particulierement important, ou £ = R"™ on parlera plus souvent de dérivée partielle que
de différentielles partielles, et on notera

of
0; Og,
f@) ou 0. f(@) ou (@)
la dérivée directionnelle de f dans la direction e; (ol (eq,...,e,) est la base canonique de R™). C'est

donc la dérivée en zéro de la courbe t — f(x+te;). Le fait d'utiliser la mé&me notation 9; f(x) pour
la différentielle partielle (qui est une application linéaire de R dans F') et pour la dérivée (qui est un
vecteur de f) ne crée pas trop de confusion en général. Par exemple, la formule

df(x) - (Y1, -5 yn) = O1f(x) - y1 + -+ + O f() - Yn-

s'écrie de la méme fagon dans les deux cas, mais avec une interprétation différente de |'opération
représentée par -. Dans un cas, c'est 'opération d'évaluation d'une application linéaire (L-v = L(v)),
et dans l'autre, c'est le produit par un scalaire f -t =1tf.

Un cas particulierement important est celui ou F et F sont de dimension finie, £ = R” et
F =R™. Dans ce cas, la différentielle df (x) € L(R™ R™), lorsqu’elle existe, se représente par une
matrice réelle m x n que I'on appelle matrice Jacobienne de f en x. On la note parfois df (z) ou
J f(x) si on veut &tre plus précis.

Propriété 7. Les coéfficients de la matrice Jacobienne Jf(x) d'une fonction f = (f1,...,fn)
différentiable en x sont of

Tf(@))ij = 72

[ f(x)] sJ 8331'
DEMONSTRATION. Pour tout [ € F', 'application t — [ o f(a +t(b— a)) est C* 0O

Rappelons encore une fois que I'existence de toutes les dérivées partielles d; f7(x) n'implique pas
la différentiabilité de f au sens de Frechet en .
DEMONSTRATION. Notons m; = R™ — R la projection sur le j-eme facteur, et v;(t) la courbe
x+te;, 1 <i<n. Onaalors fj(x +te;) =m0 for;. En appliquant la formule de composition et
en rappelent que dm;(x) = 7; pour tout z, on obtient:

Oifj(x) = (mjof 07;)'(0) = mjodf(x)oe; = [Jf ()i
O

Introduisons une derniére notation classique: Si H est un espace de Hilbert, etsi f : H —
R est différentiable en z, alors sa différentielle df (z() est un point du dual H’. En identifiant
canoniquement H et son dual H’, on peut toutefois considérer cette différentielle comme un élément
de H, que l'on appelle gradient de f en xg, et que I'on note V f(xp). On a, par définition

df (zo) - v = (Vf(z0),v)
pour tout v € H. Dans le cas ou H est I'espace Euclidien R™, la différentielle de f est la forme
linéaire
yr—df(z) -y =01f(x)y1 + -+ Onf(2)Yn,
et le gradient de f s'écrit

V(@)= (01f(x),....0nf(x)).



Théoreme 1 (Inégalité des accroissements finis). Soit U un ouvert de E et f : U — F une
application. Soit [a,b] C U un segment tel que f est Giteau différentiable en chaque point de [a,b],
alors

I1£(0) = fla)ll < ( s IGF@))IIb— al.

DEMONSTRATION. On peut supposer que E = R et que b > a sinon on remplace la fonction
f par la fonction R 5 ¢ — f(a +¢(b —a)). On fixe une constante C' > sup,¢jq 0 |G f(2)]]-
La courbe f est dérivable sur [a,b], donc continue. L'ensemble A C [a,b] des points z tels que
If(xz) = f(a)]] < C|lz — a]| est donc fermé. Soit M € [a,b] le suprémum des réels = € [a, ]
tels que [a,z] € A. On remarque que a € A, donc M € [a,b]. Comme A est fermé, on a
[a, M] C A. Comme la fonction f est dérivable en M, et que ||f'(M)]| < C, il existe € > 0 tel que
I f(z) — f(M)|| < C|lx — M| pour tout x € [M, M + €. Mais alors

1f(x) = Fla)ll < 1f(z) = F(M) |+ LF(M) = f(a)]| < Clz = M) + C(M —a) = C(z — a)

pour tout € [M,M + €]. Ceci est en contradiction avec la définition de M, sauf si M = b.
On a montré que | f(b) — f(a)|| < C(b — a) pour tout C > sup,c(, 4 [|Gf ()], et donc que

1£(b) = f(a)]l < (supseqa IGF(@)]]) (b — a). 0

Dans la preuve ci-dessus, on aurait pu se ramener au cas F' = R en considérant la fonction
g =1lo f, oul est une forme linéaire I € F’ telle que I(f(b) — f(a)) = |[b—al| et ||I|| = 1. En
appliquant I'inégalité des accroissements finis a 'application f(x) — L, ot L € L(FE, F), on obtient:

Corollaire 8. Sous les hypothéses de I'inégalité des accroissements finis, pour tout L € L(E,F) on
a

1F®) = f@) = L (0~ o)l < (sup_[ldf(x) — LI ) b all

z€la,b]
En particulier,

1(8) = f(a) = df(a) - (0 - )] < ( s [47(z) - af(@)) b~ all

z€la,b

Ce corollaire permet d'obtenir des estimations du reste du développement limité d'ordre 1 de f en
a en fonction d'informations sur sa différentielle. Les expressions suivantes impliquent formellement
I'inégalité des accroissements finis, mais nécessitent une hypothése un peu plus forte.

Propriété 9. Si f est Giteau différentiable en chaque point de l'intervalle [a,b] C E, et si l'application
t — df (a + t(b— a) est continue (de [0,1] dans L(E, F), alors

f(b)—f(a):/O df(a+t(b—a))-(b—a)dt:/0 df(a +t(b—a))dt - (b—a)

DEMONSTRATION. Pour tout [ € F’, on considere la fonction réelle g : ¢ — [ o f(a + t(b — a)).
C'est une fonction C*, donc

(f(b) = fla)) = g(1) — 9(0)

1 1
/g’(t)dt:/ [lodf(a+td—a)) (b a)dt
0 0

.y /0 df(a+tb—a)) - (b— a)dt.

Comme ceci est vrai pour tout [ € F’, on a la premiére égalité. La second égalité consiste juste a faire
sortir de I'intégrale I'application linéaire continue de L(, F') dans ' consistant a évaluer en (b—a).



2 Intégration des fonctions a valeurs vectorielles

Soit X un espace mesurable, i une mesure finie sur X, et B un espace de Banach. Etant donnée
une application f : X — B, on dit que

1= [ f@u(o)

si I est un point de B tel que [(I) = [lo f(z)du(z) pour tout I € B’. On demande donc en
particulier que [ o f soit intégrable pour tout [ € B’. On dit que f est intégrable si elle admet une
intégrale I, cette intégrale est alors unique, et on a

MH</WH@MM@~

En effet, on peut prendre un forme linéaire [ € B’ telle que I(I) = ||I]| et ||l]| = 1, on a alors
I(I)= [lof< []|f]l- Deplus, pour L € L(B,F), I'application Lo f est intégrable si f I'est, et

/.Lofdu:L~/fdu.

En effet, pour tout [ € F”, onaflo(Lof):f(loL)of:(loL)~ff:l<L~ff>.

Propriété 10. Les applications intégrables constituent un espace vectoriel, et I'intégrale est une
application linéaire.

DEMONSTRATION. Si f et g sont intégrables, alors pour tout [ € B’ on a

l<a/fdu+b/gdu) :a/lofdqub/logdu:/lo(aerbg)du.

La difficulté consiste a caractériser les fonctions intégrable. Nous nous contenterons ici d'un
énoncé tres partiel :

a

Propriété 11. Si f est mesurable et d'image précompacte, alors elle est intégrable pour toute mesure
w finie.

En particulier, si X est un espace topologique compact muni de sa tribu Borélienne, et si f est

continue, alors elle est intégrable pour toute mesure finie  sur X. Bien sur, il suffit de supposer qu'il
existe une partie Y C X de mesure totale et telle que f(Y) est précompacte.
DEMONSTRATION. Soit F' I'image de f. En utilisant la précompacité, on construit, pour tout € > 0,
une partition mesurable finie A; de F' dont les éléments ont un diamétre inférieur a €. On choisit
alors un point a; de A;, et on considere la fonction g qui prend la valeur a; sur f=(4;). Il est
facile de vérifier que la fonction g est intégrable et que [gdu = >, a;u(f~*(4;)). On fait cette
construction pour chaque ¢, = 27" et on appelle g,, les applications ainsi construites. On voit que
gn — [ dans 'espace b(X, B) des fonctions bornées de X dans B (muni de la norme uniforme).
La suite I, := fgnd,u est alors de Cauchy dans B, puisque

nLn—hn</W%n—@mmu:mxw%n—%w



Elle a donc une limite I. Pour tout | € B’, on a
/z o gyt = () — I(I)

et fl o gndy —> fl o gdyu puisque [ o g,, converge uniformément vers [ o g. On en conclut que
Jlo fdu=1(I) pour tout [ € B, et donc que I est I'intégrale de f. =

3 Applications C!

Definition 12. Soit U un ouvert de E. L'application f : U — F est dite C! si elle est différentiable
en chaque point de U et si la différentielle dépend continument du point, c'est a dire si I'application
df : U — L(E, F) est continue.

Il n'est pas utile de spécifier si I'on parle de différentielle au sens de Fréchet ou au sens de Gateau
au vu du Théoreme ci-dessous.

Théoreme 2. Toute application C! au sens de Gateau sur un ouvert U de E est aussi C' au sens
de Fréchet sur U.

DEMONSTRATION. Notons G(z) la différentielle de Gateau de f en x. En utilisant le Corollaire 8,
ona

[f(z+y) = fle) = G@) -yl <yl sup [|G(2) = g(@)].

z€[x,x+y]
Comme z — G(z) est continue en x, le terme sup,c(, .1, |G(2) — G(2)| tend vers zéro lorsque
y tend vers 0. On conclue que G(x) est une différentielle au sens de Fréchet. O

Propriété 13. Soit U un ouvert de E et f : U — F une application C*. Si[a,b] C U, alors

f(b)—f(a):/o df(a—i—t(b—a))-(b—a)dt:/o df (a+t(b— a))dt - (b— a)

Dans le cas ou F = E; X --- X E,, est un produit fini, on a

Théoréme 3. Soit U un ouvert de E = E1 x --- x E,,. La fonction f est C' sur U si et seulement
si ses différentielles partielles 0; f,1 < i < n existent et sont C.

En particulier, si E est de dimension finie, |'existence de dérivées partielles n'implique pas la
différentiabilité, mais I'existence de dérivées partielle continues implique la différentiabilité!
DEMONSTRATION.

On fait la preuve dans le cas n = 2, le cas général s'en déduit par récurrence sur n. Au vu du
théoreme précédent, il suffit de démontrer que f est Gateau différentiable avec

G(x) (y1,92) = O f(x) - y1 + O f () - Y.
On a en effet

f(xy + tyr, 22 + ty2) — f(x)
=f(x1 4+ tyr, w2 + ty2) — f(x1 + tyr, x2) + f(21 + tyr, v2) — f(21, 22)

1 1
= (/0 Do f (w1 + tyr, T2 + 8y2)d5> < (tys) + (/0 Or1f(z1 + Syl,$2)d5> - (ty1)

=(02f () + €(t)) - (tya) + (O1f(x) +€(t)) - tyn
=<31f($) “y1 + 02 f () - yz)t + te(t).



4 Différentielle seconde

On vient de s'intéresser a la continuité de I'application df : E — L(E, F) qui au point x associe la
différentielle df (x). On va maintenant étudier la différentiabilité de cette application.

Definition 14. L’application f : E — F est dite deux fois différentiable en xq si il existe un
voisinage U de xo dans E tel que f est différentiable en chaque point de x, et si I'application
df : E — L(E, F) est différentiable en xo. La différentielle seconde d* f(x¢) := d(df)(z0) est alors
un élément de L(E, L(E, F)).

Pour décrire I'espace L(E,L(E,F)) qui intervient naturellement dans la définition ci-dessus,
faisons un petit détour algébrique.

Lemme 15. Soient E;, Es et F' des espaces vectoriels normés. Pour une application bilinéaire
b: FhW x E5 — I, les propriétés ci-dessous sont équivalentes:

e b est continue en (0,0).
o |l existe une constant C > 0 telle que ||b(z1, z2)|| < Cllz1]|||z2]-

e b est différentiable et
db(z1,22) - (y1,y2) = b(1,y2) + b(y1, 72).

e b est contiue.

DEMONSTRATION. Si b est continue en (0,0), alors il existe € > 0 tel que ||b(z1,x2)| < 1 pour
lz1]| < € et ||x2]] < e. En utilisant la bilinéarité, on conclut que ||b(x1,x2)|| < €7 2||21]|||z2]|-
Si [|b(z1, z2)|| < CJ|z1||||z2]|, on développe

b1+ y1, w2 + y2) = b(w1,22) + b(21,Y2) + b(y1, T2) + b(y1, y2)-

Comme [|b(y1, y2)|l < Cllyilllly2ll < Cllyll? = |lylle(y), on en conclut que b admet un développement
limité au premier ordre, et est donc différentiable.
La différentiabilité implique la continuité, qui implique la continuité en 0. 0O

On note L2(Ey, Ey; F) I'ensemble des applications bilinéaires continues de £y x Ey dans F. On
le muni de la norme
[[b]] == sup [b(1, z2)]]-
z1E€BE, ,x2€BE,

Propriété 16. L'espace L?(E1, Eo; F) est un espace de Banach (si F' I'est) pour la norme

[0l == sup [lb(z1, 22)]|.
z1€DB1,22€B2

Il est canoniquement isométrique a L(E1, L(Fs, F)) par I'ismomorphisme J tel que

J(L)(z1,22) = L(1)(22).



DEMONSTRATION. On vérifie immédiatement que .J est un isomorphisme isométrique. On en con-
clut que L2(E1, Eq; F) est un Banach. 0

Propriété 17. La partie L2(E; F) C L?(E, F; F) constituée des application bilinéaires symétriques
est un sous-espace fermé (donc un Banach).

Avyant identifié L(E,L(E,F)) a L2(E, F; F), on considérera la différentielle seconde d? f comme
une forme bilinéaire.

Proposition 18. Si f est deux fois différentiable en x, on a la formule

d* f(wo) - (y, 2) = dg(x0) - v,
avec g(z) := df (z) - =.

DEMONSTRATION. Considérons I'application linéaire continue Z : L(E,F) — F donnée par
Z(L) = L(z). L'application g : x — Z o df () est différentiable en x, et

dg(xo) -y = Zod*f(z)-y=d*f(z)- (y, 2).

Théoreme 4 (Schwartz). Si f est deux fois différentiable en x, alors
d2f(1’0) € ‘CE(E7F)

DEMONSTRATION. Supposons pour simplifier que xg = 0, et posons B(z,y) := d2f(0) - (x,). On
pose

Az,y) = flz+y) — f(z) = f(y) + f(0) = B(z,y).

On va montrer que A(z,y) = (||lz]|*> + |lyl|?)e(x,y). Par symétrie, on en conclut que B(z,y) —
B(y,z) = (||z]|* + ||y||*)e(z,y) et donc que la forme quadratique B(x,y) — B(y, z) est nulle.

L'application A est différentiable au voisinage de 0, et elle vérifie A(x,0) = 0 pour tout z. Par
I'inégalité des accroissements finis, on a donc

Ayl < llyll sup [|02A(, 2)],
z€[0,y]

OpA(x, 2) = df (x + z) — df () — Bz},

ol I'on note B[z] I'application linéaire B(z,.), qui n'est autre que d?f(0) - . On a donc

02 A(x, 2) = df (z + z) — df (0) — Blz + 2] — (df (2) — df(0) — B[2])
= ||z + zlle(z + 2) + [|2lle(z) = (|=]| + z])e(ll=[| + || ]))

puisque B[z] = d?f(0) - z. Comme ||z|| < ||y||, on en conclut que

A(z,y) = [yl Izl + lyDeClzl + Iyl = Al + lyl*)ez, y)-



Dans le cas ou E = E; x --- X E,, est un produit, on définit les différentielles partielles secondes
O%f = 0(0,f) : U — L(E., L(E;, F)) = L2(Ey, By F).
Si f est deux fois différentiable en z, alors toutes ses différentielles partielles secondes existent et

(a0) - (1.2) = 305 F(@0) - (v 2)

En particulier, dans le cas d'une application f : R® — R, la différentielle seconde s'identifie a une
forme bilinéaire symétrique sur R™, dont la matrice H f(z() (dit matrice Hessienne de f) vérifie

[H f(x0)]i; = 07 f (o)

Proposition 19. Soit f : E — R une fonction deux fois différentiable en x¢ qui admet un minimum
local en ce point. Alors df (xo) = 0 et d? f(xzo) est positive.

DEMONSTRATION. Si df(xg) n'est pas nulle, alors il existe y tel que df (zo) - y # 0. Mais alors la
fonction réelle t — f(xzo + ty) n'a pas de minimum en ¢ = 0, ce qui est une contradiction. On a
donc d? f(z¢) = 0.

Si d?f(z0) n'est pas positive, alors il existe y tel que d*f(zo) - (y,y) < 0. Le développement
limité & I'ordre 2 de la fonction t — f(xo + ty) en 0 étant

Flwo +ty) = flzo) + (t2/2)d f(x0) - (y,y) + te(t)

on conclut que cette fonction n'a pas de minimum local en ¢ = 0, ce qui est une contradiction.

5 Différentielles d’ordre supérieur

On note L¥(E, F) I'espace des applications k-linéaires continues de E¥ dan F. On le munit de la
norme

[F|l :== sup [|F(z1,22,... 2)].
z,€Bg,

L'espace L(E, LF~Y(E, F)) s'identifie 3 £¥(FE, F). On dit que f est k fois différentiable en z si elle
est k — 1 fois différentiable au voisinage de xq et si I'application

Esavr—d ' f(z) e LFE,F)

est différentiable en 5. On pose alors d* f(z¢) = d(d*~' f)(x¢), c'est un élément de L(E, LF~1(E, F)),
que I'on identifie 3 un élément de L*(E, F).
On note L¥(E, F) le sous-espace des applications multilinéaires symétriques, c’est a dire telles
que
F(:El, v :En) = F(l‘a(l), NN 7xa(n))

pour tout permutation o.

Théoréme 5. Si f est k fois différentiable en x, alors sa différentielle d* f () est symétrique.

DEMONSTRATION. On le démontre par récurrence, le cas k = 2 ayant déja été démontré. Comme
d*=1f(z) est symétrique pour tout x, on déduit de I'expression

d* f(z0) v = d(dk‘lf(x) (0o, ... ,vk)) ‘0



que d* f(xg) est symétrique par rapport aux variables (vs,...,v,). La relation
d" f(w0) - v = d (A2 (@) - (vg,...vi) ) - (01, 03)

montre, en appliquant le cas & = 2 a la fonction z —— d*=2f(z) - (vs,...vx), que d*f(xg) est
symétrique en les variables (vy,vs). 0

Pour a;, € LY(E,F), on note ayx* := ag(x,x...,x). Un polynome de E dans F est une
expression de la forme
P(z) =ag + a1z + ...+ apz”,

avec a; € LL(E,F), en notant LY(E,F) :=F, LYE,F):= L(E,F).
Propriété 20. Les polynomes sont différentiables a tous ordres. De plus, on a

k! _
'akxk 1

dl k _
(™) = =)
pour tout aj, € L¥(E, F). Dans cette expression, a,x*~! est I'élément de LX=1(E, F) défini par

k—l_(

agx V1, U)) = ap(v1, .., T, .., ).

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que I'application ajz” est différentiable de différentielle
karpx® 1. Le résultat général s'en déduit par récurrence en considérant I'application a; comme un
élément de LF~Y(E, LL(E, F)). On a

k
ar(z +9)* = Z Crarz™ 'y = apa® + kaga™ 'y + ||ylle(y).
1=0

Ul
Proposition 21. Si f : E — F est k fois différentiable en g(x¢) et si g : G — E est k fois
différentiable en xq, alors f o g est k fois différentiable en xg.

DEMONSTRATION. On fait la preuve par récurrence, le cas k = 1 a déja été démontré. Nous ferons
I'hypothése que la conclusion est vraie pour toutes les fonctions f et g au rang k. — 1. On a

d(f o g)(x) = df (9(x)) o dg(x).

L'application dg est k—1 fois différentiable en xy par hypothése, ainsi que I'applications df og : x ——
df (g(zx)), par I'nypothese de récurrence. Comme la composition est une application bilinéaire, et donc
C>™,de L(E,F) x L(F,G) dans L(E,G), on peut encore appliquer I'hypothése de récurrence et on
conclut que d( fog) est k—1 fois différentiable en x¢, et donc que fog est k fois différentiable en zy.

Propriété 22. L'application L — L=, de GL(E, F) dans L(F, E) est C*.

DEMONSTRATION. Fixons L € GL(E, F) et notons ¢ I'application [ — [=%. On a vu que

o(L—G)=0o(L)oo(I — Go(L)) =0o(L) Z(GU(L))i =o(L)(I + Go(L)) + |G]le(G)
i=0

7
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donc o est différentiable en L, et do(L)-G = —o(L) oG oo (L). On conclut de cette expression que
do est CF si o est C*, et donc, par récurence, que o est C. 0

Définission le polynome de taylor

T;f(x) :

I
\
=
=
<
~—
=
|
E

Nous allons étudier dans quelle mesure c'est une bonne approximation de f(x).

Théoreme 6 (Inégalité de Taylor-Lagrange). Si f est (k+ 1) fois différentiable sur [y, x], alors

1 (@) = Ty f ()] < Sup]IItllk“f(Z)IleL'*yH’“+1

1
(k + 1)' z€y,x

DEMONSTRATION. On fait la preuve par récurrence sur k. Le cas k = 1 est I'inégalité des accroisse-
ments finis. On remarque que d(T}) f)(z) = T~ (df)(z). En posant g(z) = f(z) — T} f(x), on a
donc

dg(z) = df (x) — Ty~ (df ) (x)-
On applique I'hypothothése de récurrence a df a l'ordre k — 1, et on obtient (en remarquant que
dg(0) = 0):

1
ldg ()] < 7 sup ¥ £ ()l — yl*
* z€[y,7]

Le lemme ci-dessous implique I'inégalité cherchée puisque ¢g(0) = 0. 0

Lemme 23. Soit g : E — F une fonction différentiable telle que ||dg(x)|| < C||z||* et g(0) = 0.
Alors ||g(@)|| < Cll=||***/(k + 1).

DEMONSTRATION. Soit [ € F’ de norme au plus 1 et z # 0. On considére la fonction h(t) =
log(tx/|z||). On voit que |/ (t)| < Ct* pour tout t > 0. La fonctoon h(t) — Ct**1/(k + 1) a une
dérivée négative, elle est donc décroissante, donc négative. On a donc h(t) < Ct**1/(k+1). De le
méme facon, h(t) > Ct**1/(k + 1), et finalement

Lo g(x)] = [A(l|lz[D] < Cllz[|***/(k + 1).

Théoreme 7 (Inégalité de Taylor-Young). Si f est k fois différentiable sur [y, x], alors

I f(z) = Ty f ()] < l, sup ||d* f(z) — d" f(y)|[l= — y|*.
k! 2ely,a)

En particulier, si d* f est continue en v, alors f admet en y le développement limité
fl@) =Ty f(@) + |z —yl*e(z - y).

DEMONSTRATION. On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre k — 1 a la fonction g(z) =
fz) — T;f(x), dont le développement de Taylor 3 I'odre k — 1 en y est nul, et tel que d¥g(z) =
d* f(z) — d* f(x) pour tout z. =

11



Corollaire 24. Soit f = E — R une application C? au voisinage de 0. Si df(0) = 0 et si d>f(0)
est définie positive, c'est 3 dire si il existe a > 0 tel que d®f(0) - (x,z) > al|z||* pour tout = € E,
alors f admet un minimum local strict en Q.

DEMONSTRATION. On a

£(2) = FO) + 5@ F(0) - + llalPe(a) > £0) + (5 + (o)) .

Théoréme 8 (Formule de Taylor). Si f est C**! au voisinage du segment [y, z], alors

f@) =T @) = 5 [ (= 0" g+ o =) - (= )+

1

= H,/o (1 — t)kdk-l-lf(y + t(x — y))dt . (y _ :L')k+1,

DEMONSTRATION. On fait la preuve par récurrence sur k en intégrant par parties. Posons
1
9(t) = (=0 " fly +tx —y) - (v —p)*
Ona
1 _—
g0 =500 fly+tr—y) - (z -y

(1= [y + b =) (@ — )"

donc
9(0) ~ 9(1) = d* fy + 1z ~ ) - (& — )"
1

:g/o (1=t d"™ fly+tx—y)) - (y—z)Fdt

1 1
(k=1 /0 (L=t d* fly+tx—y)) - (z—y)*dt,

ce qui permet de déduire la formule au rang k de la formule au rang k — 1.

6 Fonctions convexes

La fonction f : E —] — 00, +00] est dite convexe si f(ax + By) < af(x) + 8f(y) pour touts
x # y dans F, et tous « et /3 dans ]0, 1] tels que o+ 5 = 1. On dit que f est strictement convexe
si I'inégalité est stricte. L'ensemble des points = € E en lesquels la fonction convexe f prend une
valeure réelle est une partie convexe de E, appelée domaine de la fonction f.

Propriété 25. Une fonction strictement convexe admet au plus un minimum.

DEMONSTRATION. Si x et y sont deux minimas distincts, alors la stricte convexité implique que f
prend des valeurs strictement inférieures a f(x) = f(y) sur l'intervalle ]z, y[, ce qui est une contra-
diction. 0

Rappelons quelques caractérisations des fonctions convexes dérivables d'une variable réelle:

12



Propriété 26. Soit f : I — R une fonction convexe dérivable, ou I est un intervalle ouvert de R.
Alors les points suivants sont équivalents:

e Pour tous x <y dans I, on a

fly) — f(=)
Yy—x

f'(@) < < f'(w).

e [’ est croissante.
e f est convexe.

DEMONSTRATION. Le premier point implique clairement le second.

Si f' est croissante, alors la fonction y — f(axz + By) — af(x) — Bf(y) a une dérivée positive
pour y > x, donc elle est positive pour y > x, ce qui implique la convexité de f.

Si f est convexe, alors le taux d'accroissement f(y) — f(z)/(y — ) est une fonction croissante
de y et une fonction décroissante de = pour y > x. En effet, pour z =ty + (1 — t)x, ¢t €]0,1[, on a

f2) = fx) tfy) + (A=) f(z) — fx) _ fly) = flz)

z—x t(y — x) y—z

La preuve est identique pour la décroissance en x. En prenant la limite z — x par valeurs supérieures,
on obtient que

y—x
I'autre inégalité s'obtient en prenant la limite z — y par valeurs inférieures des taux (f(y) —
f(2)/(y —2). O

Proposition 27. Soit U un ouvert convexe de l'espace de Banach FE, et soit f : U — R une
fonction C. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

e f est convexe.

o f(z)— fly) = df(y) - (x —y) pour tous x ety dans U.

DEMONSTRATION. On remarque qu'une fonction est convexe si et seulement si sa restriction a

chaque droite affine de E est convexe. Ceci permet de se ramener au cas ou ¥ = R, et a la propriété
26. O

On dit que [ € E’ est une sous-différentielle de f en xzq si

f(@) = fzo) +1- (z — o)
pour tout x.

Proposition 28. Soit f : E —] — 0o, +00] une fonction convexe, et soit xy un point tel que
f(zg) € R. Si de plus, I'une des hypotheéses suivantes est satisfaite:

e I/ est de dimension finie,
e f est localement majorée au voisinage de x,

alors f admet une sous-différentielle en x.

13



DEMONSTRATION. On applique le théoréme de Hahn Banach a la fonction p(x) = f(zo+x)— f(xg).
On trouve une forme linéaire [ < p. Si E est de dimension finie, cette forme linéaire est continue. Si
f est localement majorée, aliors p est majorée au voisinage de 0, donc [ est continue. 0

On verra que f est alors continue en xg.

Proposition 29. Soit U un ouvert convexe de E et f : U — R une fonction convexe a valeurs
réelles. Si f est localement majorée, alors elle est continue, et méme localement Lipschitz. C'est
toujours le cas lorsque E est de dimension finie.

DEMONSTRATION. Supposons d'abord que E est de dimension finie, d. Alors, la norme de E étant
équivalente a la norme [*°, les boules fermés de la norme [°° consituent une base de voisinage de
chaque point de E. Ces boules fermées sont les enveloppes convexes de leurs 2471 sommets. Comme
f est convexe, son maximum sur un boule [> est majoré par son maximum sur les 29T sommets.
Ce maximum est donc fini, on conclut que f est localement majorée.

Revenons au cas général d'un espace normé quelconque, avec f localement majorée. Comme f
admet une sous-différentielle en chaque point, elle est aussi localement minorée, et donc localement
bornée. Fixons maintenant une boule B(xzg,r) sur laquelle |f| < M. Soient maintenant deux points
y et x dans la boule B(xg,r/2), avec f(y) = f(z). Soit z le point en lequel la demi-droite issue de
x et passant par y intersecte la sphére S(xg,7). En utilisant la convexité de f, sur cette demi-droite,

on voit que
)~ f@) _ f) ~f() _4M
ly ==l = e—all = r
ce qui monrtre que f est Lipschitzienne sur B(zg,r/2). 0

Proposition 30. Soit U un ouvert convexe de E et f : U — R une fonction deux fois différentiable.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

e La fonction f est convexe.
e La différentielle seconde d? f(x) est positive pour chaque xo € U.

DEMONSTRATION. On se raméne au cas ol £ = R en se restreignant 3 des droites affines en
rappelant que d?f(zo) - v est la dérivée seconde de la fonction ¢t — f(xo + tv) en 0. Dans ce cas,
on a vu que la convexité est équivalente a la croissance de la dérivée, et donc a la positivité de la
dérivée seconde. 0

7 Théoreme d’inversion locale

Soient F et F' des espaces de Banach, U et V des ouverts de E et F'. On dit que I'application
f:E DU — V C F est un difffomorphisme si elle est bijective, différentiable, et d'inverse
différentiable. C'est un difféomorphisme C* si f et son inverse sont C*. Si f est un difféomorphisme,
alors df (x) est un isomorphisme de Banach pour tout = € U, et

d(f~1)(f(x)) = (df ()"
Ceci découle du calcul de la différentielle des compositions I = fo f~t = f=1o f.

Propriété 31. Pour que I'application f : E > U — V C F soit un difféomorphisme (C*), il suffit
que f soit un difféomorphisme et qu’elle soit C*.
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DEMONSTRATION. En notant 3 nouveau o I'application L — L%, ona d(f~!) =codfo f~1.Si
festCketsi f~'est C',0 <1< k-1, alors on en conclut que d(f~!) est C! et donc que f est
C"'. Par récurrence, f est donc C*. 0

On commence par un théoréme global:

Théoreme 9. Soit E un espace de Banach. Soit f = E — E une application telle que (I — f) est
contractante, c'est a dire qu’elle est Lipschitz de constante L < 1. Alors, I'application f est bijective,
et son inverse est Lipschitz de constante (1 — L)~1. Si de plus f est différentiable en x, alors f~1
est différentiable en y = f(z) et d(f~1)(y) = (df (x))~ L.

DEMONSTRATION. L'équation f(z) = y se réécrit © — f(x) —y = x. Pour chaque y, le terme de
gauche est une fonction contractante de x, qui admet donc un seul point fixe. Autrement dit, pour
chaque y, cette équation a une solution et une seule, ce qui montre que f est une bijection. On a de
plus

e =2l < [[f (@) = f@) + 1T = H@) = (= H] < 1 (@) = F@)] + Lz -2

et donc

(1= L)z — 2| < If(z) = f@@)]|
ce qui montre que f~! est Lipschitz de constante (1 — L)~!. Dans le cas ou f est différentiable en
x,ona

I(I = df () - oll = (T = ))f (@ +v) = (I = f)(2) + [[olle(v) ]| < (L + e(w))]v]-

On en déduit que || — df(x)|| < L < 1, et donc que df(x) est inversible. Il reste a montrer que
G := (df(z))~! est bien la différentielle de f=! en f(x). On estime pour ceci

9(f(x) +w) = g(f(2)) = G-w=g(f(z + G- w) + [lwlle(w)) =2 - G- w = [w]e(w)

ol on a utilisé le caractére Lipschitz de g. 0

Théoréme 10. Soit f : E — F une application C*. Si df (z) est un isomorphisme de Banach, alors
f est un difffomorphisme local au voisinage de x. C'est a dire qu’il existe des voisinages ouverts U
etV de x et f(x) tels que f : U — V est un difféomorphisme (qui est alors un difféomorphisme
ct).

DEMONSTRATION. En considérant I'application df (z)~! o f, on se rameéne au cas o E = F et
df (z) = Id. L'application I — f est alors C, et sa différentielle en = est nulle. Par I'inégalité des
accroissements finis, on en conlut qu'elle est Lipschitz de constante 1/4 sur la boule B(x,r) si r est
choisi assez petit. Nous allons montrer qu'il existe alors une application g : E — FE Lipschitz de
constante 1/2 (sur tout E) et telle que f = I — g sur B(z,r). Par le théoréeme précédent, I — g est
donc globalement inversible, et c'est localement un difféomorhisme. Pour montrer I'existence de la
fonction g, on pose par exemple g = (I — f) o P, oli P est la projection sur une petite boule B(z,7)
décrite dans le lemme ci-dessous. Comme P est 2-Lipschitz sur F et prend ses valeurs dans B(x, ),
et comme (I — f) est (1/4)-Lipschitz sur cette boule, on conclut que g est (1/2)-Lipschitz sur R.

Lemme 32. Soit B(r) la boule fermée de rayon r et de centre O dans I'espace de Banach E. Soit
P la "projection” P : E — B(r) sur B(r) qui fixe la boule B(r) et qui, a tout point x ¢ B(r)
associe le point P(x) = rxz/||z||. L'application P est 2-Lipschitz (elle est méme 1-Lipschitz dans le
cas ol E est un espace de Hilbert).
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DEMONSTRATION. On considere deux points 2 et 2, et on suppose que ||| > [|=/,
Si x et 2’ sont dans B(r), alorson a P(2') — P(x) =2’ — z.
Sixz ¢ B(x), z € B(z), on a

r

Px)—P(x) = — 2 —a = (”;'—1>x—|—(x—x’)

]

donc || P(z) — P(z')[| < (]| =) + [Jlo — 2'|| < 2[|z — 2.
Finalement, si aucun des deux points x et &’ n'est dans B(r), alors,

r r

T T T
P(2) - P(a/) = 1 — x'<xxf>+( >x
fel” " Tl” ™ Tal Tl ~ Tl
done [|P(x) — P(a)]| < Ile — 2’| + (2]l — I I)r/llel < 2(]l2]) — [le’I})- 0

7.1 Formes Normales des applications C

Théoréme 11. Soit f : E — F une application qui est C' au voisinage de xy. Supposons de plus
que le noyau N et I'image R de df sont fermés et facteurs directs, et choisissons des supplémentaires
fermés E; et Fy, de sorte que

E=FE1®N , F=R&F.
Il existe alors un difféomorphisme local ¢ : R x N — E tel que p(0) = xq et tel que
fop(rn) = f(zo) +r+g(rn)

oll g: Rx N — F} est une application C* telle que dg(0) = 0.
De plus, il existe un difféomorphisme local i : F — R x Fy tel que ¥(f(x¢)) = 0 et tel que

o fo 90(7"7 n) = (Tv h(T’, n))

ol h: R x N — Fy est une application C* définie au voisinage de 0 et telle que dh(0,0) = 0 et
h(n,0) = 0 pour tout n dans un voisinage de 0 (de N ).

DEMONSTRATION. En notant 7 la projection sur le noyau N parallélement 3 E; et my la projection
sur R parallelement a Fy, on considere I'application F': E — R x N donnée par

F:xr—— (rro(f(x —x0) — f(xo)), mn(x — 0)).

Cette application est différentiable, et dF'(0) - v = (wg o df (zo) - v,mn - v) Comme la restriction
de df(xzo) a E; est un isomorphisme, cette application linéaire est un isomorphisme. On peut donc
appliquer le théoreme d’inversion local a F', on note ¢ le difféomorphisme local inverse, défini sur un
voisinage de 0 dans R x N. On a alors mr o (f — f(x0)) o p(r,n) = r, et donc f o ¢ est de la forme

(r,n) — f(zo) + (1, g(r,1)).

Comme R est I'image de df (zg), on a g, o df(z¢) = 0, et donc dg(0) = g, od(f o ¢)(0) = 0.
Pour le second point, il suffit de poser

Yy — (mr(Y), 7R (Y) — 9(7r(Y),0)) — f(z0)-

On voit alors que ¢ o (f o @)(r,n) = (r,g(r,n) — g(r,0)). O
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7.2 Submersions

Une application C! est une submersion en x; si sa différentielle en zy est surjective et de noyau
facteur direct. On peut alors appliquer le théoreme de formes normales:
Sion note N le noyau et F; un supplémentaire, il existe un difféomorphisme local ¢ : NxF — E
tel que
fop(n z) = f(xo) + .
Autrement dit, une submersion est localement équivalente a une projection linéaire. Réciproquement,
il est clair que toute projection linéaire est une submersion.

7.3 Immersions

Une application C'! est une immersion en x; si sa différentielle en x4 est injective et d'image fermée
et facteur direct.

Le théoréme de forme normale donne des difféomorphismes locaux ¥ et ¢ telles que o fop(z) =
(x,h(x)) avec h = 0. Autrement dit, on a

Yo fop(r) = (x,0).

Une immersion est localement équivalente a I'inclusion linéaire d'un sous-espace facteur direct.

7.4 Applications de rang ou de corang constant

On rappelle que le rang d'une application linéaire est la dimension de son image, et le corang est la
codimension de son image.

Corollaire 33. Si f est C! au voisinage de x, de rang ou de corang fini et constant, et de noyau
facteur direct, alors il existe des difféomorphismes locaux i et ¢ tels que

Yo fop(r,n) = (r0).

Si L € L(E, F) est de rang fini, et si son noyau est facteur direct, alors tout G € L(E, F) assez
proche de L a un rang au moins égal a celui de L et a un noyau facteur direct.
DEMONSTRATION. On applique la seconde version du théoréme de forme normale, qui donne des
difféomorphismes locaux v et ¢ tels que 1o fop(r,n) = (r, h(r,n)). Comme le rang ou le corang de
df sont finis et localement constants, on a nécessairement 9, h(r,n) = 0 au voisinage de 0. Comme
de plus h(r,0) = 0, ceci implique que h est nulle au voisinage de 0. 0O

Contrairement aux cas des immersions et submersions évoqués ci-dessus, on a besoin d’ici d'une
hypothese sur df (x) dans un voisinage de x, et pas seulement en xy. En fait, les submersions sont
les applications de corang localement nul. La raison pour laquelle il suffit de supposer la surjectivité
en zo de df (xg) pour savoir que df (z) est localement surjective (c’est a dire de corang nul) est la
semi-continuité supérieure du corang. Plus précisément, on a:

Propriété 34. Soit L € L(E,F) une application d'image fermée, de corang fini et de noyau facteur
direct. Alors, toute G € L(E,F) assez proche de L a un corang fini, inférieur a celui de L, et un
noyau facteur direct.

DEMONSTRATION. Soit E; un supplémentaire du noyau de L et 7 une projection sur I'image de L.
Alors mo L, est un isomorphisme. Il en est donc de méme de moGg,. Ceci implique que I'image de
G, est de codimension inférieure a celle de L. De plus, ceci implique (voir le cours sur les opérateurs
de Fredholm) que I'image de G et le noyau de G sont fermés et facteurs directs. 0
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7.5 Sous Variétés

Soit £/ un Banach et N un sous-espace vectoriel fermé facteur direct de E. Soit M une partie de E
et xp un point de M. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Il existe un supplémentaire fermé FE; de N dans E et une fonction g : N — FE; telle que
dgo = 0 et telle que M est localement le graphe de g. Plus précisément, il existe un voisinage
ouvert U et 0 dans N et un voisinage ouvert V' de 0 dans FE; tels que

Mn(xg+U+V)={xo+ (z,9(z)),z € U}.

2. Il existe une submersion P : E — Ej telle que le noyau de dP(xzg) est N et telle que,
localement, M = P‘l(O). Plus précisément, il existe un voisinage ouvert U de zy et une
submersion P : U — Ej telle que M NU ={x € U : P(z) = 0}.

3. Il existe un difféomorphisme local v vérifiant di,, = Id et tel que, localement, ¥»(M) = N.
Plus précisément, il existe des voisinages ouverts U de zg et V de 0 tels que ¢ : U — V est
un difféomorphisme et tel que (M NU)=NNV.

4. |l existe une immersion j : N — E dont |'image locale est M. Plus précisément, il existe un
voisinage ouvert U de 0 dans N et une immersion j : U — E telle que j(U) est un voisinage
de xo dans M, et telle que dj(0) est l'inclusion de N dans E.

5. Pour tout supplémentaire fermé F; de N dans F, il existe une fonction g : N — Fj telle que
dgo = 0 et telle que M est localement le graphe de g.

DEMONSTRATION. Si M est localement le graphe de g, on pose P(z) = 7, (z) — g o i (z).
Si M = {P =0}, on pose (x) = mn(z) + P(x).
Si (M) = N, on pose j = w‘_Nl.

Si M = j(N), on remarque que my o j est un difféomorphisme local de N et on pose g =

WEIO(WNOj)_l. O

7.6 Théoreme des fonctions implicites

Théoréme 12. Soit f : E x F — G une application C' au voisinage de (xo,v0). Si 0y f(zo) est
un isomorphisme de Banach, alors il existe un voisinage ouvert U de xy dans E, un voisinage ouvert
V de yo dans F application g : U — F qui est C' et telle que

flz,y)=0 & y=gx) pour (z,y)eUxV.

De plus, on a dg(xo) = —(y f(x0)) ™" © 0xf(z0).

DEMONSTRATION. L'application f est une submersion en (g, yo), donc I'ensemble M := {(z,y) €
UxV: f(x,y) = f(xo,yo)} est, localement au voisinage de (xg,yo), une sous-variété tangente au
noyau de df (zo, yo). Ce noyau N est le graphe de I'application linéaire L := — (9, f(z0)) ' 00, f (x0) :
E—F.OnaEXxF=N®& ({0} x F). Au vu des caractérisations des sous-variétés, il existe un
voisinage U de 0 dans N, une application g : U — F et un voisinage V de 1o dans F' telle que
M ((zo,yo) + U 4+ ({0} x V) = {(z0, yo) + 1+ (0,g(n)),n € U}.

Enposant U = {zp+z:2+(0,L-2) e U} et g(z) =yo+g(x —x0,L- (x —x0)) + L (z — x9),
on a alors M = {(z,g(z)),z € U}. De plus, g est C! et dg(0) = 0, donc g est C! et dg(zo) = L.
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Pour retrouver facilement I'expression de dg(xg), on remarque que f(z,g(x)) est identiquement
nulle, donc en différentiant en x,

0 = 0. f(x0,90) + Oy f(x0,y0) © dg(xo).

8 Equations différentielles

Soit E un espace de Banach. On étudie I'équation différentielle
a'(t) = F(t, x(t)) (1)

avec F' : R x E — E. C'est une équation non-autonome du premier ordre. Rappelons qu'on
peut formellement réduire les équations non-autonomes a des équations autonomes (c'est a dire de la
forme y'(t) = G(y(t)). Il suffit pour ceci de poser y(t) = (¢, z(t)) et G(y) = G(t,z) = (1, F(t,z)).
Méme si cette réduction est fort utile, il y a diverses raisons de préférer considérer une équation non
autonome. Par exemple, les hypothéses dans I'énoncé du théoreme de Cauchy-Lipschitz que nous
donnons ci-dessous ne sont pas symétriques en ¢ et x. Cet énoncé ne pourrait étre déduit facilement
d'un énoncé autonome.

L'équation (1) seule ne détermine pas une unique courbe x(¢). Pour déterminer une solution, il
faut lui adjoindre une condition initiale, c’est a dire prescrire sa valeur en un temps initial, que I'on
prendra souvent nul.

Le Couple constitué de I'équation (1) et de la condition initiale z(0) = xo (ou, plus généralement,
x(tg) = xg) est appelé probleme de Cauchy.

Théoreéme 13 (Cauchy-Lipschitz). Supposons que F' est continue et Lipschitz en x dans un voisinage
de (to, o) (avec une constante de Lipschitz indépendante det). Alors il existe un temps T > 0 tel que,
pour tout T €]0, 7], le probleme de Cauchy admet une unique solution x(t) :Jto — T,to + T[— E.

On remarque en suivant la preuve que la continuité en t n'est pas aussi important que le caractere
Lipschitz en x, on pourrait affaiblir cette hypotheése.
DEMONSTRATION. On fixe un voisinage J x B(xzq,r) de (to, zo) et des constantes M et L telles
que
IFt @) <M -, ||F(tx) - Fty)ll <Lz -yl

pour tous ¢t € J, x € B(xo,r) ety € B(zg,r). La courbe (t) :]to —T,to+T[— E est une solution
du probleme de Cauchy si et seulement si elle est continue et

x(t) = xo +/t F(s,z(s))ds

pour tout t €]ty —T,to+T|[. Soit F I'application de C°(|to —T,to+ T, E) qui, 2 la courbe z associe
la courbe

F(z)(t) zx—0+/t F(s,z(s))ds.

Si z prend ses valeurs dans B(zg,7), et si |to — T,to + T[C J, alors ||F(s,z(z))|| < M pour tout
s €lto—T,to+ T, et donc || F(x)(t) —xo|| < |t —to|M. Sion fait sur T I'hypotheése supplémentaire
que

™™ <r,
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on conclut que F préserve le fermé C°(Jtg — T\, to + T'[, B(xo,7)) (muni de la norme uniforme). Si

I'on considere deux courbes z et y de C(Jto — T, to + T'[, B(wo, 7)), on a

t
< / Llla(s) — y(s)|ds < TL|z — y].

to

/ F(s,2(s)) — F(s,y(s))ds

to

[F(2)(t) = Fy)@®)ll =

En imposant sur T' la condition supplémentaire que
TL <1

on constate donc que F est une contraction de I'espaces complet C%(Jtg — T, to + T'[, B(xo,7)). Il'y
a donc un unique point fixe, donc une unique solution & valeurs dans B(xzg,7). Pour démontrer
I'unicité des solutions a valeurs dans F, on vérifie qu'une telle solution x(t) prend necessaire-
ment ses valeurs dans B(zg,7). On note pour ceci ]S, ST[ la composante connexe de t, dans
I'ensemble {t €]ty — T,to + T[: z(t) € B(xo,r)}. Alors, comme || F(s,z(s))|| < M sur ]S—,ST],
on a [|z(S*) — x| < (ST —to)M < TM < r, donc z(St) € B(xzg,7). De la méme facon,
x(S7) € B(xo,r). Ceci montre que ST =t, + T. 0

Supposons maintenant que la fonction F' : R x E — E vérifie les hypothéses du Théoreme
de Cauchy-Lipschitz en chaque (to, o), c'est a dire qu'elle est continue et localement Lipschitz par
rapport a la variable z, localement uniformément en ¢. On peut supposer pour simplifier que F' est
localement Lipschitz en (¢, x).

Propriété 35. Deux solutions x et y définies sur un méme intervalle I coincident si il existe t € I
tel que x(t) = y(t).

DEMONSTRATION. L'ensemble {t € I : z:(t) = y(t)} est ouvert, fermé et non-vide. O

On dit qu'une solution z(t) définie sur I'intervalle ouvert I est maximale si « ne peut &tre prolongée
en une solution définie sur un intervalle J contenant strictement 1.

Propriété 36. Toute solution (définie sur un intervalle) admet un unique prolongemet maximal.

DEMONSTRATION. Considérons une solution z : I — E, et considérons la réunion J de tous les
intervalles ouverts sur lesquels il existe une solution qui prolonge . Comme deux prolongements
différents coincident sur I'intersection de leurs domaines de définition, il existe une extension définie
sur J, elle est donc maximale. 0

Si on se donne un temps initial ¢y et une condition initiale xg, il existe donc une unique solution
maximale de I'équation différentielle vérifiant a(t9) = xo. Voici un critere qui doit &tre satisfait par
les solutions maximales définies sur un intervalle borné:

Propriété 37. Soit x :|T~,T+[— E une solution maximale. Si Tt < oo (resp. T~ > —cc), alors
la fonction t — F(t,z(t)) n'est pas bornée au voisinage de T™ (resp de T~ ).

DEMONSTRATION. Si la fonction t — F'(¢,z(t)) est bornée, alors la courbe z(t) est Lipschitz, donc
elle admet un prolongement par continuité en T+. On considére alors une solution y de I'équation
différentielle définie au voisinage de T et telle que y(T+) = (7). Etendons alors la fonction z(t)
au-deld du temps T par la fonction y. On appelle Z(t) cette extension. Montrons que Z est une
solution de I'équation différentielle, ce qui contredit la maximalité de T". Seul le temps T pose
probléme. La courbe 7 est dérivable a droite en T et sa dérivée a droite est v/ (T") = F(T*,z(TT)).

A gauche en TT, on a
T+

(2(TT) —2(TT —1t)) = / F(s,z(s))ds.

T+—t
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On conclut que z, et donc Z est dérivable 3 gauche en T de dérivée F(T,z(TT)). Comme les
dérivées 3 gauche et A droite sont égales, & est dérivable en TT, et elle y vérifie I'équation. 0

0 Lemme de Gronwall et estimations

Nous donnons ici une méthode générale pour établir des inégalités sur les solutions des équations
différentielles.

Lemme 38. Soit f(t,x) : R x R — R une fonction continue, croissante par rapport a x. Soient
x(t) et y(t) des fonctions satisfaisant

x(t) < xo +/0 f(s,z(s))ds
) t

y(t) = y(0) /f@mmm

0
Alors, si zg < y(0), on a z(t) < y(t) pour tout t > 0.

DEMONSTRATION. Soit [0, 77 le plus grand intervalle de la forme [0, ¢[ sur lequel z < y. Alors

T T
WT) =90)+ [ Flsp(e)ds > ao+ [ fls.a(s)ds > o(T)
puisque z(s) < y(s) sur [0,T]. Ceci contredit la maximalité de T 0
Voici quelques cas particuliers particulierement utiles:

Propriété 39. Si .

x(t) < xo —I—/ ax(s)ds,

0

alors x(t) < zge® pour tout t > 0.
DEMONSTRATION. On applique le lemme avec f(t,2) = ax et y(t) = yoe™, yo > xo. On remarque

en effet que ¥’ = ay, et donc y(t) = yo + fg ay(s)ds. On conclut que z(t) < yoe* pour tout

at

Yo > To, et donc que z(t) < zpe®. 0

Propriété 40. Si
t
z(t) < xo —|—/ (azx(s) + b)ds,
0

alors, pour toutt > 0,

b
z(t) < moe™ + a(e“t -1).

DEMONSTRATION. |l suffit de remarquer que la fonction y(t) = yoe® + b/a(e® — 1) est la solution
de I'équation ¢y’ = ay + b vérifiant y(0) = yqo, et d'appliquer le lemme. 0

On a une version encore plus générale:
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Propriété 41 (Lemme de Gronwall). Soient a(t) : [0,00) — [0,00) et b(t) : [0,00) — R des
fonctions continues. Si

t
x(t) < xo + / (a(s)z(s) + b(s))ds
0
pour tout t > 0, alors

¢
x(t) < woet® +/ b(s)e A =A6) g
0

pour tout t > 0, ot A(t) = fot a(s)ds.
DEMONSTRATION. | suffit de vérifier que la fonction y(t) = yoe® + fot b(s)eAH=AG)ds est la

solution de I'équation y'(t) = a(t)x(t) + b(t) vérifiant y(0) = yo. On applique alors le lemme, qui
nous assure que z(t) < y(t) pour yo > xo. 0

Ces propiétés vont nous permettre d'obtenir de nombreuses inégalités sur les solutions des équations
différentielles. On commence par estimer comment une variation de la condition initiale affecte la
solution:

Propriété 42. Soient x(t) et y(t) deux solutions de I'équation x'(t) = F(t,x(t)) définies sur le méme
intervalle 1. Si F est L-Lipschitz en x, alors

lz = yll(t) < e~y (0)eI".

Ceci redonne I'unicité, puisque si 2(0) = y(0), alors ||« — y|| est identiquement nul.
DEMONSTRATION. On a

donc

lz = yll(t) = xo—yo+/0 F(s,x(s)) — F(s,y(s))ds <||90—y||(0)+/O Lijz =yl (s)ds.

On conclut par le Lemme de Gronwall que
lz = yll(t) < ||z = yll(0)e"*
pour tout ¢ > 0. L'inégalité pour ¢ < 0 s'obtient par exemple en considérant les fonctions z(—t) et
y(—t), qui résolvent I'équation 2'(t) = —f(t, z(t)). 0
Ayant estimé comment la solution dépend de la condition initiale, on va maintenant estimer

comment elle dépend de I'équation:

Propriété 43. Soient x(t) et y(t) des solutions respectivement des équations x'(t) = F(t,x(t)) et
y'(t) = G(t,x(t)) définies sur le méme intervalle I. Supposons que F et G sont L-Lipschitz par
rapport a x, et que |[F — G|| est fini. Alors,

Lt 1

LIt
lz = yll(t) < e =yl ()" + || F — Gl—F—
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En particulier, si G converge uniformément vers F, alors le solution y(t) de I'équation y'(t) =
G(t,y(t)) issue de xo converge vers la solution x(t) de I'équation y'(t) = G(t,y(t)) issue du méme
point, uniformément sur tout intervalle borné.

DEMONSTRATION. I suffit de remarquer que

[l = yl|(t) < llz = y[/(0) +/0 I1F" = Gl + Lljx — y||(s)ds

et d'appliquer le Lemme de Gronwall pour obtenir I'inégalité pour ¢ > 0. On procéde comme ci-dessus
en considérant les courbes z(—t) et y(—t) pour obtenir la conclusion pour ¢ < 0. 0

Propriété 44. Si F'(t,x) est continue et si il existe une fonction continue L(t) telles que

[1E(t,x) = F(t, y)ll < L)z =yl

pour tous t, x et y, alors les solutions de I'équation différentielle sont définies sur R et satisfont
I'inégalité

||CU(t) — CL’(O)H < ‘/O ||F(87x(0))He|fst L(o)do|d8

La preuve utilise une méthode trés importante en analyse consistant a déduire un résultat d'existence
d'une inégalité a priori.
DEMONSTRATION. Soit z(t) : [T~,T"[— E une solution maximale. Pour t € [0,77"[, on a

() = ()] < /0 £ (s, 2(0))] + L(s)[Jx(s) — x(0)]|ds.

Par le Lemme de Gronwall, on déduit que

l[z(t) — z(0)]| </0 |F (s, 2(0))||e/s H@1do g

Si Tt était fini, la solution serait bornée sur [0, 7F[, et donc aussi la foction F'(t,x(t)), ce qui con-
tredirait la maximalité de T". Le raisonnement est identique en T O

10 Systemes différentiels linéaires.

10.1 Systemes autonomes et exponentielle d’opérateurs

On consideére ici un espace de Banach E et une application linéaire A € L(E, E). On s'intéresse a
I"équation différentielle linéaire
() = A x(t).

On déduit de la théorie générale des équations différentielles que:

Propriété 45. Pour chaque condition initial xq € E, il existe une unique solution x(t) : R — FE
vérifiant x(0) = x. Cette solution vérifie

()] < JlzoflMAlN.
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Notons e?(zq) la valeur au temps 1 de la solution issue de xy. On vérifie facilement que
I'application x¢ — e (z0) est linéaire, et I'estimation ci-dessus montre que e est continue, avec

||6A|| < el
Propriété 46. La solution de I'équation ©' = Az issue de o est la courbe t — et4 - x.

DEMONSTRATION. Soit z(s) la solution étudiée. Pour chaque ¢ € R, la courbe y : s — x(ts)
vérifie 1/ (s) = tAy(s) et y(0) = 9. On a donc z(t) = y(1) = et - 2. 0

On peut exprimer cette propriété comme suit:

Proposition 47. La courbe L : t — e” Vérifie I'équation différentielle linéaire sur L(E)
L'(t)= Ao L(t).
C'est I'unique solution de cette équation vérifiant L(0) = Id.

Propriété 48. On a les relations

e(t+s)A — etA ° esA-

et, siAoB=DBoA,

A+B A B

e =€ oe .

DEMONSTRATION. Pour chaque s > 0, considérons les courbes Y (t) = e(t+9)4 et Z(t) = et 0 4.
On voit que Y/ = AoY, et Z/ = Ao Z. De plus Y (0) = Z(0) = e**. Par unicité de la solution de
I'équation X’ = Ao X issue de e*“, on a Y (t) = Z(t) pour tout .

Pour montrer la seconde égalité, on considere cette fois les courbes Y (t) = et(A+5) et Z(t) =
et4oetB. Ona Y(0) = Z(0) = Id. De plus, on a les équations

Y'(t)=(A+B)oY(t) , Z'(t)=AoZ(t)+ e oBoel®.

Si on montre que e'4 o B = Boe!, on conclut que Y = Z par unicité de la solution du probleme de
Cauchy. Pour montrer cette formule, on constate que les courbes e?4 o B et B o e* satisfont toutes
deux I'équation X’ = AX, (on utilise ici que Ao B = Bo A) et qu'elles sont toutes deux issues de
la condition initiale B. O

Finalement, on retrouve la définition classique de |'exponentielle:

Propriété 49.

a? = Z %Ak.

k>0

DEMONSTRATION. Pour démontrer la formule, nous allons utiliser la construction de ¢4 comme
solution de I'équation intégrale

t
et =1 —|—/ Ae*Ads.
0

On introduit donc I'application A : X(t) — I + fot AM (s)ds sur C([R),L(E)). Définissions
alors la suite X;(t) telle que Xo(t) = I et X; = A(X;-1). On calcule que X;(t) = I + tA,
Xo(t) =1 +tA+t2A2/2, et, par récurrence, que



La série (qui est normalement convergente) est donc un point fixe de I'équation intégrale, c'est donc
la solution de I'équation différentielle. 0

Dans cette preuve, I'application A n'est pas forcément contractante sur C(R, L(E)), ou méme sur
C([-1,1], £L(E)). Pour comprendre directement (sans en calculer les termes) que la suite (X;)j(—1 1]
converge, on peut démontrer par récurrence que ||A7(X)(t) — A7 (Y)(t)]] < ¢/ /;!. Ceci montre que
AJ est contractante sur C([—1,1], L(E)) pour j assez grand et suffit 3 garantir la convergence de la
suite X; sur [—1,1], et I'unicité du point fixe de A.

Exercice 50. Soit F : E — E une application. Si il existe une j € N tel que F7 est contractante,
alors F' a un unique point fixe, qui est la limite de toutes les suites x;11 = F(x;).
10.2 Systemes linéaires non autonomes
On considere une application continue A(t) : R — L(E), et on s'intéresse a I'équation
2/ (t) = A(t) - z(t).

On commence par appliquer le Lemme de Gronwall:
Propriété 51. On a I'inégalité a priori

()| < [Jzoljels 14l

donc les solutions se prologent a R.

On considere alors, pour chaques ty et t1, I'application R(to,t1) qui, au point zg de E, associe
la valeur en t; de la solution z(t) de I'équation qui vérifie 2:(tg) = xo. On vérifie que R(to, 1) est
une application linéaire, les estimées ci-dessus montrent qu'elle est de plus continue, avec

| R(to, )] < e|ff’01 HA(S)HdsL

C'est la résolvante de I'équation linéaire.

Propriété 52. On a la propriété de Markov
R(to,t2) = R(t1,t2) o R(to,t1)
pour tous tg,t1,ts.

DEMONSTRATION. La courbe t — R(to,t)zo est solution de I'équation différentielle, et elle vaut
R(to,t1)xo au temps t;. La courbe t — R(t1,t) - (R(to,t1)zo) est solution de I'équation, et elle
vaut R(to, 1)z au temps t1. Ces deux courbes sont donc égales pour tout x. O

La résolvante R(to,t) est la solution de |'équation différentielle linéaire X'(t) = A(t) o X (¢) sur
L(E) qui vaut Id en t.

Attention, par analogie au cas scalaire, on peut &tre tenté de penser que R(tg,t) = elo Als)ds,
Mais ce n'est pas le cas en général (sauf si les matrices A(t) commutent entre elles).

Propriété 53.

R(O t) — lim etA((n—l)t/n)/n 0.0 etA(t/n)/n o etA(O)/n.
’ n—soo
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DEMONSTRATION. Supposons que ¢ > 0 pour fixer les idées et on consideére pour I'application A, (s)
qui vaut A(kT'/n) pour s € [kT/n, (k4 1)T/n[. On définit alors Les opérateurs R, (s) tels que

Ry (s) = e—R/MA=1t/n) o . o tAt/m)/n o HAO)/n
pour s € [kT'/n, (k+ 1)T/n[. On a
Ru(s) = Id+ /0 " 4,(0) 0 Ru(0)do.
On a donc
[1Rn(s) — R(0, s)|| < /Os 1(An = A) (@) I[1R(0, 0) || + [ An(0)[[[[ Bn (o) = R(0, o) | do

g/ en + C||Ro(0) — R(0,0)|do,
0

ol €, est une suite qui tend vers 0, et C' est une constante, qui ne dépendent pas de s € [0,¢]. Par
le lemme de Gronwall, on conclut que

et — 1

17(0.6) = RO < e

Considérons finalement I'équation non homogene
' (t) =b(t) + A(t) - z,

oub:R— Eet A: R — L(F) sont continues et bornées. Les solutions sont définies sur R, et
données par la formule de Duhamel:

t
x(t) = R(0,t) - o +/ R(s,t) - b(s)ds,
0
ol R est la résolvante de |'équation homogene associé (& = A(t)z). Cette formule se démontre par la

méthode de variation de la constante: On pose y(t) = R(¢,0)-z(t), de sorte que z(t) = R(0,t)-y(t),
et on calcule

b(t) + A(t) - x(t) = 2’ (t) = A(t) o R(0,%) - y(t) + R(0,¢) -/ (t) = A(t) - x(t) + R(0,%) -/ (¢),
dont on déduit que g/ () = R(t,0)b(t). On a alors y(t) = y(0) + [3 R(s,0) - b(s)ds et
t
2(t) = R(0,4) - 70 + / R(0,1) o R(s,0) - b(s)ds.
0
Réciproquement, cette formule donne une solution de I'équation.

11 Flot, dépendance

On s'intéresse ici a I'équation non-linéaire



et I'on suppose pour fixer les idées que F' est continue et que
IFE0)| <M, |[F(t,z) = F(t,y)ll < Lz -yl

pour tout ¢t € R et pour tous z et y dans E. Pour tout (tg,z¢) € R x E, il existe une unique solution
z(t) : R — E vérifiant z(tg) = zo. On note ¢} (x0) la valeur z(t) de cette solution au temps
t. Pour chaque x € F, la courbe t — ¢} (z) est une solution de I'équation différentielle. Comme
nous |'avons fait pour les équations linéaires en définissant la résolvante, nous allons nous intéresser
a I'application z — ¢} (), que I'on appelle le flot de I'équation différentielle.

Théoreme 14. o ©2 = ) o il

e ['application <p§; : E — E est un homéomorphisme bi-Lischitz, dont la constante de Lipschitz
est majorée par ellt1—tol.

o Si I est différentiable par rapport & x, et si O, F est uniformément continue (en (t,z)), alors
cp’éé est C'! et sa différentielle dgpié (o) est la résolvante R(ty,t1) associée au systéme linéarisé

V'(t) = 0:F (¢, ¢}, (w0)) - v(1).

On pourrait en fait se contenter de continuité de 9, F' dans le troisieme point.
DEMONSTRATION. Le premier point se prouve exactement comme dans le cas linéaire.

Le second point découle du lemme de Gronwall.

Montrons la différentiabilité du flot. On peut supposer que to = 0. On fixe une solution z(t) =
o4 () et on considere une autre solution y(t), on note v(t) := y(t) — z(t). On a

lo(&)I] < [lo(0)[|e" 1.

Posons A(t) := 0,F(t,z(t)), et notons R(s,t) la résolvante de I'équation linéaire associée. On a
[[A®#)|| < L et donc
1R (s, )| < el

On va montrer que v(t1) = R(0,t1) - v(0) + ||v(0)]|e(]|v(0)]]), ce qui implique que R(0,t1) est la
différentielle de gaf)l en xg.

L'uniforme continuité de 9, F implique (via I'inégalité des accroissements finis) I'existence d'un
module de continuité p tel que

1E(t,y) — F(t,x(t) — At) - (y —z(@)[| < p(lly — z@)Dlly — z(0)]]
pour tout t et tout y. On écrit alors
v(t) = F(t,y(t) — F(t,2(t)) = A(t) - v(t) + B(t)

ou
1B < p(llo@)DIlo@)]-

Le formule de Duhamel
ty
U(tl) = R(O,tl) . ’U(O) +/ R(S,tl) . B(s)ds
0

implique (en estimant trés grossierement) que

lo(t1) = R0, t1) - v(0)| < [t2]e* 1 p (el E (o (0)]) [0(0) | = o(0)lle([lv(0)]).
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Nous avons montré que dyl' (zo) = R(0,t1).
Montrons maintenant la continuité de cette différentielle. On considere comme plus haut une
seconde solution y(t), et on note B(t) := 0, F(t,y(t)). On rappelle que

1B(t) = A < p(lly(t) — 2(@)I1) < plel™ o — yol)

pour ¢t € [—|t1], |t1]]. On a

t t
dgh(zo) = I + / A(s) o dgi(zo)ds . dghyo) =1+ / B(s) o dy} (yo)ds

donc, pour ¢ € [—|t1], |t1]],
t
It (o) — deoty (o)l < /0 1A(s) = B(s)llllde5 (o) || + [[A(s)lllldeg (z0) — dp(yo)llds

t
< e(llo — yoll) + / Clldgs (wo) — de(yo) | ds
0

ou € est un module de continuité et C est une constante, qui ne dépendent que de ¢; et de F'. Par
le lemmme de Gronwall, on conclut que

HdSDB(xo) - dg@é(yo)u < ez — yoH)ecltl‘.

Ceci démontre que dgpg est uniformément continue, avec un module de continuité uniforme sur tout
intervalle de temps borné. 0

Addendum 1. Sous les hypothéses du dernier point du théoréme, I'application ® : (t,z) — ©f(x)
est C'1.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord la continuité de ®. On a vu que , pour chaque ¢, le flot & est
Lipschitz de constante el*l= par rapport 3 la variable 2. De plus, pour ¢ > t, on a

(¢, ) — @(t, )| < |t' — ¢ sp, [ E (s, ®(s,2))]-
sE[t,t!

Comme (propriété 44)
els —1
L
et comme F’ est bornée sur les bornés, on conclut que ® est localement Lipschitz.
On a Ol (x) = F(t, 9} (x)), qui est continu. On a vu que, pour tout 7' > 0, il existe un module

de continuité p tel que

12(s, 2)| < [llle™ + M

10:2(t, ) = 0:®(t, )| < p(ll2” — «]))

pour tout ¢t € [T, T] et pour tous z et 2’ dans E. En notant comme plus haut R(0, s) = 9,P(s, x),
on a l'inégalité, pour t’ > t,

[1R(0,¢") = R(0,8)| < (' — 1) sup, LA()I[1RO, 8)]| < (¢ —)eH ),
se(t,t’

On conclut que 9,® est continue, et donc que ® est C*. O
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12 Champs de vecteurs et difféomorphismes

On considere ici le cas particulier d'une équation différentielle autonome

ou F': E — F est une application, que I'on appellera un champ de vecteurs. On le supposera ici
C* et Lipschitz. Il existe alors un flot !, qui est C*.

Propriété 54. ¢! = o ~°

DEMONSTRATION. Pour tout zp € F, les courbes t +—— ¢%(zg) et t — @b %(z0) satisfont
I'équation =’ = F'(x) et la condition initiale 2(s) = (. Elles sont donc égales. 0

On note dans ce cas ¢! le flot ©f, on a

(thrs — sDt o sDs.

Si v est un difféomorphisme C!, on note 1, F le champ de vecteur
o F(x) = dp(yp~ " (2)) - F ().

Le flot de ¥, F est donné par v o o' o 9h~1. Ceci revient a dire que, si x(t) est est une solution de
x' = F(z), alors y(t) := (x(t)) est une solution de ¢y = ¥, F(y). En effet,

y't) = di(e(t) - 2/ (t) = dib(a(t)) - Fla(t) = 6. F(y(t).

Au voisinage d'un point régulier (F(zg) # 0), tout champ de vecteurs peut étre réduit a une champ
de vecteurs constant par un changement de variables:

Théoreme 15. Soit F' un champ de vecteurs C* sur I'espace de Banach E, et xq un point tel que
F(xzo) # 0. Il existe alors un espace de Banach G et un difféomorphisme local

¥ (E,z0) — (R x G,0)
tel que Y. F = (1,0) au voisinage de 0.

DEMONSTRATION. Comme I'énoncé est local, on peut commencer par modifier le champ de vecteurs
F' en dehors d'un voisinage de zq afin de le rendre Lipschitz. Nous supposerons donc qu'il |'est.

On considére un supplémentaire fermé G de la droite RF () dans E. On considére alors
I'application @ : R x G — E donnée par ®(t,z) = ! (zg + x). L'application ® est C*, et

0,®(0,0) = F(zo) , 0,9(0,0) = I

ol I est l'inclusion de G dans E. On conclut que d®(0,0) est un isomorphisme de Banach, et donc
que ® est un difféomorphisme local. En notant v le difféomorphisme inverse, on a

Yoo Ht,x) =1 o od(t,x)pod(t+s,x)=(t+s,).
Donc 1 conjugue le flot de F avec celui de (1,0). 0

Ce théoreme de conjugaison implique I'existence et I'unicité locale des solutions de |'équation
a2’ = F(z), puisque 'existence et I'unicité des solutions est évidente pour I'équation redressée.
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