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Exercice 1 Premiére partie: principe variationnel d’Ekeland
Soit (X, d) un espace métrique complet, f : X — RU{+oo} une fonction
s.c.i minorée non identiquement égale a +oo. Pour tout © € X on pose

S(x)={ye X : f(y) < f(z) —d(z,y)}.

1. Soit x € X, montrer que S(x) est un fermé non vide et que siy € S(x)
alors S(y) C S(z).

2. Soit Ko := X, on définit par récurrence K, := S(x,) ou

1
on+1 :

Tnyl € Kna f(l'nJrl) < llr(lff+

Montrer qu’il existe zog € X tel que {xo} = N, K,.

3. Montrer que
f(@) > f(zo) — d(z,20), YV € X \ {zo}.
4. Soite >0 et x. € X tel que
flze) < igl(ff +e

soit k > 0 montrer qu’il existe y. € X tel que
1
f(ye) S f(x&‘)v d(xtﬁys) S Ea f(l') > f(y&‘)_kgd(xays)’ vm € X\{ye}

Deuxiéme partie: applications

1. Soit E un espace de Banach et f € C'(E,R) minorée. Montrer que
pour tout € > 0, il existe x. € X tel que f(z:) < infgpf + ¢ et

1 ()l er < Ve

2. Soit E un espace de Banach et f € C1(E,R) telle qu’il existe a > 0 et
b e R tels que f(x) > al|z|| + b pour tout x € E. Montrer que f'(E)
est dense dans aBgr.



Troisieme partie: théoréme de Bishop-Phelps

Soit E un espace de Banach, C' une partie convexe fermée et bornée non
vide de E et f € E'. Soit enfin ¢ > 0, on déduit de la premiére partie qu’il
existe xg € C tel que

f(@) = f(zo) —ellz — x|, Vo € C.
On définit
Cy:={(z,t) € EXR, : t < f(zo)—¢l|lz—x0||}, C2:={(z,t) € CxR : t > f(x)}.
1. Montrer que si E est réflexif alors f atteint son supremum sur C.

2. Trouver une forme linéaire sur C([0,1]) n’atteignant pas son supre-
mum sur Bo((o,1))-

3. Montrer que Cy et Cy sont convexes et que l'intérieur de Cy est disjoint
de 02.

4. Montrer qu’il existe g € E’ tel que ||g|| < e et f + g atteint son supre-
mum sur C' en xg.

5. En déduire que l’ensemble des formes linéaires continues sur E qui
atteignent leur supremum sur C est dense dans E’.

Exercice 2 Soit I une partie finie de N, {aq}acr des réels non tous nuls
et u € E'(RY) tel que S and®u =0 dans D' (RY) montrer que u = 0.

Exercice 3 Soit E un espace de Banach etT' un endomorphisme continu de
E, on dit que T est séquentiellement compact si et seulement si [’'itmage par
T de toute suite faiblement convergente dans E est fortement convergente.

1. Soit E un espace de Banach réflexif et T un endomorphisme continu
de E séquentiellement compact. Montrer que T est compact.

2. Trouver un contre-exemple dans le cas non réflexif.



