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Exercice 1 Première partie: principe variationnel d’Ekeland

Soit (X, d) un espace métrique complet, f : X → R∪{+∞} une fonction

s.c.i minorée non identiquement égale à +∞. Pour tout x ∈ X on pose

S(x) := {y ∈ X : f(y) ≤ f(x) − d(x, y)}.

1. Soit x ∈ X, montrer que S(x) est un fermé non vide et que si y ∈ S(x)
alors S(y) ⊂ S(x).

2. Soit K0 := X, on définit par récurrence Kn := S(xn) où

xn+1 ∈ Kn, f(xn+1) ≤ inf
Kn

f +
1

2n+1
.

Montrer qu’il existe x0 ∈ X tel que {x0} = ∩nKn.

3. Montrer que

f(x) > f(x0) − d(x, x0), ∀x ∈ X \ {x0}.

4. Soit ε > 0 et xε ∈ X tel que

f(xε) ≤ inf
X

f + ε

soit k > 0 montrer qu’il existe yε ∈ X tel que

f(yε) ≤ f(xε), d(xε, yε) ≤
1

k
, f(x) > f(yε)−kεd(x, yε), ∀x ∈ X\{yε}.

Deuxième partie: applications

1. Soit E un espace de Banach et f ∈ C1(E, R) minorée. Montrer que

pour tout ε > 0, il existe xε ∈ X tel que f(xε) ≤ infE f + ε et

‖f ′(xε)‖E′ ≤ √
ε.

2. Soit E un espace de Banach et f ∈ C1(E, R) telle qu’il existe a > 0 et

b ∈ R tels que f(x) ≥ a‖x‖ + b pour tout x ∈ E. Montrer que f ′(E)
est dense dans aBE′.
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Troisième partie: théorème de Bishop-Phelps

Soit E un espace de Banach, C une partie convexe fermée et bornée non

vide de E et f ∈ E ′. Soit enfin ε > 0, on déduit de la première partie qu’il

existe x0 ∈ C tel que

f(x) ≥ f(x0) − ε‖x − x0‖, ∀x ∈ C.

On définit

C1 := {(x, t) ∈ E×R, : t ≤ f(x0)−ε‖x−x0‖}, C2 := {(x, t) ∈ C×R : t ≥ f(x)}.

1. Montrer que si E est réflexif alors f atteint son supremum sur C.

2. Trouver une forme linéaire sur C([0, 1]) n’atteignant pas son supre-

mum sur BC([0,1]).

3. Montrer que C1 et C2 sont convexes et que l’intérieur de C1 est disjoint

de C2.

4. Montrer qu’il existe g ∈ E ′ tel que ‖g‖ ≤ ε et f + g atteint son supre-

mum sur C en x0.

5. En déduire que l’ensemble des formes linéaires continues sur E qui

atteignent leur supremum sur C est dense dans E ′.

Exercice 2 Soit I une partie finie de N
d, {aα}α∈I des réels non tous nuls

et u ∈ E ′(Rd) tel que
∑

aα∂αu = 0 dans D′(Rd) montrer que u = 0.

Exercice 3 Soit E un espace de Banach et T un endomorphisme continu de

E, on dit que T est séquentiellement compact si et seulement si l’image par

T de toute suite faiblement convergente dans E est fortement convergente.

1. Soit E un espace de Banach réflexif et T un endomorphisme continu

de E séquentiellement compact. Montrer que T est compact.

2. Trouver un contre-exemple dans le cas non réflexif.
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