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Exercice 1 Injections de Sobolev H®

1. Ezxpliquer pourquoi H*(R?) = L*(RY), HY(R?) = {u € L? : Vu € L?}.
Donner de méme une interprétation de H™(R?) pour m € N.

Soit s € [0,d/2[. On souhaite démontrer que H*(RY) C L7% (RY)
(avec injection continue). Etant donné u € S(R?) et A > 0, on note

u114 = f_l(lB(OA)ﬂ), et ui = f_l(lB(O,A)CQAL).

2. Montrer que :

l|lull?, :p/O Nlydx o u(z)] > AYdX (u : mesure de Lebesgue sur RY).

3. Montrer que |[uly|| e~ < CAY2=5|u
A2} =0, ot Ay = (A/2C|u|

we- En déduire que p{z  |u}y (x)] >

1
Hs) 7275, et enfin que :

lull2, < p / N lda c i, (2)] > A2}

4. Montrer que Np{x : |u (z)| > N/2} < 4||u? |32 et conclure.

5. On suppose maintenant que s €]d/2,d/2 + 1[. Montrer que pour tout
a€[0,1] et z,y,&:

| — M) < 2z — y|Ig["

En déduire que pour tout o €]0,s — d/2], il existe C(a) tel que :

Vo yerd, @ ZuW_ oo

lz—yl©

HS.

Conclure que H*(R?) s’injecte contindment dans C*(R?), ensemble des
fonctions a-Holderiennes bornées.



Exercice 2 FEspaces en dualité. Soit E et F' deur R-ev et soit a une forme
bilinéaire sur E x F séparante c’est a dire que si x € E vérifie a(z,y) = 0
pour tout y € F alors v =0 et si y € F vérifie a(x,y) = 0 pour tout v € E
alors y = 0. On munit E de la topologie d’evtlc définie par la famille de
semi-normes (py)yer avec py(x) ;= |a(z,y)|, pour tout (x,y) € EXF. Soit f
une forme linéaire sur E, continue pour la topologie définie précédemment.
Montrer qu’il existe un unique y € F tel que f = a(.,y).

Exercice 3 Bases de Schauder. Soit (E,||.||) un espace de Banach, on dit
que la famille {e,, n € N} est une base de Schauder de E, si pour tout
x € E il existe une unique suite de réels (x,), telle que x =~ xne, (en
particulier, la série converge!). On suppose désormais que E posséde une
base de Schauder {e,}nen et pour x € E, x =) x,e, et N € N, on pose

Py(x) = YL ten et |lz]l1 = supy || Pyz].
1. Montrer que ||.||1 est une norme équivalente a ||.||.
2. Montrer que chaque Py est linéaire et continu et que sup || Py|| < 400.
3. Soit T € K(FE), montrer que T' est limite d’opérateurs de rang fini.
Exercice 4 Résoudre I’équation
Au+u=0

dans S'(R?). Montrer que toutes ses solutions sont de classe C*. En existe-il
de non triviales qui soitent a support compact?



