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1. Les questions suivantes sont indépendantes.

(a) SoitV un espace vectoriel de dimension finie sur un carpg V"~ — k une appli-
cation(n — 1)-linéaire alternée. Montrer quesi, ..., x, € V sonttelsque;; A---Ax, =0
alors:

j=n
S (=1 fwr, . Ty a) 2 =0
j=1
('expressionz; signifie quex; a été omis).
_[Erreur dans I'énoncé : La question avait été posée avec I'expression sans,lsoit :
=D f(a, T, a,) = 0]

(b) Soitu un endomorphisme d’'un espace vectolietle dimension finie:, de matriceX
dans une base fixée die Sip estun entiet <p <n-—1etH, Rdes partiesdél,...,n}ap
éléments, on désigne pary ; la matrice extraite d& ou I'on a gardé les lignes indexées par
H et les colonnes indexées parOn désigne pakl’ et R’ les parties complémentaires feet
Rdans{1,...,n}.Onnote enfipy i = (—1)¥, olv estle nombre de couplés j) € H x H’
tels quer > j.

On fixe une partiéd ap éléments comme ci-dessus. Montrer que :

det(X) = PH,H' ZPR’R/ det(XR,H) det(XR/,H/)
ou la somme est étendue a toutes les partjedl@ments.

2. Soitp un nombre premier € € Q[X] un polyndme irréductible de degséyant2 racines
complexes conjuguées, x, etp — 2 racines réellesys, ..., x,. On noteK = Q(z1,...,z,)
le corps engendré par les racinesiidansC, et on identifieGal(K/Q) a un sous-groupe du
groupe des permutatiors, .

(a) Montrer que la permutation= (12) appartient &al(K/Q).

(b) Montrer queGal(K/Q) contient urp-cycleo.

(c) Que vauGal(K/Q) ?

(d) Application : P(X) = X — 6X + 3.

3. SoitE C F' une extension finie séparablg,C K sa cléture galoisienne.

(a) Montrer que le nombre dé-morphismes dé" versK estn = [F': E].

(b) Soientr;=id, 7, ...,n, ces morphismes. Montrer que des éléments. ., u, de F’
forment une base dE sur E si et seulement slet(n;(u;)) # 0.

4. Soit £/ un sous-corps du corf® des nombres réels. On appelle extension radicale réelle
de E une extension radicale de contenue dang.

(a) SoitE C F une extension galoisienne finie, avBcC R. Soita € R tel quea’ € E,
ou N > 2 estun entier.

(i) Soitm = [E(a) : E(a) N F] et = ™. Montrer ques appartient & («) N F'; en
déduire que E(3) = E(a)NF'. (On pourra considérer le polyndme minimaldsur £(a) N F
et s'intéresser au terme constant de celui-ci.)

(i) Montrer que le degréE (/) : E] vaut1 ou 2 (on pourra observer qu’'une certaine
puissance dg appartient &).

(b) Soit E C F une extension galoisienne finie, avEcC R. Soit £ C K une extension
radicale réelle. Montrer qug< N F' : E] est une puissance de (On pourra procéder par
récurrence, en introduisant une extension radicale élémerffaire L, et en considérant les
extensiond. C FLetL C K.)
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(c) SoitP € Q[X] un polyndéme irréductible de degredont toutes les racines sont réelles.
On suppose que I'une des racinede P est dans une extension radicale réellédé/ontrer
guen est une puissance de



