
TD Algèbre II (2005–2006) Partiel 2006-03-28 / page 1

1. Les questions suivantes sont indépendantes.
(a) SoitV un espace vectoriel de dimension finie sur un corpsk, f : V n−1 → k une appli-

cation(n− 1)-linéaire alternée. Montrer que six1, . . . , xn ∈ V sont tels quex1 ∧ · · · ∧ xn = 0
alors :

j=n∑
j=1

(−1)jf(x1, . . . , x̂j, . . . , xn) xj = 0

(l’expressionx̂j signifie quexj a été omis).
[Erreur dans l’énoncé : La question avait été posée avec l’expression sans lexj, soit :∑j=n

j=1 (−1)jf(x1, . . . , x̂j, . . . , xn) = 0.]
(b) Soitu un endomorphisme d’un espace vectorielV de dimension finien, de matriceX

dans une base fixée deV . Sip est un entier1 ≤ p ≤ n−1 etH, R des parties de{1, . . . , n} àp
éléments, on désigne parXH,R la matrice extraite deX où l’on a gardé les lignes indexées par
H et les colonnes indexées parR. On désigne parH ′ etR′ les parties complémentaires deH et
R dans{1, . . . , n}. On note enfinρH,H′ = (−1)ν , oùν est le nombre de couples(i, j) ∈ H×H ′

tels quei > j.
On fixe une partieH àp éléments comme ci-dessus. Montrer que :

det(X) = ρH,H′
∑

ρR,R′ det(XR,H) det(XR′,H′)

où la somme est étendue à toutes les parties àp éléments.

2. Soitp un nombre premier etP ∈ Q[X] un polynôme irréductible de degrép ayant2 racines
complexes conjuguéesx1, x2 et p − 2 racines réelles,x3, . . . , xp. On noteK = Q(x1, . . . , xp)
le corps engendré par les racines deP dansC, et on identifieGal(K/Q) à un sous-groupe du
groupe des permutationsSp.

(a) Montrer que la permutationτ = (12) appartient àGal(K/Q).
(b) Montrer queGal(K/Q) contient unp-cycleσ.
(c) Que vautGal(K/Q) ?
(d) Application :P (X) = X5 − 6X + 3.

3. SoitE ⊆ F une extension finie séparable,E ⊆ K sa clôture galoisienne.
(a) Montrer que le nombre deE-morphismes deF versK estn = [F : E].
(b) Soientη1= id, η2, . . . , ηn ces morphismes. Montrer que des élémentsu1, . . . , un deF

forment une base deF surE si et seulement sidet(ηi(uj)) 6= 0.

4. Soit E un sous-corps du corpsR des nombres réels. On appelle extension radicale réelle
deE une extension radicale deE contenue dansR.

(a) SoitE ⊆ F une extension galoisienne finie, avecF ⊆ R. Soitα ∈ R tel queαN ∈ E,
oùN ≥ 2 est un entier.

(i) Soit m = [E(α) : E(α) ∩ F ] et β = αm. Montrer queβ appartient àE(α) ∩ F ; en
déduire que :E(β) = E(α)∩F . (On pourra considérer le polynôme minimal deα surE(α)∩F
et s’intéresser au terme constant de celui-ci.)

(ii) Montrer que le degré[E(β) : E] vaut 1 ou 2 (on pourra observer qu’une certaine
puissance deβ appartient àE).

(b) SoitE ⊆ F une extension galoisienne finie, avecF ⊆ R. SoitE ⊆ K une extension
radicale réelle. Montrer que[K ∩ F : E] est une puissance de2. (On pourra procéder par
récurrence, en introduisant une extension radicale élémentaireE ⊆ L, et en considérant les
extensionsL ⊆ FL etL ⊆ K.)
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(c) SoitP ∈ Q[X] un polynôme irréductible de degrén, dont toutes les racines sont réelles.
On suppose que l’une des racinesα deP est dans une extension radicale réelle deQ. Montrer
quen est une puissance de2.


