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EXAMEN PARTIEL DU 5 DECEMBRE 2011

“Intégration & Probabilités”

120 minutes ; sans documents ni calculatrice

Notations : Pourx € R? etr >0 : B(x, r) = boule ouverte centrée a x, de rayon r.

On admet : Soient (v;,i € T) C RY et (1,7 € T) CJ0, oof, ot T est un en-
semble non vide. Soit G := UjerB(x;, 1;). Pour tout a €0, AN(G)[, il existe un sous-
ensemble fini Ty C T tel que B(x;, 1;), © € Ty, soient (deuz-a-deux) disjointes, et que
>ier M(B(xi, 13)) > &, ol d > 1 est la dimension de R,

Rappels : o Pour 1 < p < oo, C*(R%) C LP(R?, B(RY), \) est dense.

o feC®RY), ge LY (R, B(RY), \) = fx*ge C°RY).

e (©,) approzimation de la mesure de Dirac &y, f fonction continue sur RY =

on x f— f uniformément sur tout compact.

e 3 (1,) C C.(RY) tel que 0 < 1/1” <1, Vn, et que ¥, 11 (n — o0) simplement.
o (transformée de Fourier) [i(§) := [p. € p(dx) pour p mesure finie sur (R%, 2(R?)).
e (transformée de Fourier) f( = Jaa ’fl’ z)dx pour f € fl(Rd BRY), N).

o (formule d’inversion) f € .,Sfl(Rd, %’(Rd), )\) = flx) = W Jpae " Fe) de.

EXERCICE I (3 points). Soit (E, <7, u) un espace mesuré. On se donne des fonctions

mesurables f, g, fi, g1, f2, g2, -+ telles que f, = f p.p., gn — g PP, Y, [ful < ga
p.p., et que [ g,dp — [gdp < oo (lorsque n — 0o). Montrer que [ f,du — [ fdpu.

EXERCICE II (10 points). Soit h € £} (R, Z(R?), \) (intégrable et positive). Soit

— 1
h(x —supi/ h(y) dy, r € R
( ) r>0 )‘(B(:Ea T)) B(z,r) ( )



(i) Montrer que pour tout réel b > 0,

1
/ 1ip@)spy do < 6/ h(z) dz.
R4 R4

(ii) Montrer que h est une fonction mesurable & valeurs dans [0, oo].

(iii) Montrer que pour tout réel b > 0,

3d
(iv) On se donne f € ZHR4, B(R?), \), et g € C.(R?) (fonction continue sur R? &

support compact). Montrer que pour tout x € Rd,

. 1 _
lmsup /() ~ 5z / L0 ay| < Ti(a) + (),

r—0
ou h := |f - g‘ € g—i(Rd7 ‘%<Rd)7 )\)
(v) Montrer que

. 1
Bl Jo (O =) A

(vi) Montrer que

. 1
ity S /B VW@l =0 A

Exercice III (7 points). Soient p, gy, po, - -+, des mesures finies sur (R%, Z(R%)). On
suppose que fi,(€) = fi(€), ¥ € R,
Question A. Soit f € C>*(RY) (de classe C* & support compact).
(A1) Montrer que f € Z' (R, B(R%), ).
(A2) Montrer que [p, fdpy — Jpa fdp, n — oo.
Question B. Soit g € C.(R?) (continue & support compact).

(B1) Soit (¢,) une approximation de & telle que o, € C>*°(R?), Vn. Montrer que
on % g — g dans L®(R?, B(RY), N).

(B2) Montrer que [p, gdpin = [pa gdp, n — oo.
Question C. Soit h : R? — R continue et bornée. Montrer que [p, hdu, — [ou hdp,

n — oQ.

- fin -



