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Notations : Pour x ∈ R
d et r > 0 : B(x, r) = boule ouverte centrée à x, de rayon r.

On admet : Soient (xi, i ∈ T ) ⊂ R
d et (ri, i ∈ T ) ⊂ ]0, ∞[ , où T est un en-

semble non vide. Soit G := ∪i∈TB(xi, ri). Pour tout a ∈ ]0, λ(G)[ , il existe un sous-

ensemble fini T0 ⊂ T tel que B(xi, ri), i ∈ T0, soient (deux-à-deux) disjointes, et que
∑

i∈T0
λ(B(xi, ri)) >

a
3d
, où d ≥ 1 est la dimension de R

d.

Rappels : • Pour 1 ≤ p <∞, C∞
c (Rd) ⊂ Lp(Rd, B(Rd), λ) est dense.

• f ∈ C∞
c (Rd), g ∈ L 1(Rd, B(Rd), λ) ⇒ f ∗ g ∈ C∞(Rd).

• (ϕn) approximation de la mesure de Dirac δ0, f fonction continue sur R
d ⇒

ϕn ∗ f → f uniformément sur tout compact.

• ∃ (ψn) ⊂ Cc(R
d) tel que 0 ≤ ψn ≤ 1, ∀n, et que ψn ↑ 1 (n→ ∞) simplement.

• (transformée de Fourier) µ̂(ξ) :=
∫
Rd e

iξ·x µ(dx) pour µ mesure finie sur (Rd, B(Rd)).

• (transformée de Fourier) f̂(ξ) :=
∫
Rd e

iξ·x f(x) dx pour f ∈ L 1(Rd, B(Rd), λ).

• (formule d’inversion) f̂ ∈ L 1(Rd, B(Rd), λ) ⇒ f(x) = 1
(2π)d

∫
Rd e

−iξ·x f̂(ξ) dξ.

EXERCICE I (3 points). Soit (E, A , µ) un espace mesuré. On se donne des fonctions

mesurables f , g, f1, g1, f2, g2, · · · telles que fn → f p.p., gn → g p.p., ∀n, |fn| ≤ gn

p.p., et que
∫
gn dµ→

∫
g dµ <∞ (lorsque n→ ∞). Montrer que

∫
fn dµ →

∫
f dµ.

EXERCICE II (10 points). Soit h ∈ L 1
+(R

d, B(Rd), λ) (intégrable et positive). Soit

h(x) := sup
r>0

1

λ(B(x, r))

∫

B(x, r)

h(y) dy, x ∈ R
d.
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(i) Montrer que pour tout réel b > 0,
∫

Rd

1{h(x)>b} dx ≤
1

b

∫

Rd

h(x) dx.

(ii) Montrer que h est une fonction mesurable à valeurs dans [0, ∞].

(iii) Montrer que pour tout réel b > 0,
∫

Rd

1{h(x)>b} dx ≤
3d

b

∫

Rd

h(x) dx.

(iv) On se donne f ∈ L 1(Rd, B(Rd), λ), et g ∈ Cc(R
d) (fonction continue sur Rd à

support compact). Montrer que pour tout x ∈ R
d,

lim sup
r→0

∣∣∣f(x)− 1

λ(B(x, r))

∫

B(x, r)

f(y) dy
∣∣∣ ≤ h(x) + h(x),

où h := |f − g| ∈ L
1
+(R

d, B(Rd), λ).

(v) Montrer que

lim
r→0

1

λ(B(x, r))

∫

B(x, r)

f(y) dy = f(x), λ(dx)-p.p.

(vi) Montrer que

lim
r→0

1

λ(B(x, r))

∫

B(x, r)

|f(y)− f(x)| dy = 0, λ(dx)-p.p.

Exercice III (7 points). Soient µ, µ1, µ2, · · ·, des mesures finies sur (Rd, B(Rd)). On

suppose que µ̂n(ξ) → µ̂(ξ), ∀ξ ∈ R
d.

Question A. Soit f ∈ C∞
c (Rd) (de classe C∞ à support compact).

(A1) Montrer que f̂ ∈ L 1(Rd, B(Rd), λ).

(A2) Montrer que
∫
Rd f dµn →

∫
Rd f dµ, n→ ∞.

Question B. Soit g ∈ Cc(R
d) (continue à support compact).

(B1) Soit (ϕn) une approximation de δ0 telle que ϕn ∈ C∞
c (Rd), ∀n. Montrer que

ϕn ∗ g → g dans L∞(Rd, B(Rd), λ).

(B2) Montrer que
∫
Rd g dµn →

∫
Rd g dµ, n→ ∞.

Question C. Soit h : R
d → R continue et bornée. Montrer que

∫
Rd h dµn →

∫
Rd h dµ,

n→ ∞.

- fin -
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