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Introduction

Le modéle des partitions planes est un modeéle classique de combinatoire. Elle est en effet la généra-
lisation naturelle des partitions d’entiers, et présente une jolie bijection avec les modéles de diméres sur
les réseaux hexagonaux.

Nous présentons dans cette article deux résultats importants sur les partitions planes, & savoir 'ex-
pression de leur fonction génératrice et le théoréme de convergence asymptotique de leur forme.

Dans un premier temps, nous ferons un comptage bijectif des partitions planes par les diagrammes de
croissance (cf. [4] et [1]) pour calculer la fonction génératrice. Cette approche, purement combinatoire,
ouvre une piste pour créer un algorithme engendrant des partitions planes de maniére aléatoire selon la
probabilité uniforme.

Le reste de ’exposée sera consacré & la méthode d’Okounkov et Reshetikhin présentée dans 'ar-
ticle [3]. Ces derniers ont utilisé ’espace fermionique, introduit par les physiciens, et développé a des fins
combinatoires par 1’école de Tokyo. Ils I’exploitent pour étudier le comportement des partitions planes
avec des probabilités plus générales que la loi uniforme : les probabilités des processus de Schur. Nous
détaillerons ici une partie de leurs travaux. Nous utiliserons principalement ’exemple du processus de
Schur qui correspond & la loi uniforme pour retrouver la série génératrice calculée en premiére partie et
trouver une fonction de corrélation permettant d’obtenir des résultats asymptotiques spectaculaires sur
le volume et la forme des partitions planes lorsque leur taille tend vers l'infini.
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1 Série génératrice des partitions planes

1.1 Partitions, partitions planes

Définition 1. Une partition \ est une suite décroissante d’entiers naturels, tous nuls a partir d’un certain
rang :

A=A 2> .2 = 1 =...=0)
On définit la taille de la partition A par : |A| = I:i An, cette somme étant finie.

Par exemple, A = (6,1,0,...,0,...) est une partition de 7. On représente cette partition sous forme
d’histogramme comme suit :

Al A2 Az A\

FIGURE 1 — Représentation de la partition A = (6, 1)

La fonction génératrice des partitions

—+o0
Zap (q) = Z anq"
n=0

ol a, désigne le nombre de partitions de taille n vérifie alors la proposition suivante :

Proposition 1.
400 1

Zsp(q) = H

n=1

1—qm
Démonstration. En développant (dans ’anneau des séries formelles), la formule ci-dessus se réécrit

+o00 +o00

Zla) = T[>0

n=1 k=0

On développe le produit infini et on regroupe tous les termes qui correspondent & une méme puissance
de q (les k, sont donc tous nuls & partir d’un certain rang), ce qui donne

+oo

Zop(q) = Z Z gL katpxhy

n=0 Ixki+4...4+pxkp=n
Cette expression correspond bien a la fonction génératrice des partitions. O

Définition 2. Une partition plane I1 = (II; ;); jen- est une matrice bidimensionnelle infinie d’entiers
positifs, décroissante le long de chaque ligne et le long de chaque colonne, et telle que la taille de 11, a
savoir |II] = 3, ;11; ;, soit finie.



Par exemple, la partition ci-dessous est plane : II =

— =N W

On représente chaque partition plane II par la suite {A(¢)
diagonale.

Dans I’exemple de partition plane II ci-dessus, on aurait alors A(—2) = (1), A(=1) = (2), A(0) = (3,1),
A(1) = (1), A(2) = (1), les autres A(t) étant vides.

On peut dessiner une partition plane II en trois dimensions, ou le nombre de cubes a la coordonnée (x, y)
est II, ,, comme dans ’exemple ci-dessous :

tez, O A(t) = (TL; 444 ) i>max(1,1—¢) €st la ¢7ome

Y

FIGURE 2 — Représentation de la partition plane II

Définition 3. Si A et p sont deux partitions, on dit que \ et p sont entrelacées, et on note \ = u, si
Remarque 1. Une partition I1 est plane si et seulement si le processus de Schur correspondant {\(t)}
vérifie

C=A(=n) < =A== A0) = AL =LA () -

On va maintenant s’intéresser a la fonction génératrice des partitions planes.

1.2 Comptage bijectif des partitions planes par les diagrammes de croissance

Proposition 2. La fonction génératrice des partitions planes
+o00
Zsp(q) = Z ang"
n=0
ol a, désigne le nombre de partitions planes de taille n vaut

00 1
Zsp(q) = H (Yo

Démonstration. Soient A et p deux partitions.
On va commencer par construire une bijection entre

Nx {vjy <\ v =<p}et {V|v =\ = puh (1)

Soit k£ € N, et v une partition inférieure a la fois & X\ et & p.
Pour illustrer la construction, nous considérerons ’exemple A = (6,1), u = (5,2), v = (4,1), k = 2.



On définit v’ par :
o V] =k + max(\, 1)

o vy — max(Apy1, fng1) = min(Ay,, fin) — vp, ce qui correspond a une symétrie (cf illustration

ci-dessous)

Dans ’exemple ci-dessus, le v/ correspondant & k = 2 est v/ = (8,3) :

On écrit alors

Remarquons que I'on peut retrouver v et k a partir de v/, \ et p par une construction similaire a celle de
V" apartir de v et k. Plus précisément, k = v{ —max (A, 1) et min(A,, pin) = = v, 1 —max(Ap41, fng1)-

On appelle grille d’entiers une matrice carrée, représentée penchée, d’entiers naturels non tous nuls
sur les deux bords du dessous. Par exemple,

FIGURE 4 — Une grille d’entiers



Gréce a cette bijection, explicitons maintenant une bijection entre les partitions planes et les grilles
d’entiers.
La construction de la partition plane & partir de la grille d’entiers se fait naturellement par constructions
successives de v/ en partant de la partition vide (telle que A(¢) = @ pour tout ¢ dans Z), comme l'illustre
I’exemple suivant :

Par construction de v/, si I’on suit le bord haut de la matrice, on obtient bien une suite de partitions
d’abord vides, puis croissantes jusqu’au sommet le plus haut (qui correspond donc a A(0)), puis décrois-
santes, puis vides. Cela représente donc bien une partition plane.

Dans le sens inverse, si ’'on a une partition plane {A(¢)}, soit n = max{|t|, \(t) # 0} + 1. On peut alors
former une grille n x n centrée autour de ¢ = 0. On construit alors la grille par constructions successives
des couples (v, k) a partir des v/, comme l’illustre ’exemple suivant :

On remarquera en particulier que le fait que A(—2) ou A(2) soit non vide est équivalent au fait que
les deux bords du bas de la grille d’entiers soient non tous nuls.

Voici un exemple de construction (au-dessus de chaque sommet est indiquée la partition correspon-
dante) :

Cherchons maintenant comment retrouver la taille d’une partition plane sur la grille d’entiers associée.
Tout d’abord, par construction, si v/ est créée a partir de v, k, A et u, alors

k o+ [min(A, p)] = [v] =[] = [max(A, p)



avec min(\, pt), = min(Ay,, 1) (resp. max(\, p), = max(A\p, fin))-
Ce qui revient a
kA A+ [l = v+ V).

Si on somme alors le long d’une ligne entiére (ou d’une colonne entiére), alors on obtient une somme
télescopique, et comme ()| = 0, on a alors

AG =Dl = A& = ZGi,j

et

(=@ = D) = [M=0)| = ZG“’

ou G est la grille d’entiers associée a {A(t)}.

Par conséquent, pour obtenir la taille de {\(¢)}, il suffit de sommer une fois le G1 1 (pour A(0)), deux
fois G1,2 [resp. Ga,1] (pour A(0) et A(1) [resp. A(0) et A(—1)]), trois fois G1 3, G22 et G31, etc.
On a alors, si G est une grille n x n,

2n—1 k

A = D kGiksai

k=1 =1

Cette somme correspond & un terme devant la puissance |[{\(¢)}|*™® du produit de tous les dévelop-
pements en série entiére dans les cases ci-dessous :

Les limites de la grille correspondant & {A(¢)} forment le plus petit carré contenant toutes les cases
ou l'on ne prend pas les termes k = 0 du développement en série entiére ZZ:(’Z g™ dans le terme corres-
pondant a {A(¢)}.

Si on somme sur tous les {A(¢)}, on obtient alors bien

+oo 1
Z3p(q) = H =g



Proposition 3. Le rayon de convergence de Zsp(q) = ::6 anq"™ vaut 1.

Démonstration. L’'injection {\(¢)} — {N'(¢)} ou

A 1 sit=0,i=1
N(t); = (0)1 + s% 0,i
A(t); sinon

montre directement qua (a,) est croissante et donc que la série Zsp diverge en ¢ = 1.
Pour l'autre sens, on utilise I'inégalité

(1—a)1-0)>1—a—0b,Va,be[0,1]

qui permet de minorer 1/Z3p.

Pour ¢q € [0, 1],
“+oo
1
_ 1— qn n
Z3p(q) n:l( )
N “+o0
> oo (i 3 o)
n=1 n=N+1
N N+1 N+1
q q
= H(l—q")"(l—N —2>.
et l-q¢ (-9
Le facteur (1 - N % — %) tend vers 1 lorsque N tend vers oo, donc est strictement positif pour
N assez grand. On obtient alors une minoration de 1/Z3p(¢) par un nombre strictement positif, donc
Z3n(q) converge. O

On définit maintenant une loi de probabilité sur I’ensemble des partitions planes qui soit proportion-
nelle 4 la taille de la partition.
Soit ¢ €]0; 1[. On pose alors
B g PO}

Zsp(q)

Gréace ala bijection partition plane/grille d’entiers précédente, il est alors facile de construire des partitions
planes suivant cette loi de probabilité. En effet, dans la case G;; de la grille, chaque entier £ a une
probabilité proportionnelle a ¢(*+i=1¥ d’apparaitre. La probabilité que {\(t)} apparaisse est, si G est
une grille n x n,

PHAM®)})

) e
P((A) = =

2 Probabilités des processus de Schur

Dans le but de trouver des propriétés asymptotiques des partitions planes dans la prochaine partie,
nous allons devoir généraliser notre étude précédente. Cette généralisation permet d’étudier les partitions
planes pour des probabilités non uniformes. Pour cela, nous allons introduire I’espace fermionique utilisé
en physique.

2.1 Espace fermionique

On note &, pour k € Z l'ensemble des sous-ensembles S = {s; > s3 > ...} de Z + % tels que
(Z— — 3)\ S et SN (Z4 + 3) sont finis et

card(S N (Zy + 3)) — card((Z— — 1)\ S) = k.



On note

Si S €&, on pose
Vg =81 ASaA...

ou A désigne le produit extérieur. L’espace fermionique (ou algébre extérieure infinie) est alors ’espace
vectoriel muni d’un produit scalaire (.,.) tel que (vs)see forment une base orthonormée.
Si A est une partition, on pose

vy = Vg, Ol Sy = {)\k —k+ %}k>0~

En particulier, vy = v, 1= f% A f% A

— 1 3

On note aussi, pour tout k € Z, vy = v
k+Z_7§

On appelle vy, le vecteur vide de charge k (on a : vy = vg). L’application (A +— Sy) est une bijection des
partitions vers . En effet, on a Sy N (Z4 + 3) et (Z_ — 3)\ Sy de méme taille correspondant au nombre
=(4,3,1,1)) :

de carrés grisés dans ’exemple ci-dessous (A

AM—1+1 Aa—2+4 1%
FIGURE 5 — Bijection (A — S))

2.2 Opérateurs fermioniques

On introduit les opérateurs fermioniques suivants, pour k € Z + %

Ypf=kNf

et ¢} leurs opérateurs adjoints

0 sinon.

ﬁf:{g sidg, f=EkNg

On a les relations suivantes (ou 1 désigne la fonction identité) :

. ~ Jus sikeS
Vibivs = {0 sinon
Yk + e = 1
e+ = 0sik#1

U+ U = Osik AL
Pour des besoins pratiques, on introduit les fonctions génératrices suivantes :

Y)= Y e, wtw) = D why

k€Z+% k€Z+%



2.3 Opérateurs bosoniques
On définit maintenant les opérateurs bosoniques pour n € Z* par
Qp = Z wk—n'(/JZ-
kez+i

qui a un élément vg associe la somme des éléments qu’on peut obtenir en remplacant un élément k de S
en k —n. On remarque que cette derniére somme est bien finie.

Proposition 4. Les opérateurs bosoniques vérifient la relation de commutation suivante :
O Oty — Qo Oy, = N6y, iy

Démonstration. On traite d’abord le cas m # —n.

A Oy, — O Oy = Zwkfn’lp;:wlfmwik - Zwlfm'l/]l*wkfnwz

k1l k,l

Les termes ou tous les opérateurs commutent (lorsque [ # k — n, k + m) s’annulent. On regroupe les
autres termes de la maniére ci-dessous :

= O = Y (ke Giefpm + Vhen ik n—m i) = O (ko Vh—n s + Vkmni—m W Vr—nty)

k k
= ) ki + Phtmon i Ok nCism—n)
k

= OV} Pk ®f: + Yk n Wk Chtm—n Vi )
k

En utilisant les relations de commutation on obtient

¢k—n¢/§¢k¢7§+m = wk—n(l - wkw2)¢;+m
wkrfaner + wkwl:erwkfan

wk+m*nwz+mwk*n¢z+mfn = wk*nwz+mfn¢k+m*nwz+m + ¢Z+mwk7n~

Finalement on obtient bien

Qn Oy — Ay = 0 81 m # —n.

Traitons maintenant le cas m = —n.
De meéme, les termes ol tous opérateurs anticommutent (lorsque I # k —n = k + m) s’annulent, donc

Ay — OO0y, = Z wk—nwzwl—mwl* - Z wl—mwl*wk:—nwz

k,l k,l
= > (bR iy — YRkt -
k

On remarque que

1 sik—meSetk¢s
(Ve VrVk—p — VxVp_pnr—np)vs = ¢ —1 sik—n¢ SetkeS

0 sinon.
La somme précédente contient n sommes télescopiques imbriquées.
Pour N aussi grand que l'on veut, on a

1
n—

2
QpO_p — _p Oty = V- Ny NV NV N — Vs NN UR-NYLy v + R,
1

k=3

10



ot R est une somme de termes comme précédemment pour |k| grand. Maintenant, si S appartient & &,
il existe IV suffisamment grand tel que Rvg = 0 et alors

(na_p — a_pay)vs = nug.
O

Définition 4. Si s = (sk)kez est une suite complexe indexée par Z (par convention sop =0), on définit

“+o0
T (s) = exp (Z smain> .

n=1

On remarque que I ((s,)) =T_((s-)) (car a’ = a_).
Remarquons que si m € Z, alors pour tout n strictement positif, a,v,, = 0. On en déduit donc
immédiatement que
Ty (8)vm = v
D’apreés la relation de commutation des oy, les I';. commutent entre eux et les I'_ aussi. 'y et I'_ vérifient
en outre la relation de commutation suivante :

Proposition 5. Si s = (sg)kez et s’ = (s},)kez sont des suites complezes indexées par Z, alors

~—

Ly(s)T—(s") = exp (Z ns;8n> I_ (T4 (s). (2

Démonstration. On observe d’abord comment «,, commute avec I'_ :

+o0o , o k
L (s) = an <Z W)

k=0
!/ /
+oo (Enl,...,nk Sny - SnpOnQn, - - .a_nk)
- Z k!

k=0

D’aprés la relation d’anticommutation des «,,, les seuls termes qui ne commutent pas avec o, sont lorsque
certains des n; sont égaux a n.

Or
k

—n’

k+1

_ k
In = a_panpal’, +na

QO

donc en itérant,
ana®tt = of o, 4+ (k4 1)nak.

—n

Par conséquent, si f est une série entiére, le commutateur o, f(a_,) — f(a—p)ay, vaut nf'(a_,). En
particulier,

+o0 k
’ o / 1 0 /
a,L_(s) = T_(sha,+n kZ:O W oa, ; S,

+oo k—1
1
— / / /
= T_(sha,+n Z Ek:sn <Z sma_m>
k=0 m

= T_(s')(an +ns),).

On en déduit

11



=
+
—
»
~—
K
N
I

+o00 k
(Z >, Sk—!nan) ) I_(s)

k=0

400 k
_ Z (Zns—nan) F,(Sl)

k!

k=0

+00 (annk S_py - S—nuQng .. .ank) ,
- k! -

k=0

+o0 / (an ,,,,, g S—ny - S—ny (Qny + nish) ... (an, + nw%))
= r_(s") I

k=0 ’

I
—

_(s')exp (Z s_pn(an + n%))

n

= T_(s)['1(s)exp <Z ns_ns;1> :

I'; et I'_ vérifient de plus la propriété suivante :

Proposition 6. Si s = (sg)kez est une suite complexe indexée par Z, alors

Démonstration.

Or on déduit immeédiatement des définitions de «, et de 1 les deux relations de commutation suivantes :

et

Iy (s)¢(2) = exp (Z S:Fnzi") P(2)l+(s)

n>1

P ()07 (2) = (exp (Z ;)) U (Ta(5)

Ti(s)v(z) = exp (Zs na+n> ¥(z
+oo
- (=)

+oo( T yeees Tk 3—n1~-~3—nkan1---ank>

oy e T v(e)
k=0

ant(z) = Y(z)on = 2"Y(2)

apV*(2) — " (2)ay, = —w"Y*(w).

12



Donc

+oo
= ¢(Z) exXp (Z S,n(Zn + an))

n=1
= Y(z)exp Z S—pz" | T1(s).
n>1
Les autres relations découlent des propriétés de passage a 1’adjoint. O
Si il existe = tel que pour tout n > 1,
1
S_p = — Z xy
"i>o

Et alors
1

exp Z S_p2" | = H [ nz;oz"hn(x)

n>1 i>0

ol h, est le n®¢ polynéme symétrique homogéne complet

hn(l‘) = Z Tiq ov o T, -

0201 <...<in

L’existence d’un x vérifiant cette propriété n’est pas utile pour la suite, celle des h,,(z) provenant du fait
que h,, est une base des polynomes.
On fait de méme avec les s,,, n > 1.

Les relations de la propriété précédente se réécrivent alors

Proposition 7. Pour tout n, on a

T thy = hgthnpel = =, T

keN

Iy = Z hithp— L'y =: 1/JTTF+
keN

YpT =T hythyy = T~

keN
T =Ty > gty =Tyt
keN

Remarquons au passage que
Y U =0sin > m.

2.4 Fonctions de Schur gauches

Proposition 8. Si (s, )nez et (Tk)ken+ sont deuz suites complezxes vérifiant pourn € N* s, = % ZZS x}

alors
(L= (8)v, va) = $a/u(®), (3)

ol sy, désigne la fonction de Schur gauche que nous définissons par

$x/u(®) = det(ha,—p;4-i ().

13



Notamment, si p n’est pas inclus dans A on a bien s/, = 0.

Démonstration. Pour n € Z_ assez petit, on peut écrire

vy = 1/})\171+%1/))\272+% A 1/)>\nin+%1}n et
’U“ = wul—l+%wu2—2+% T ’(/}/Ln—n-‘r%vn.

On remarque (hx,—,;+;—i(2))ijen est quasi unitriangulaire supérieure si bien que

det(hx, —p,+j—i(x)) = det(hx, —p;+i—i(T)) 1<ij<n) -

On a alors
C-m) = W eVt O b i d e )
_ * *
= (wun—n+% . .¢H1_1+%F,(s)@/}>\1_1+% .. 'wAn—n-s-%U"’ Up).

En passant I'_(s) a gauche et comme I'* (s)v,, = v,, on obtient

(Co($)vva) = (074w

1Y 1 1Un, Un)-
+35 pi—l+g5 A1ty

>\n_n+§

o

L’idée est que chaque ¥ va ajouter un facteur a v, et chaque ¥*~ va supprimer 'un d’eux. Il suffit donc
de calculer la somme sur les appariements des ¥*~ avec les ¥ qu’ils compensent. Plus rigoureusement, en
rappelant que 9*~ L 100 = 0, on obtient

H1— +2
*— — *—
= ... ... Uy U
(wun—m% wu2—2+%wm—1+%wh—1+% wkn—“% ntn)
*— *— ,—
= ... — +h o Up,y U
(wun—n—&-% w/t2—2+%( 12/1}‘1_1‘*‘%/(#/“—1-&-% >‘1+1_%—M1—1+% 'l/})\n_n+% w n)

n

= S (D) i @@ T @ R L Un, Vn),
P imh p.,,,—n—‘—% pe—2+5 A1ty Ai—ity An—ntg

ou le facteur surmonté d’un accent circonflexe n’apparait pas dans le produit. En procédant par récurrence
et en remarquant que la somme précédente correspond & une décomposition selon la premiére colonne du
déterminant, on peut conclure. O

2.5 Probabilités des processus de Schur

Soit ¢ une fonction holomorphe au voisinage du cercle unité, ne s’annulant pas sur le cercle unité, de
moyenne géométrique 1, telle que 'image du cercle unité soit d’indice nul par rapport & 0.

Remarque 2. Les fonctions ¢ qui nous intéresseront pour retrouver le cas de la mesure uniforme sont
$yplal(z) = (1 —az)™

et
$apla](z) = (1 —az"H) 7"

log(¢) est alors bien définie, holomorphe au voisinage du cercle unité, de moyenne nulle sur le cercle
unité, elle admet donc un développement en série de Laurent

log(¢) = Y log(¢)xz"  (avec log(¢)o = 0),

kEZ

On note alors

['+(¢) = T+ (log(d)r)-

14



¢ s’écrit alors ¢ = ¢t ¢, ol
+oo
¢t (2) = exp (Z log () 2" )
k=1
et

+00
6™ (2) = exp (j{jlog<¢>_kz—k>.

La proposition précédente se réécrit alors

(F— (¢)’UM7 'U)\) = 3A/u(¢+)7

avec
sa/n(@) = det(6f_, 4;_,(@) (4)

(de la méme fagon, en posant sy, (¢~) = det(¢y,_, 1 ;_;(x)), on a L'y (P)vy, va) = Su/(@7)).
En effet, les hy,(z) qui correspondant & s, = log(¢™),, c’est-a-dire qui vérifient

Z 2"hp () = exp Z sn2" |,

n>0 n>1

sont les ¢ car

D 2er =6 (2) =exp [ D _(log(¢h))nz"

n>0 n>1

Définition 5. On définit le poids de transition Sy par
S¢(ﬂ'a /\) = Z Sp/ll(d)i)sz\/u(dﬁk)'

Cette somme est bien finie car s,/, (¢~ )sx/,(¢T) est nulle dés que v & pu, A.
Par produit matriciel, on obtient

So(p, A) = (T ()T 4-(d)vps, va)-

On peut alors définir une famille de lois de probabilités plus générales que la loi uniforme de la

premiére partie & partir d’une suite de fonctions (¢[m])mez+ 1, vérifiant les propriétés données au début
2

de la partie, comme suit :
Définition 6. Soit ¢[m](z) =D, , ér[m]z*. On définit la probabilité d’une partition plane par
1
POON =5 TT SamO0m— DA+ 1),
m€Z+%

ol Z est la fonction de partition

Z=3I] Sepmm=3),Am+1)).

{A@®} meZJr%
Remarque 3. Dans le cas de la mesure uniforme, on pose, pour un certain q €]0; 1],

QS;'D [q‘m|]si m<0
dapla™]si m > 0.

¢sp[m] = {
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On remplace dans Z les termes Sy, (A(m — 3), A(m + 3)) par leur expression en fonction de I'y et
I_:

2= 5 T (-, 100 )-

OO mezy

Ce qui correspond au développement du produit matriciel infini suivant (v ) = vy pour |m)|

A (m-‘r%
assez grand) :

Z=| [ T-@m)ry(@[ml)vg,ve |,

mEZ—i—%

ou ﬁ indique que l'on fait le calcul en partant des indices les plus élevés du produit.
On utilise alors la relation de commutation de I'}. et I'_ trouvée précédemment

Iy (¢[me])T—(¢[m1]) = exp (Z n(log(¢[m1]))n(log(¢[m2]))—n> I (¢[mi])T4(dlma])

n

pour regrouper tous les I'y (¢[m]) ensemble & droite du produit. Ainsi, comme I'}v,, = v, pour tout
m € Z (et en particulier pour m = 0, qui correspond & v,, = vy), et comme I'* =T}, on obtient (les
grand m sont au départ & gauche du produit)

Z = exp ( > ) k(log ¢ma])(log ¢[m2])—k> :

mi<mz k
Remarque 4. Dans le cas particulier de ¢3p,

+o00 1

7 = —_ .
3D 71;[1 (1 — qn)n
En effet,
e sim <0,
190 im| ,\k
g™z
log(éanlm])() = 3 (L-2)
k=1
C
donc log(¢sp[m])r = “L5—=1r>0-
e sim >0,
“+o0
(gImh)k
log(éanlm])(z) = 3 4
k=1
(qhn\)k
donc log(¢sp[m])—x = 5" 1ir>o0.

16



Par conséquent,

q‘ mllk q|m2‘k

Z3p(q)

exp ZZ

ma, 7TL2:§

e ¥y

m17m2:§

q(ml-'rmz)k?

—+oo
= I exp(-logi—gm+m)
mi ,7n2=%
400 1

= 7’L1’1;{:; (1 o qm1+m2)
400 1

n=1

Remarque 5. ¢sp méne bien a la loi de probabilité uniforme utilisée dans la premiére partie.

Traitons d’abord le cas m < 0.

(¢sp[m]) = (¢3p[ml) et (¢3p[m]) =1

Or (¢4 [m])k = ¢"™ 150 =: hy, pour tout k donc commme en (4),

sx/u(@aplm]) = det((dap [ml)x, —p,+j—i) = det(ha, iy 45-4)-
On obtient alors

Proposition 9.
g™ A=) g < A

0 sinon.

S/\/H(QS;_D [m]) = {

Démonstration. hy,—p;+j—i = x)"?’“j*j*il{,\i,ujﬂ,izo} avec z = g™
On a la disjonction de cas suivante (lorsque 1'on a pas A > p, on prend le plus petit indice i tel que I'on
se retrouve dans une des deux derniéres configurations) :

e cas A >
Alors pour tout i, \j —p; +i—i>0et \jy1 —pi+i—1—1<0
Donc la matrice (hx,—,,4;—;) est triangulaire supérieure, et s/, (¢3p[m]) = [[; 2 comme
souhaité.

e cas Ji, \; <
Alors parmi les i premiéres colonnes de la matrice, les coefficients non nuls ne sont répartis que
dans les i — 1 premiéres lignes (le mineur (¢ — 1) x (¢ — 1) en haut & gauche est en fait triangulaire
supérieur), donc le déterminant est bien nul.

e cas o, \i+1 > 1
Alors, pour tout k > 1, p; > fiyk.
Donc si on pose § = \; — A;+1 + 1 > 1, alors pour tout k > 0,

Ni — ik +hk=0+XNig1 — pipr +k—1
et
At — vk +h =12 X1 —pi+ k=12 X1 —p; —12>0.

La matrice est donc de la forme :

17



i (i + k)

U S
i+1 | 0 g ghimseetheo

Les lignes (i) et (i + 1) étant proportionnelles avec un facteur z°

recherché est bien nul.

, on en déduit que le déterminant

O
De plus,
1sip=2A
0 sinon.

$x/u(B3plm]) = {

On en déduit que

S¢3D[m](/\(m - %)7)‘(m + %)) = S}\(m_,’_%)//\(m_%)((b;D[m])'

Pour m < 0, les relations sont inversées entre ¢7j, et dyp.
On obtient finalement

Am+3)<Am—13),m>0
ou
Am+3) = Am—3),m<0

1 1
m(|IA(m+3)|=[A(m=3)])
q 2 2 sl
Soapim(Am — 3),A\(m + 3)) =

0 sinon.

Par conséquent, les {A(¢)} qui ont une probabilité non nulle de se réaliser sont bien les partitions
planes, et si {\(t)} correspond matriciellement & II, la probabilité de {\(¢)} est proportionnelle a ¢/l
On retrouve donc bien la mesure uniforme.

Remarque 6. Dans le cas de ¢sp, la bijection (1) expliquée dans la premiére partie permet de trouver
une relation de commutation de ' et T'_ plus simple, sans passer par leur définition par les opérateurs
bosoniques, mais en utilisant uniquement comme définition la relation (3), 4 savoir

(F+(¢+ [a])vy, Uu) = 5A//L(¢3+D [m]).

Ainsi, on a
1

(6% [a]) T (6*[8]) = = aﬁF—(¢i[ﬁ])F+(¢i [a]),

ce qui permet de calculer Z3p plus directement.

En effet, par exemple pour ¢,

alM=lil i< X

0 sinon,

(T4 (¢T [e)or, vu) = sx/u(P3plm]) = {

donc montrer cette égalité revient & montrer, pour tous A, u,

(C (6 AP (0 [B)on, ) = =5 (O (67 (BT (6 aDon, ),
soit
Z alkl—\v/lﬁIV'\—\u\ :Z Z BIA=Ivl+k g lvI=lultk,
(20T k>0 v<pu,A

18



Remarquons qu’il suffit de trouver une bijection entre les couples (k,v),v < A, u, et les couples
V.,V = A i, telle que k,v et v/ vérifient de plus || + |u| + & = |v| + |v/'|, pour assurer l’existence de la
somme portant sur les v/, v/ = A, u, et ’égalité des deux membres (le deuxiéme membre étant de la forme
— 5 * (une somme finie)). Cette bijection est en fait la bijection (1) détaillée dans la premiere partie de
cet article.

On peut aussi montrer directement que

L4 (¢ [T (67 [8]) = T (67 [B])T+ (67 [a])-
L’expression
-
Z=| I T-@mhry(glml)vg, vy
m€Z+%
permet alors de retrouver immédiatement, en regroupant tous les termes I'; ensemble,

+o00 1

Zoio = =g

n=1

3 Fonctions de corrélation
Définition 7. Soit U = {u1,...,uy} CZ x (Z+ %) ot u; = (t;,x;) avec (t;) croissante.
p(U) =P(z; € Sxt,), Vi)

Proposition 10.
1
p(U) = — (Ruvg, vp),

Z
ou, st par convention on pose tg = —o0,
Ry = [ T-(lmTs(elm)) T] (v, [ T-(elm)Ty(dm)
m>t, 1<i<n t;—1<m<t;

Démonstration. On a

(Ruvg,vp) = > ( IT Sotmm = 3),Am + 3))

{A@®)} \m>tn
— —
I1 <(¢xi¢;ivx(n)avx(ti)) 11 5¢[m](A(m—§),>\(m+§))>>
1<i<n ti_1<m<t;
= Y ZPEAODL(wi € Sa,), Vi)
{x®)}
(Ruvg,vp)
Z = p(U).

Proposition 11. Si Ad(g) - h = ghg™!, on pose

U, (t) = Ad <H Ly (om) T] F(¢[m])_1> s

m>t m<t
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et Ui (t) de la méme fagon en remplagant ¥, par . On a alors

p(U) = <H W, ()W, (t:)vp, vm) :

Démonstration. Remarquons tout d’abord que ’on peut commuter les termes a I'intérieur de Ad. En effet
A(D{T) - ¢hy = Dy T, (T D)™ = 47Dy, (31T ) " = Ad(T_T) - i,

ol < est un nombre complexe non nul.
De plus, on a

ti—1<m<t;

I[I T-@m)re(om) = (H F—(¢[m])F+(¢[m])> ( II F—(¢[m])F+(¢[m])) :

Donc

Ry

1<i<n

I
/
—
&
°
=l
7:]
+
°
=l
~
— 1
<=
8
=
8 %
/
— 1
s
=l
7:]
By
S
=l
C/
/-~
— 1
&
°
=l
‘g
+
hSS
=l
~
|

= (Hrw[m])mw[m])) 11 Ad((H F+<¢[m}>r(¢>[m])> )wm;
= <HF_<¢[m]>F+<¢[mD> IT Ad ( II tetolmh ™ 1 F—(¢[m])1> 5,
m 1<i<n m<t; m<t;

Comme les I'y commutent entre eux et les I'_ aussi, on a donc

<HF(¢[m])F+(¢[m])> 11 Ad((Hn«b[m])) )@w

Ry

m 1<i<n m

= (Hr(qs[m])mw[mD) (Hm@b[m])) ( 11 W\If) <HP+(¢[m]>>.

1<i<n

En regroupant tous les ' & droite dans le facteur a gauche des ¥, cela revient au calcul de Z précédent,
donc comme les I'y commutent entre eux,

Ry=2 (Hr_wm])) ( 11 @\If) (Hmw{m])).

1<i<n

Comme I'{ vy = vy, on obtient le résultat voulu. O

3.1 Formule de Wick
Proposition 12. Formule de Wick Si

et



pour 1 <i<n,neN, alors
—
(HAiAfvwwm> = det(K (i, ])),

ou
(AiA;U(D»vQ))a (=
—(A;Aiv@m@), 1< J.

KA(Zv.]) = {

Démonstration. Montrons la proposition par récurrence. L’initialisation pour n = 1 est trivial. On pose

.

Ki; = E @i @,
k

JF _ *

Kl = ) aiaj,
k>0

K— _ *

i T di k@ k
k<0

+

A7 = gai,k¢k~
k=0

Remarquons que

et que l'on a les relations de commutation suivantes :

AAS = Kij — ATA;

AjA; = —AjA;.
Supposons par hypothése de récurrence la propriété vraie pour n — 1. On a alors
AnU@ = A;’U@
(Ay) vy = 0.

—

En utilisant les relations de commutation sur A,, puis A;", on obtient (la notation A; ... A; ... A, désigne
le fait que ’on prend tous les facteurs sauf A; dans le produit)

— n
[T4A4; = > KuidfAn 1. A7 AT — AL A, 1. AL ATA,
=1
AfAny . AMATAL = UK ATALAL AT LLAAT - ATAL AT
=1

En calculant le produit scalaire, on obtient alors

— n
(JTAiA;vp,00) = K, j(An Ay ... Af .. Afvg, vp).

i=1
Etudions un terme de la somme :
AiAy g AT LA = (Kpyg = A 1 AL) (K — AGAL A AL ALAS

= ()" A AL — Ko1)o (AAL — Kiin) A A AL AT
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En utilisant 'hypothése de récurrence, (—1)""H(A* A, _; ...

;ﬁ ... Afvg,vg) est égal au déterminant

- + + + +

Kiy —Ki; —Kiin —Ki —Ki,

- - + + +
Kioig 0 Kl —KiZ1 i o *Ki—Jrl,n—l 7Ki—+1,n

Kiq et B = Kiigr —Ki -Ki,

- - - - +
Kn—2,1 U Kn72,i71 Kn72,i+1 Kn—Q,n—l - Kn—2,n—1 _Kn—Q,n
Kn—l,l e anl,zfl anl,iJrl Kn—l,n—l Kn—l,n - Kn—l;"

Comme K;; — K; ; = —K;rj, ce déterminant correspond exactement au mineur de |K4(7,7)| obtenu en

retirant la derniére ligne et la i colonne. De 1a, > | K (AT Ay ... ;1\;‘ ... Afvp,vp) correspond a la
décomposition de |K 4(¢,j)| selon la derniére ligne et on trouve finalement

(T AsAzvo, v0) = det(Ka(i, ))-

Proposition 13. Si

D(t, 2) ,
’ [Lnee @ [m](z71)
ot m varie dans Z + %,
et si K est la fonction génératrice
AS
Ki(zw) = > ——K((t21), (t2,72))
r1,12€Z+%

telle que K corresponde au développement en série entiére de la fonction

V7w B(t1, 2)

Ko s(2,0) = 2z —w D(te, w)

sur les deuz domaines {|z| > |w|} N {t1 > t2} et {|z| < |w|} N {t1 < t2},
alors

p(U) = det(K (s, ) sy 0
o U; = (ti,l‘i).

Démonstration. On pose

m>t m<t

U(t,z) = Ad <H Ly (olm)) T] F(¢[m])_1> (),

ot 1 est la fonction génératrice 1(2) = 3 12" (de méme *(2) = Y ¢r27F).
Alors d’aprés les formules de commutation de ¢ avec I'y et I'_, & savoir

Ad (H ri<¢[m1>> () = 6F[ml (1 (2)

m>t

et

Ad (H rimm})) () = (BT Im)() e (2),

m>t
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U vérifie

et
(1, 2) = 81, 2) 19 (2)
De plus,
(D216 (w)ow, v9) = 22 51 [2] > Jul
z w
() e 1) = L i 2] < ful
Donc par exemple si t; > t5 et |z] > |w|,
. \/% <I>(t1,z)
Ktl,tz(sz) - z—w@(tg,w)
D(t ) *
— B e, w)
= (Wt )V (ta ), )

zZ*1 N
= > oz Yo (01) W5, (£2)v0, v
3817552624-%

z% .
- > ez (War (0) W5, (22)v0, v)-
11,12€Z+%

De meéme, sur le domaine {|z| < |w|} N {t; < t2}, on trouve

zZ*1 N
Ktl,tz(sz) = Z (—\:[112(152)\1/11 (tl)vﬂvv@)'

1 we
z1,02€2%+5

La formule de Wick méne alors au résultat.

3.2 Cas de la mesure uniforme et représentations des partitions planes

Dans le cas de la mesure uniforme, ®3p s’écrit

Hm>maw(077t)(1 - qmz_l)
Hm>max(0,t)(1 - qmz)

@3]:) (t, Z) =

Définition 8. On définit le dilogarithme quantique par

—+o0

(20)00 = [[(1 = q"2).

n=0

Alors i)
M Sit>0
it = | DA
(V37:9) 0o

Si IT est une partition plane, on fait le changement de variables suivant, :

sit<O.

NCN — S(I)CZx iz
(x,y,2) — (t,h):(y—x,z—%(x—l—y)).
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FIGURE 6 — Correspondance entre les coordonnées (z,y, z) et (¢, h)

L’exemple (Figure 6) montre la correspondance entre les deux représentations.
En particulier, ~
(t,h) € S(II) & h + |t]/2 € A(t)

On peut donc réécrire la propritété précédente sous la forme :
Proposition 14. Pour U = {(t;,h;)} € Z x 1Z, alors
P (U € &) = det(Ksp (s, 45)) s,

et la fonction génératrice K3p vérifie

1 1 ®3p(ty,z dwdz
KSD((t1>h1)7 (t27h2))(z>w) = N2 / / — BD( ! ) 1 1 9
(2mi)? Jzj=1te Jjwl=15e 2 — W Pap(t2, ) kit 5102l +1) y—ha— 5 (It2|-1)

ot intégrale double est bien définie au voisinage de ¢ = 0T, le signe du haut correspondant a t; >ty et
le signe du bas a t1 < ts.

Démonstration. Dans cette démonstration, on notera K pour Kzp, ® pour ®3p.
En les variables (t, k), le noyaux K s’écrit

h1+l\t1|
K4, (2,w) = Z %K((tl,hl)a (t2,h2)) = \/_ZTU ;)(5172))
hi€d +Z,hoe 2 +7 wha it 2 —w(t2,w
On applique deux fois le théoréme de Cauchy pour les séries de Laurent, d’abord en w, puis en z. Par
exemple, pour t; > to (Pautre cas se fait de fagon similaire), la fonction est définie pour |z| > |w| au
voisinage du cercle unité donc pour € > 0 assez petit, on peut appliquer le théoréme de Cauchy pour
lw| =1—¢€et|z]| =1+¢, ce qui donne

1 1 2w P(ty, 2 dwdz
Z Zh1+2‘t1|K((t1,h1)v(tQ’hZ)) = %/ \ﬁ (t1,2)
wl=1—e

1 b
z—w D(ta, w) w2 lt2l 1

hi€4+2
puis
1 v/ D(tq, dwd
K((tlvhl)v (tg,hz)) = 72/ - ( - Z) 1 e 1 :
(2im)2 Jzj=14e Jjw)=1—c 2 — W (t2,w) St gltl+l, —ha—Glta|+1
Ce qui méne bien au résultat. O

4 Comportement asymptotique

4.1 Convergence en volume

Le volume des partitions planes converge dans le sens suivant :
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Proposition 15. On pose r = —log(q). Alors r3|I1|, ou II est une partition plane, converge vers 2((3)
en probabilité lorsque r — 0% (i.e. ¢ — 17).

Démonstration.

1]
E(T) = S PO = 35 2 i

Donc si Zsp(q) =), anq", alors

> ang™n
E(I]) = =2——
=
4Z5n(9)
II
A= Z@
Z3p(q) est un produit infini positif ne s’annulant pas sur ]0, 1] et la série log(Zsp(q)) = > ,, —nlog(1—q")

est normalement convergente sur tout compact inclus dans ]0,1[ donc on peut calculer Zgggqg par la

méthode logarithmique :
= >

n>1 n,k>1

E(|T]) =

On peut intervertir les deux sommes grace & ’absolue convergence.
Or, pour tout k£ > 1,

Z n2 nk % “ Z nan-l-l _ Z nan:

n>1 n>1 n>1
et
1( d
nk  __ nk:+1 nk
> ngt = %\ dq -2.q
n>1 n>1 n>1
1/d g1 k
N /f(d ’“) 1—q>
- 1 1_q )+qu 1qk+1 qk
"k =7 ="
_ 1<k+1)q —¢* q’“—qz’“)
k (1—gk)? (1 —q*)?
(1—g")?
Donc
st = 3 (G (a) - atar)
— k)2 — k\2
= k \dg \ (1—q*) (1—q")
(k) + MR-
ok (1—gk)3 (1—gk)?
_ ¢+
(1—g*)?
Donc
" 1+q
E(|I1]) = Z
k>1
e—rk(1+e—rk)
E(|II]) = _—
(= 3“1
k>1
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Or

36(:(1+6):) — 2, 36(:9:(14-6):) — 0.
—e 7 =0 —e 7 T—>+-00
3e “(Ite ™)

donc la fonction z — x e est bornée par M sur R.
Donc en remplacant x par rk,

1
E(|11]) < Mk%:l T +00.

En passant a la limite (r — 07), par convergence dominée, on en déduit donc que

B(m) ~ 2@,
D’autre part
Var([ll)) = E(|I1*) — E(|11])? ,
_ Zg;(q) ZH:P(H”H'Q _ (ng(q) XH:P(H)HI)
_ Z?,;(q) zn:aanQ” - Zg%(q)‘z(qZéD(q))Q
= e aZin(0) — s 0 Zin (@)
= #@)2 (Zsp(9)9(¢Z3n(2)) — 4° Zn(9)?)
~ g5 B(N).

Un calcul similaire au précédent montre

Var(|II]) = O(r~*)
donc
Var(|II]) = o(r~ ).

Comme Var(r3|I1|) — 0, on a bien convergence en probabilité. O
r—0

Dans toute la suite, on sintéresse maintenant a la forme limite que prend II lorsque [II|] — +oo,
c’est-a-dire lorsque r — 0%, en normalisant IT par 3.
On considére donc, si U™ = {(t}, hl)} 1<i<n, pour 7 — 0, les coordonnées normalisées 7t et rh, en

supposant que les distances relatives entre les points
Aty =t — 1}, Ah;j = hi —h}
ne dépendent pas de r. On suppose alors

rt; — T, rh, — X, 1<i<n.
r—0+ S r—0t

Et on observe la forme locale que prend la limite IT lorsque r — 07 aux coordonnées (7, x) en analysant
le comportement de la fonction génératrice Ksp.
Sans restriction, par symétrie, on peut supposer pour la suite 7 > 0.
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4.2 Dilogarithme et dilogarithme quantique

Proposition 16. Nous avons ’équivalence suivante en r — 07 (on rappelle g =e™") :

1 [Fin(l—w) 1.
In(z¢)ee ~ r b | S dw=—r"tdilog(1l — 2),
n(z;q) o~ r /0 " w r~ dilog( z)
ot n
dilog(1 =Y <1
ilog(1—2) = ot |z] < 1.

Démonstration. L’égalité de droite s’obtient par un développement en série entiére et par une interversion
série/intégrale.

Montrons maintenant I’équivalence asymptotique. En utilisant une subdivision adaptée de [0; z], on
peut appliquer la convergence des sommes de Riemann

+oo —rn z
Z 111(1 —e " LZ) (e—T(n+1)Z _ e—TnZ) oy 111(1 — U}) dw.
— e~z r—0 0 w

De plus, on a convergence uniforme sur tout compact K C C\ [1; +oo[ (qui est le domaine de définition
du dilogarithme) car la valeur absolue de la différence a la limite est majorée comme suit :

: IH(]. B U}) = ln(l B efrnz) —r(n+1) —rn < 1 = —r(n+1) —rn\2| .12
- wa—;}w(e z—e ""z) 70}(5712220(6 —e ™M) |2),

ou Ck est une constante dépendant du maximum de la dérivée de 'intégrande sur un compact dépendant
de K. Or

io 111(1 — efrnz) ( —r(n+1) —rn _ —r 1 +Ool 1 —rn
o, (€ z—e ™Mz) = (e"-1) Z n(l—e"z)
n=0 n=0
= (e7" = 1)In(z;9q) oo,
et (e7" —1) ~ —r, d’ou l’équivalent souhaité. O

4.3 Forme asymptotique des partitions planes

Le facteur suivant de 'intégrande de Ksp pour t; > 0 vérifie

Psp(t
i (009 g 57— ()

Zh1+7‘t12‘+1

et est donc équivalent lorsque r tend positivement vers 0 &
1
Z9(x2:
SS(z7x),
ou S(z;7,x) est défini par
S(z;1,x) = —(7/2 + x) Inz — dilog(1 — 1/2) + dilog(1 — e~ " 2).

Comme le dilogarithme est analytique sur C\ [1; +00], S est analytique sur C\ ([0; 1]U[e™; +oo[ U e R )
ol # dépend du logarithme choisi, on obtient alors la convergence sur tout compact

<I>3D(t1,z) 1
1 — S(z;71,x) — S(w;T,x).
rn (cbgD(tz,w) =R IE e (27,X) = S(wiT,x)
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Nous allons maintenant appliquer la méthode du point selle & la fonction S(.;7,x). Pour cela nous

devons trouver ses points critiques. En remarquant que dilog’(1 — z) = —In(1 — 2)/z, on a
d 1 .
$S(Z;T,X):;(—T/Q—X—ln((l—l/z)(l—e z)))

Les points critiques de S(.; 7, x) sont donc les racines du polynome
27X (1=1/2)1—e T2)) =e /2 [677-/222 +eX—e2 e/ 4 €T/2:| .

Le signe du déterminant vérifie

A<0 & (e X—e?2_e™?)2_4<0
& leX—e/2—e7T/? <2

Dans ce dernier cas, les deux racines z. et Z. sont complexes conjugués et vérifient z.z. = e” corres-
pondant au coefficient constant du polynome unitaire. Donc les racines appartiennent au cercle v centré
en 0 de rayon /2.

D’autre part, la partie réelle de S vérifie, pour z appartenant a -,

R(S(z;7,x)) = 5(5(2;7,x) +5(27, X))
(S(z51,x) + S(Z7,%))

(8(7m0) +5(%57, %)

eT

M= D=

N[

= —(7/2+ x)(In(2) + In(
R(S(z;7,x)) = —(7/2+ x)T.

) (les dilogarithmes se compensent)
z

Cette relation est remarquable car elle signifie que S est de partie réelle constante sur +.
De plus, si z appartient & v, on a

In((1—-1/2)(1—e""2)) =In(e ") +In((e” — €7 /2)(e” — 2)) = =27 4+ In(|e” — 2|*).

Donc en reprenant la formule ci-dessus, on obtient

zdizS(z;T, X)=-7/2—x—In((1—-1/2)(1 —e 72)) =37/2 - x — In(|e” — z[*).

Ce qui donne, dans le cas ou les deux racines sont complexes conjuguées,
{22} = {lz] = ¢7/2} N {|z — 7] = ¥7/4-X/2),

Si z. est de partie imaginaire positive, et si son argument est 6., on utilise la formule d’Al-Kashi sur
le triangle (0,e", z.) pour obtenir

62(7'/2) + 627' _ 267’/267' COS(GC) _ 62(3T/4_X/2)
e+ 627' _ €3T/2_X
cos(0.) 5o T2or
9 h(T) e X
¢ = arccosfcosh(—=)———1.
2 2

Pour poursuivre la méthode du point selle, nous devons maintenant étudier le gradient de RS sur +.
On a

RS(z +€) =RS(2) + %(G%S(z)) + o(e|).
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Donc V(RS)(z) est dirigeé vers %S(z) et de norme |£S(z)\. Or z%S(z; 7,X) est réel pour z appartenant

a 7. Donc d%S(z) est dirigé selon z, et donc d%S(z) est dirigé selon z. On obtient alors, en normalisant,

1 d
V(RS(z;7,x)) = WZ X 255(2)7 zZ €7y
22 d
V@RS(z7,x) = - --5(),  zen.

On définit, pour € petit,
V< = {Z_ev(ms(zﬂ'a)()) :ZEIY})

7> = {z2+eVIRS(z57.x)) 2 €7,
d .

vy = {zG'y:zaS(znyx)>O}:'yﬁlnt(7>)7
d

vo = {zG'y:Z%S(z;ﬁx)<0}:'yﬁint(7<)7

ou int(y) désigne le domaine intérieur au contour -,
et 4, y— sont orientés vers z..
On obtient le schéma 7 suivant (tiré de [3]) :

’Y<f:

FIGURE 7 — Définition de v<,v>, v+ et v—

Maintenant, on peut calculer I'intégrale de Ksp((t;, hi), (t;,h;)). On rappelle la formule

1 1 ®3p(ty,2) dwdz
K. t1,h1), (t2, h W) = —= .
3 ((t1, b)), (t2, h2))(z, w) (27i)? /|2|=1ie /wl:ljFE z —w Pap (ta, w) Zh1+%(|t1\+1)w7h27%(\t2|71)

Si t; > to, comme le domaine d’intégration de z est homotope & . dans le domaine de définition de
lintégrande fonction de z (les poles sont 0 et w), on a

Kan((t1,h1), (t2, ha)) = (2;)2/ dz/(l At

ou et C' est le cercle unité et (sans oublier que f.(w) dépend de (t1,h1) et (t2,ha)) :

1 q)gD(tl,Z) 1
2= w Pgp(t2, ) i+ (Ital+1), ~ha=5(ta| 1)

f(w) =
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Si l'on fixe z, il y a deux cas :

— z est a lextérieur du domaine int(y~ ) délimité par 7~. Dans ce cas, comme précédemment, il existe
une homotopie du domaine d’intégration de w vers v~ dans le domaine de définition de l'intégrande
fonction de w (les poles sont 0 et z) donc

/(1—e)c dwf(w) = [b dwf.(w).

— z est dans int(ys ). Dans ce cas on peut appliquer le théoréme des résidus
/ dwf,(w) — / dwf.(w) = 2irRes, (f.(w)dw),
v> (1—-e)C

ou, vue la forme de 'intégrande, le résidu en z est, pour r assez petit,

1
Res,(f.(w)dw) = — dwf,(w
Urwdu) = 5 [ dusi(w)
1 P
_ b / PO
2Um Jopzry EF—W
= _gZ(Z)7
avec Dap (11, 2) )
3D (11,2
w) = )
A S5 (141 —ha =5 (Jta]=1)
Donc

1 (IJSD(tl,Z) 1
Res.(f:(w)dw) = ——
29 (I)gD(tg, Z) zh1+|t1‘T+lz_h2_|t2‘T_l
1 (@) 1
T 2im (q/2Hh 5 q) o 2ARTAL/24T
t171/2
1 . 1
-~ T 9in II a-q Z)ZAh+At/2+1'
’I’L:t2+1/2

On obtient alors

Kan((t1,h), (t2, h2)) = (2%) ( / o ( / > dwfz(w)> N / o (—Resz(fz(w)dw) T / > dwfz(w)>> .

Or v< Nint(ys ) est homéomorphe & v, dans C* on obtient finalement, en traitant de méme les cas |y| < 1

et t1 < ta,
(1) (2)
Ksp((t1, h1), (t2, ha)) =/ +/ ;
ol
/(1) 1 / ()
= — dz dwf,(w
(27’7T)2 < V>
et ;
(2) 1 t1—1/2 1
/ = ﬂ/ [T a- qnz>ZAh+At/2+le’
T+ p=ty+1/2
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ol ’on choisit v si t; > t5 et y_ sinon.
Montrons que la premiére intégrale tend vers 0. Pour z dans v \{z., Z. } et w dans 7~ par construction
et comme RS est constant sur 7y, on a

S(z7,x) < S(w; T, X)-

Or, on rappelle que 'on a la convergence uniforme sur tout compact

q)gD(tl,Z) 1
rln — S(z;7,x) — S(w; T, ).
<<I>3D(t2,w) Zh1+\tl|T+1w_h2_\t2|T+1 r—0+

Donc l'intégrande de la premiére intégrale tend uniformément vers 0 sur tout compact lorsque r tend vers

0t donc
(1)

— 0.
r—0+
Pour la seconde intégrale, on a
t1—1/2
[I G-q"2) — (1-eT2)"
r—0+
’I’L:t2+1/2
Donc
li @) _ 1 1 —7 \At dz
vt = g ) T aa
L S S
(z¢—e~72) ise e~y ZAh+At/2+1
At
— e_T(AhJ’_At/Q)Bi(At,Ah + ;ZC),

2

ou ’on définit la fonction béta incompléte

1 z
Bi(k,l;2.) = %/3 (1 —w)*w™ " dw.
Le domaine d’intégration croise ]0; 1] si le signe est + et | — oo; 0[ sinon.

Nous aurons besoin de la propriété suivante pour montrer le théoréme : si (M; ;)1<i j<n est une matrice
complexe alors
det(e T mha ) HE=EDI, 5) = det (Mij)1<i,5<n) -

En effet, e~ 7((hi=hi)+(ti—15)/2)) — g=7(hitt:/2)o7(hi+t;/2) O le premier facteur ne dépend que pas de la
colonne. On peut donc sortir ce facteur du déterminant. De méme, le second facteur ne dépend pas de la
ligne, on peut donc le sortir aussi et le produit e~7("**/2) ya se compenser avec le produit des e”(%i+%i/2)
si bien que l'on retrouvera 1’égalité ci-dessus.

Remarquons que si les deux racines sont réelles, la seconde intégrale n’existe pas donc
e —e™/? — e 2 2= Kap((t, 1), (t2,h2) — 0.
r—0
Cette inégalité définit donc en réalité les bornes de la forme limite des partitions planes. C’est pourquoi
nous allons en chercher une expression sous la forme y = f(7) plus facilement exploitable.
le™X —e™/2 —e7T?| <2 & —2<e X —2cosh(r/2) <2
< 2(cosh(7/2) — 1) < e ™ < 2(cosh(7/2) + 1)
& 2(2sinh(7/4)?) < e7X < 2(2cosh(7/4)?)
<  —2In(2cosh(7/4)) < x < —2In(2sinh(7/4))

On a finalement démontré le théoréme suivant :
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Théoréme 1. Si U™ = {(t;, h;)}lgign tel que

rt; — T, rh; — X, 1<i<n
r—0t r—0+

et tel que
At =t; —t], Ahij=hi —hj

7

ne dépendent pas de r, alors si l'inégalité
—21In(2cosh(7/4)) < x < —2In(2sinh(r/4))

est vérifiée alors
At;
p(UT) — det Bi(Ati’pAhi’j + —’j;zc) s

r—0+ 2

—7 /244 arccos (cosh z _%x )

oz, =€ et le signe + est choisi si At; ; > 0.
Si l'inégalité n’est pas vérifiée, alors
p(U") — 0.
r—0+

Si U est restreint & un élément (¢, h), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1. La densité limite des tuiles horizontales est

1 T e X
* ) - — ~ T o
0+(T, %) arccos <cosh 3 3 )

st l'inégalité
—21n(2 cosh(7/4)) < x < —21n(2sinh(7/4))

est vérifiée, 0 sinon.

Démonstration. En effet, on a

Px (Ta X) = B+(O7 07 Zc)

1 Fe
=5 w™ dw (le chemin d’intégration croise ]0;1])
i )5,
1 _
— ok (ara(ze) — ara(=0))
T
1 nr e X
= —arccos | cosh - — — | .
s 2 2

O

La hauteur d’une tuile horizontale est égale au nombre de tuiles non horizontales en dessous d’elle. Si
z(7, x) désigne l'espérance de la hauteur dans la forme limite au point (7, x), on a donc

2(1,x) = /X (1 = pu(T, 8))ds.

— 00

Si on pose le changement de variable

0 = wp.(7,8) = arccos (cosh; — 62( )

on obtient

s = —In (2(cosh% — cos 9))

sin 6
dS = 1 T 5
cos 6 — cosh 5
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donc si on intégre & partir de la limite inférieure de la forme limite au lieu de —oo, c’est-a-dire & partir

de 8 = 7, on obtient
1 [ree(mx) sin 0
= f— — 0 -
2 ) T /,r (m—6) cosf — cosh %

O«—m—0 T

1 md=p(7:x)) Osind
T /0 cos 0 + cosh 5

On rappelle que z =z — h—t/2 et y = z — h 4+ t/2, donc on obtient

.’L‘(T,X):Z<T,X)— _%7 y(7—7X):Z(TaX)_X+%~

En réalité, il y a convergence en probabilité. A la limite, la forme de la partition plane est la suivante :

I
il
.w‘,u‘,eu‘fe':‘.““u""'
Jlg,“,u.whww il

FIGURE 8 — Forme limite des partitions planes
Copyright 2011 The MathWorks, Inc.
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