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Examen - processus stochastiques

Durée : trois heures. Pas de document autorisé.

Exercice 1 Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées de loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[ (c’est-à-dire P(X1 = 1) = p, P(X1 = 0) = 1− p).
On note F0 = {∅,Ω} et Fn = σ(X1, . . . , Xn) pour n > 1. On pose S0 = 0 et

Sn =
n
∑

j=1

Xj , n > 1

Pour y ∈ N on introduit le temps d’arrêt

Ty = inf{n > 0, Sn = y}

avec la convention inf ∅ = +∞.

1. Montrer que limSn = +∞ p.s.. En déduire que Ty < ∞ p.s..

2. On pose Mn = Sn − np.

(a) Montrer que (Mn)n>0 est une Fn-martingale.

(b) Calculer E[Ty] (utiliser le théorème d’arrêt).

3. On note Ny =
∑∞

k=0 1Sk=y le nombre de visites de (Sn)n>0 en y ∈ N.

(a) Calculer 1Sk=y sur {k < Ty}, sur {Ty 6 k < Ty+1}, et sur {k > Ty+1}.

(b) En déduire que Ny = Ty+1 − Ty p.s. et calculer E[Ny].

4. On remarque que (Sn)n>0 est une marche aléatoire avec matrice de transition Q donnée par :
Q(x, y) = 1− p si y = x et Q(x, y) = p si y = x + 1 (on ne demande pas de le prouver). On
peut supposer que la châıne (Sn)n>0 est donnée sous forme canonique.

(a) Calculer la loi de Sn pour tout n et la loi de T1.

(b) Prouver (en utilisant la propriété de Markov fort) que Ny a même loi que T1 pour tout
y.

(c) Calculer la loi de Ty.

Exercice 2 Soit (Zn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans {−1, 0, 1}
de loi P(Zn = 1) = P(Zn = −1) = 1/(2n) et P(Zn = 0) = 1 − 1/n. On note F0 = {∅,Ω} et
Fn = σ(Z1, . . . , Zn). On pose X0 = 0 puis

Xn = Zn1Xn−1=0 + n|Zn|Xn−11Xn−1 6=0, n > 1

Le but de l’exercice est d’étudier la convergence p.s. de (Xn)n∈N.

1. Montrer que Xn est à valeurs dans Z, que |Xn| 6 n! p.s., puis que (Xn)n∈N est une Fn-
martingale.

2. Calculer P(Xn = 0). Montrer que (Xn)n∈N converge en probabilité et identifier la limite X∞.

3. Donner une formule de récurrence pour E[|Xn|], calculer E[|Xn|], et en déduire la limite de
E[|Xn|] quand n → ∞. Peut-on appliquer le théorème de convergence p.s. des martingales ?

4. Calculer P
(

Zn 6= 0 pour un nombre fini de n
)

. En déduire que (Xn)n∈N ne converge pas p.s.
vers X∞. Est-ce que (Xn)n∈N peut converger p.s. ?
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Exercice 3 Soit (Yn)n∈N une suite de variables aléatoires à valeurs dans N∗ indépendantes et iden-
tiquement distribuées. On note F (k) = P(Y0 6 k) et on suppose P(Y0 = 1) > 0 et F (k) < 1
∀k > 1.

Soit X0 une variable aléatoire à valeurs dans N indépendante de (Yn)n∈N. On note F0(k) =
P(X0 6 k).

On considère la suite récurrente aléatoire :

Xn+1 = max(Xn, Yn)− 1, n > 0

1. Montrer que (Xn)n∈N est une châıne de Markov irréductible à valeurs dans N. Identifier sa
matrice de transition Q.

2. Pour tout k ∈ N, montrer que

P(Xn+1 6 k) = P(Xn 6 k + 1)F (k + 1)

puis déterminer P(Xn 6 k) en fonction de F et F0. Montrer que

lim
n→∞

P(Xn 6 k) =

∞
∏

j=k+1

F (j)

3. Vérifier que

∞
∏

j=1

F (j) = 0 si et seulement si
∑∞

j=1[1− F (j)] = ∞.

Vérifier que E[Y0] = 1 +
∑∞

j=1 P(Y0 > j).

En déduire que E[Y0] = ∞ si et seulement si

∞
∏

j=1

F (j) = 0.

4. Montrer que si E[Y0] < ∞ alors

lim
n→∞

P(Xn = k) = ν(k) avec ν(k) = [1− F (k)]

∞
∏

j=k+1

F (j)

et en déduire que (Xn)n∈N est récurrente positive.

Exercice 4 Soit (Bt)t>0 un mouvement brownien. On définit le processus (Zt)t∈[0,1] par Zt =
Bt − tB1. On appelle ce processus le pont brownien (remarquer que Z0 = Z1 = 0).

1. Calculer la moyenne mt et la fonction de covariance K(s, t) de (Zt)t∈[0,1].

2. On pose Z ′
t = Z1−t. Montrer que le processus (Z ′

t)t∈[0,1] a même loi que (Zt)t∈[0,1].

3. Soit Yt = (1− t)Bt/(1−t) pour t ∈ [0, 1[.
Montrer que Yt → 0 quand t ր 1. On pose Y1 = 0.
Indication : on rappelle la loi des grands nombres pour le mouvement brownien : limt→∞

Bt

t =
0 p.s.

Montrer que (Yt)t∈[0,1] a même loi que (Zt)t∈[0,1].

4. Montrer que (Zt)t∈[0,1] est indépendant de B1.

5. Soit G : C([0, 1],R) → R une fonction continue bornée. En notant B = (Bt)t∈[0,1] et Z =
(Zt)t∈[0,1], montrer que

E
[

G(B)
∣

∣ |B1| < ε
] ε→0
−→ E[G(Z)]

Indication : utiliser la question précédente.

6. Déterminer la loi de M1 = supt∈[0,1] Zt (montrer que c’est une variable aléatoire à densité et
identifier la densité).
Indication : commencer par retrouver la loi jointe de (supt∈[0,1]Bt, B1).
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Exercice 1 (Corrigé exercice 1) 1. D’après la loi des grands nombres, on a limn→∞
Sn

n = E[X1] =
p p.s., et comme p > 0, on en déduit que limn→∞ Sn = +∞ p.s..
Comme {Ty 6 n} = {Sn > y}, on en déduit que P(Ty < ∞) = limn→∞ P(Ty 6 n) = 1.

2. (a) Pour tout n, Mn est intégrable (car minorée par −np et majorée par n(1 − p) p.s.) et
Fn-mesurable. De plus

E[Mn|Fn−1] = E[Mn−1 +Xn − np|Fn−1] = Mn−1 − np+ E[Xn|Fn−1]

et comme Xn est indépendant de Fn−1, on a E[Xn|Fn−1] = E[Xn] = p, ce qui donne
E[Mn|Fn−1] = Mn−1.

(b) D’après le théorème d’arrêt, pour tout n on a E[Mn∧Ty
] = E[M0] = 0. Donc pE[Ty∧n] =

E[Sn∧Ty
]. Lorsque n → ∞, le membre de gauche converge vers E[Ty] par convergence

monotone. Lorsque n → ∞, le membre de droite converge vers E[STy
] par convergence

dominée (en effet, Sn∧Ty
∈ [0, y] pour tout n). Comme STy

= y p.s., on en déduit que
E[Ty] = y/p.

3. (a) Si k < Ty, alors Sk < y et donc 1Sk=y = 0.
Si Ty 6 k < Ty+1, alors Sk = y et donc 1Sk=y = 1.
Si k > Ty+1, alors Sk > y et donc 1Sk=y = 0.

(b) On a donc Ny =
∑Ty+1−1

k=Ty
1 = Ty+1 − Ty p.s. et E[Ny] = E[Ty+1]− E[Ty] = 1/p.

4. (a) Sn suit une loi binomiale de paramètre (n, p) : P(Sn = k) = Ck
np

k(1− p)n−k.
T1 suit une loi géométrique de paramètre p :

P(T1 = k) = P(Sk−1 = 0, Xk = 1) = P(Sk−1 = 0)P(Xk = 1) = (1− p)k−1p

(b) On a Ny = Ty+1 − Ty = Ty+1 ◦ θTy
. Donc

P(Ny = k) = P(Ty+1◦θTy
= k) = E

[

PSTy
(Ty+1 = k)

]

= Py(Ty+1 = k) = P0(T1 = k) = (1−p)k−1p

(c) Soit y > 2 et k > y :

P(Ty = k) = P(Sk−1 = y− 1, Xk = 1) = P(Sk−1 = y− 1)P(Xk = 1) = Cy−1
k−1p

y(1−p)k−y

Si k < y on a P(Ty = k) = 0.

Exercice 2 (Corrigé exercice 2) 1. On a |X1| = |Z1| 6 1 et par récurrence |Xn| 6 |Zn|max(1, n|Xn−1) 6
max(1, n|Xn−1)| 6 n!.

2. On a {Xn = 0} = {Zn = 0} et donc P(Xn = 0) = P(Zn = 0) = 1 − 1/n. On obtient ainsi
pour tout ε > 0 :

P(|Xn| > ε) 6 P(|Xn| 6= 0) 6
1

n

n→∞
−→ 0

donc (Xn)n>0 converge vers 0 en probabilité.

3. On a
|Xn| = |Zn|1Xn−1=0 + n|Zn||Xn−1|1Xn−1 6=0 = |Zn|

(

1Xn−1=0 + n|Xn−1|
)

et donc
E[|Xn|] = E

[

|Zn|
(

1Xn−1=0 + n|Xn−1|
)]

Par indépendance de Zn et Fn−1,

E[|Xn|] = E
[

|Zn|
]

E
[

1Xn−1=0 + n|Xn−1|
]

= E
[

|Zn|
](

P(Xn−1 = 0) + nE[|Xn−1]
)

ce qui donne

E[|Xn|] =
1

n

(

1−
1

n− 1

)

+ E[|Xn−1]

Donc pour tout n > 2,

E[|Xn|] = 1 +

n
∑

k=2

1

k

(

1−
1

k − 1

)
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Comme 1/k2 est sommable et 1/k ne l’est pas, on trouve

lim
n→∞

E[|Xn|] = +∞

On ne peut donc pas appliquer le théorème de convergence p.s. des martingales.

4. On a P(Zn 6= 0) = 1/n et
∑∞

n=0 P(Zn 6= 0) = +∞. Puisque les événements {Zn 6= 0} sont
indépendants, par le lemme de Borel Cantelli on a P(lim supn→∞{Zn 6= 0}) = 1. Il y a donc
p.s. une suite (nk)k>0 telle que |Znk

| = 1 et donc |Xnk
| > |Znk

| = 1. Il s’en suite que p.s.
(Xn)n>0 ne converge pas zero, qui est la limite en probabilité.

La suite (Xn)n>0 ne peut pas converger ps, car si elle convergeait ps, alors elle convergerait
vers une va X ′

∞ différente de 0, et une sous-suite convergerait en probabilité vers X ′
∞, ce qui

contredirait le fait que (Xn)n>0 converge vers 0 en probabilité.

Exercice 3 (Corrigé exercice 3) 1. On calcule

Q(x, y) = P(Xn+1 = y|Xn = x) = P(max(x, Yn) = y+1)) = F (x)1y=x−1+[F (y+1)−F (y)]1y>x

Pour prouver l’irréductibilité :
- si x > y, alors on peut passer de x à y par saut de −1. Plus exactement, Qx−y(x, y) >
∏x

j=y+1 Q(j, j − 1) =
∏x

j=y+1 F (j) > 0.
- si x 6 y, alors on peut passer de x à y en sautant d’abord un point au delà de y, puis en
redescendant par saut de −1 jusqu’à x. Plus exactement, il existe k > y tel que F (k + 1)−

F (k) > 0 (sinon on aurait F (y) = 1). Alors Qk−y+1(x, y) > Q(x, k)
∏k

j=y+1 Q(j, j − 1) =

[F (k + 1)− F (k)]
∏k

j=y+1 F (j) > 0.

2. Comme Xn+1 = max(Xn − 1, Yn − 1), on a {Xn+1 6 k} = {Xn − 1 6 k}∩ {Yn − 1 6 k}. Par
indépendance de Xn et Yn on obtient :

P(Xn+1 6 k) = P(Xn 6 k + 1, Yn 6 k + 1) = P(Xn 6 k + 1)P(Yn 6 k + 1)

= P(Xn 6 k + 1)F (k + 1)

Donc

P(Xn 6 k) =

k+n
∏

j=k+1

F (j)F0(k + n)

Comme F0 est une fonction de répartition, on a F0(n) ր 1 quand n → ∞, et donc

lim
n→∞

P(Xn 6 k) =

∞
∏

j=k+1

F (j)

3. On note aj = 1− F (j). Comme F (j) ր 1 quand j → ∞, on a aj ց 0 quand j → ∞.
Il existe δ > 0 tel que −2x 6 log(1− x) 6 −x pour tout x ∈ [0, δ].
Il existe n0 tel que aj ∈ [0, δ] pour tout j > n0. Donc pour tout n > n0,

−2

n
∑

j=n0

aj 6 log
[

n
∏

j=n0

(1 − aj)
]

6 −
n
∑

j=n0

aj

Par convergence monotone,

−2

∞
∑

j=n0

aj 6 log
[

∞
∏

j=n0

(1 − aj)
]

6 −
∞
∑

j=n0

aj

Si
∏∞

j=1(1− aj) = 0, alors la première inégalité impose que
∑∞

j=1 aj = ∞.

Si
∑∞

j=1 aj = ∞, alors la seconde inégalité impose que
∏∞

j=1(1− aj) = 0.
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E[Y0] =

∞
∑

j=1

jP(Y0 = j) =

∞
∑

j=1

j
∑

k=1

P(Y0 = j)
Tonelli
=

∞
∑

k=1

∞
∑

j=k

P(Y0 = j)

=

∞
∑

k=1

P(Y0 > k) = P(Y0 > 1) +

∞
∑

k=2

P(Y0 > k) = 1 +

∞
∑

k=1

P(Y0 > k)

Donc

E[Y0] = 1 +
∞
∑

j=1

[1− F (j)]

E[Y0] = ∞ ssi
∑∞

j=1[1− F (j)] = ∞ ssi
∏∞

j=1 F (j) = 0.

On a P(Xn = k) = P(Xn 6 k)− P(Xn 6 k − 1), donc comme chaque terme converge, on trouve

lim
n→∞

P(Xn = k) =

∞
∏

j=k+1

F (j)−
∞
∏

j=k

F (j) = ν(k) avec ν(k) = [1− F (k)]

∞
∏

j=k+1

F (j)

ν est une mesure de probabilité sur N. On peut vérifier que ν est invariante par calcul :

νQ(k) =

∞
∑

l=0

ν(l)Q(l, k) = ν(k + 1)F (k + 1) +

k
∑

l=0

ν(l)[F (k + 1)− F (k)]

= [1− F (k + 1)]

∞
∏

j=k+2

F (j)F (k + 1) + [F (k + 1)− F (k)]

∞
∏

j=k+1

F (j)

=
∞
∏

j=k+1

F (j)
[

1− F (k + 1) + F (k + 1)− F (k)
]

= ν(k)

Plus simplement on sait que pour tout k, n

P(Xn+1 = k) =
k+1
∑

l=0

P(Xn = l)Q(l, k)

et on peut passer à la limite n → ∞ pour obtenir ν(k) = νQ(k). Donc la châıne possède une mesure
de probabilité invariante, et elle est irréductible, elle est donc récurrente positive.

Exercice 4 (Corrigé exercice 4) 1. mt = E[Zt] = 0.
Pour 0 6 s 6 t 6 1, E[ZsZt] = E[BsBt]− tE[B1Bs]− sE[B1Bt] + stE[B2

1 ] = s− st = s(1− t).
Donc K(s, t) = inf(s, t)− st.

2. (Zt)t∈[0,1] est un processus gaussien de moyenne mt et de covariance K.
(Zt′)t∈[0,1] est aussi un processus gaussien de moyenne mt et de covariance K. En effet, pour
0 6 s < t 6 1, E[Z ′

sZ
′
t] = E[Z1−sZ1−t] = K(1− s, 1− t) = K(s, t).

Donc (Zt)t∈[0,1] et (Zt′)t∈[0,1] ont même loi.

3. On veut montrer que Yt → 0 quand t ր 1. C’est équivalent à montrer (poser s = t/(1 − t)
ou t = s/(s+ 1)) que Bs/(s+ 1) → 0 quand s → +∞. Or

Bs

s+ 1
=

Bs

s

s

s+ 1

Comme Bs/s → 0 quand s → +∞ p.s. (c’est la loi des grands nombres pour le mouvement
brownien) et comme s/(s+ 1) → 1, on obtient que Bs/(s+ 1) → 0 quand s → +∞ p.s..

(Yt)t∈[0,1] est un processus gaussien. Sa fonction moyenne est nulle et sa fonction de covariance
(pour 0 6 s 6 t < 1) est

E[YtYs] = (1− t)(1 − s)E[Bt/(1−t)Bs/(1−s)] = (1− t)(1 − s)[s/(1− s)] = (1− t)s

On a aussi E[YtYs] = 0 si 0 6 s 6 t = 1 car Y1 = 0. Donc (Yt)t∈[0,1] et (Zt)t∈[0,1] ont même
loi.
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4. Soit F :

∣

∣

∣

∣

C([0, 1],R)× R → C([0, 1],R)
(f, x) 7→ g

la fonction qui à tout f ∈ C([0, 1],R) et x ∈ R

associe g ∈ C([0, 1],R) définie par

g(t) = f(t) + xt ∀t ∈ [0, 1]

F est une fonction continue (avec la norme du sup pour C), et on a

E
[

G(B)
∣

∣ |B1| < ε
]

= E
[

G ◦ F (Z,B1)
∣

∣ |B1| < ε
]

=
E
[

G ◦ F (Z,B1)1|B1|<ε

]

P(|B1| < ε)

Comme Z et B1 sont indépendants :

E
[

G(B)
∣

∣ |B1| < ε
]

=

1√
2π

∫ ε

−ε E
[

G ◦ F (Z, b)
]

e−b2/2db

1√
2π

∫ ε

−ε e
−b2/2db

ou encore

E
[

G(B)
∣

∣ |B1| < ε
]

=

∫ 1

−1
E
[

G ◦ F (Z, εb)
]

e−ε2b2/2db
∫ 1

−1 e
−ε2b2/2db

En utilisant le théorème de convergence dominée pour le dénominateur et le numérateur, on
trouve que

E
[

G(B)
∣

∣ |B1| < ε
] ε→0
−→ E

[

G ◦ F (Z, 0)
]

= E
[

G(Z)
]

5. Cf le polycopié ou le cours : pour tout a > 0, pour tout b 6 a :

P
(

sup
[0,1]

Bt > a,B1 6 b) = P(B1 > 2a− b)

On a, pour tout a > 0

P(M1 > a) = lim
b→0

P(sup[0,1] Bt > a,−b 6 B1 6 b)

P(−b 6 B1 6 b)

= lim
b→0

P(sup[0,1] Bt > a,B1 6 b)− P(sup[0,1]Bt > a,B1 6 −b)

P(−b 6 B1 6 b)

= lim
b→0

P(B1 > 2a− b)− P(B1 > 2a+ b)

P(−b 6 B1 6 b)

= lim
b→0

P(2a− b 6 B1 6 2a+ b)

P(−b 6 B1 6 b)

= e−2a2

Comme Z0 = 0, on a M1 > 0 p.s. et donc M1 est une v.a à densité

p(a) = 4ae−2a2

1[0,∞[(a)
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