Ecole Normale Supérieure Année 2011-2012
ENS FIMFA

Partiel

Durée : deur heures. Pas de document autorisé.
Le baréme approximatif est 4/7/9.

Exercice 1 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de
parametres respectifs A > 0 et u > 0 (c'est-a-dire P(X = k) = e *X*/k!, k € N). On note
S=X+Y.

1. Dans le cas A = p, déterminer rapidement E[X|S].

2. Calculer la loi conditionnelle de X sachant S et reconnaitre une loi binomiale dont on précisera
les parametres. Que vaut E[XS]?

Exercice 2 Soit (€2, A,IP) I'espace de probabilités @ = [0, 1], A = B(Q2) et P =mesure de Lebesgue
sur §2.

Soit Iy n = (k27" (k 4+ 1)27"[ et soit Fp, = 0(lon,---,I2n_14), n € N.

Soit f :[0,1] — R une fonction lipschitzienne (il existe L > 0 tel que que |f(z) — f(y)| < Llz — y|
pour tous z,y € [0,1]). On pose :

o) = Z A+ 1277) - 16277)

lfk,n (w)
k=0

1. Montrer que (Fy)n>0 est une filtration, que X, est intégrable et F,-mesurable, et enfin que
(Xn)nxo est une (Fy,)n»o-martingale.

2. Montrer que X, converge p.s. quand n — oc. On note X, sa limite.

3. Discuter la convergence de X,, dans L.

4. Montrer que pour tous 0 < a <b <1,
E[Xocllap)] = f(b) = f(a)
5. Si f est de classe C!, expliciter Xo.

Exercice 3 On considere une équation d’évolution aléatoire :
Xnt1 = Xn = Xnrni1, Xo=1 (1)

ou les 7, sont des v.a. bornées & valeurs dans | — 1, +00[. On note R,, = S h_1Tk et Ro = 0.
1. On note FX = o(Xo,...,Xn) et FF = (Ro,...,Ry,). Que dire des filtrations (FX)nso et
(Fi)nz0?
2. Montrer que (Xn)n>0 est une martingale si et seulement si (R, )n>0 est.
3. Soit € €]0, 1[. On suppose que les 7 sont i.i.d. de loi commune P(r; = ¢) = P(r; = —¢) = 1/2.
(a) Montrer que X,, tend vers 0 quand n — oo p.s.. La convergence a-t-elle lieu dans L ?

(b) Soit z > 1 fixé. On note T}, le temps de premier passage de X, au dessus de z :
T, =inf{n > 1, X, > z} (avec la convention inf § = +00).
Sur {7, < 400}, déterminer une borne supérieure et une borne inférieure pour Xr,.
Montrer que )

—— < P(T} <
20 re STT <)
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