
Processus aléatoires Corrigé du partiel
ENS Paris, 2017 – 2018

Voir le cours pour les corrigés des questions de cours. Les 6 questions étaient chacune notées sur
1 point.

Problème 1
(a) (2 points) Voir TD 7, exercice 3.5. On obtient β(θ) = log(cosh θ) = 1

2θ
2 +O(θ4).

(b) (1 point) M est une martingale et τa un temps d’arrêt, donc (Mτa∧n) est une martingale
positive, donc converge p.s.. De plus, supposons τa = +∞, de sorte que Mn = Mτa∧n → Z. Si
Z = 0, alors θSn − βn→ −∞. Sinon, θSn − βn→ logZ, ce qui est absurde car pour tout n :

|(θSn+1 − β(n+ 1))− (θSn − βn)| ≥ θ − β.

(c) (2 points) D’après le théorème d’arrêt, E[Mτa∧k] = E[M0] = 1 pour tout k. Or, d’après (b),
quand k → +∞, on a Mτa∧k →Mτa si τa < +∞ et 0 sinon. De plus, Mτa−1 < ea par définition
de τa donc Mτa < ea+θ, donc par convergence dominée E[Mτa ] = 1. On a de plus

ea1τa<+∞ ≤Mτa ≤ ea+θ1τa<+∞,

d’où le résultat en prenant l’espérance.
(d) (1 point) Y (N) est la somme de deux termes. Quand N → +∞, le premier converge en loi vers

B par le théorème de Donsker. Le second vaut
(
1
2 + o(1)

)
t quand N → +∞. La somme des

deux converge donc en loi par le lemme de Slutsky.

(e) (3 points) On a P
(
TN < τ

(N)
a < +∞

)
≤ P

(
Y

(N)
T ≥ − 1

4T
)
+P
(
Y

(N)
T < − 1

4T, TN < τ
(N)
a < +∞

)
.

Or, d’après le théorème de Portmanteau et (d), on a

lim sup
N

P
(
Y

(N)
T ≥ −T

4

)
≤ P

(
BT −

T

2
≥ −T

4

)
= P

(
BT ≥

T

4

)
−−−−−→
T→+∞

0.

D’autre part, supposons que Y (N)
T < − 1

4T mais que TN < τ
(N)
a < +∞. On pose S̃k = Sk+TN −

STN . Notons que S̃ est une marche aléatoire simple sur Z. Alors il existe k > 0 tel que θSk+TN−
β(k + TN) ≥ a, soit θS̃k − βk ≥ a + βTN − θSTN ≥ a + T

4 (la première inégalité vient de la
définition de S̃ et la seconde de l’hypothèse sur Y (N)

T ). Mais comme S̃ est une marche aléatoire
simple, on a

P
(
∃k, θS̃k − βk ≥ a+

T

4

)
= P

(
τ
(N)
a+T/4 < +∞

)
≤ e−a−T/4 −−−−−→

T→+∞
0,

en utilisant (c) à la fin.
(f) (1 point) D’après Portmanteau et (d), on a

P
(
max
[0,T ]

Bt − t/2 ≥ a
)
≥ lim sup

N
P
(
max
[0,T ]

Y (N) ≥ a
)

= lim sup
N

P
(
τ (N)
a ≤ TN

)
= lim sup

N

(
P
(
τ (N)
a < +∞

)
− P

(
TN < τ (N)

a < +∞
))

.

D’après (c), le premier terme tend vers e−a quand N → +∞. D’après (e), le second terme est
o(1) quand T → +∞, uniformément en N , d’où le résultat. Le raisonnement pour la borne dans
l’autre sens est similaire.
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(g) (2 points) Soit a > 0. On a

P
(
sup
t≥0

(
Bt −

t

2

)
≤ a

)
= lim
T→+∞

P
(

max
t∈[0,T ]

(
Bt −

t

2

)
≤ a

)
≥ 1− e−a

d’après (f). D’autre part, pour tout ε > 0, on a (toujours d’après (f))

P
(
sup
t≥0

(
Bt −

t

2

)
> a− ε

)
= lim

T→+∞
P
(

max
t∈[0,T ]

(
Bt −

t

2

)
> a− ε

)
≥ lim inf

T→+∞
P
(

max
t∈[0,T ]

(
Bt −

t

2

)
≥ a

)
= e−a

et, en faisant tendre ε vers 0, on obtient P
(
supt≥0

(
Bt − t

2

)
≥ a

)
≥ e−a. Comme la somme des

deux événements vaut au plus 1, on a égalité dans les deux dernières inégalités, donc supt≥0(Bt−
t/2) est exponentielle de paramètre 1. De plus, pour tout α > 0, on a

sup
t≥0

(Bt − bt) = sup
t≥0

Bαt − bαt ∼ sup
t≥0

(
√
αBt − bαt) =

√
α sup
t≥0

(Bt −
√
αbt),

en utilisant l’invariance du mouvement brownien par changement d’échelle. En prenant
√
α = 1

2b ,
on en déduit que supt≥0(Bt − bt) est exponentielle de paramètre 1√

α
= 2b.

Problème 2
(a) (2 points) M est un produit de variables positives indépendantes d’espérance 1, donc c’est

une martingale positive, donc M converge p.s..
(b) (2 points) Il y avait une erreur particulièrement facétieuse dans l’énoncé : l’indication "Nn ∈

L2" était destinée à la question (c) plutôt qu’à la (b). La question (b) traite justement le cas
où N n’est pas bornée dans L2, donc ne converge pas dans L2.
Notons tout d’abord que les ak sont bien définis car par Cauchy-Schwarz E[X1/2

k ]2 ≤ E[Xk] =
1 < +∞. De même qu’en (a), N est un produit de variables positives indépendantes d’espérance
1, donc N est une martingale positive, donc elle converge p.s. vers une variable N∞. On a de
plus Mn = N2

n

∏n
k=1 a

2
k pour tout n, donc M∞ = N2

∞
∏∞
k=1 ak = 0 p.s..

(c) (2 points) On a E[N2
n] =

∏n
k=1(a

−2
k E[Xk]) =

∏n
k=1 a

−2
k qui est borné, donc N est bornée dans

L2, donc N converge dans L2. La manière la plus rapide de conclure est de remarquer qu’on
a E[N2

∞] = limn→+∞ E[N2
n] = (

∏∞
k=1 ak)

−2, donc E[M∞] = E
[
N2
∞ (
∏∞
k=1 ak)

2
]
= 1. D’après

le lemme de Scheffé, on a donc Mn
L1

−−→M∞. On pouvait également majorer E[|Mn −M∞|] en
l’exprimant en fonction de N et en utilisant Cauchy–Schwarz.

(d) (2 points) Soit X = X0,0. Pour tous m ≥ 0 et 0 ≤ k ≤ 2m− 1, on pose aussi X ′m,k = Xm+1,k

et X ′′m,k = Xm+1,2m−1+k. On construit w′n, l′n à partir des X ′ et w′′n, l′′n à partir des X ′′ de la
même manière qu’on a construit wn, ln à partir des X. Ainsi, X, l′n et l′′n sont indépendantes
(car elles dépendent de Xm,k différents), et l′n et l′′n ont la même loi que ln. De plus, on peut
vérifier que pour tout x ∈ [0, 1[, on a

wn+1(x) =

{
Xw′n(2x) si x ∈ [0, 1/2[,

Xw′n(2x− 1) si x ∈ [1/2, 1[.

On en déduit ln+1 = 1
2X(l′n + l′′n).

(e) (1 points) Comme l est positive, il suffit de vérifier que c’est une martingale. Soit Fn la tribu
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engendrée par les Xm,k pour m ≤ n− 1. Alors l est adapté à (Fn), et on a

E [ln+1|Fn] =

2n∑
k=0

1

2n
E

[
n∏

m=0

Xm,b2m−nkc|Fn

]

=

2n∑
k=0

1

2n

n−1∏
m=0

Xm,b2m−nkcE[Xn,k]

=

2n−1∑
k′=0

1

2n−1

n−1∏
m=0

Xm,b2m−n+1kc

= ln.

(f) (1 points) On utilise (d) : on a l∞ = 1
2X(l′∞+ l′′∞) donc l∞ = 0 ssi l′∞ = l′′∞ = 0, ce qui arrive

avec proba P(l∞ = 0)2.
(g) (2 points) On utilise (d) :

bn+1 =
1

2
E
[
X(l′n + l′′n)

(
log2

1

2
+ log2X + log2(l

′
n + l′′n)

)]
= E

[
Xl′n

(
log2

1

2
+ log2X + log2(l

′
n + l′′n)

)]
= −E[X]E[l′n] + E[X log2X]E[l′n] + E[X]E[l′n log2(l′n + l′′n)]

= −1 + a+ E[l′n log2 l′n] + E
[
l′n log2

(
1 +

l′′n
l′n

)]
,

ce qui donne le résultat (la deuxième ligne est obtenue par symétrie des rôles de l′n et l′′n).
(h) (1 point) Pour tout a, la fonction x→ a log2(1+x/a) est concave, donc d’après l’inégalité de

Jensen E[a log2(1 + l′′n/a)] ≥ a log2(1 + E[l′′n/a]) = a log2(1 + 1/a). On en déduit E[l′n log2(1 +
l′′n/l

′
n)|l′n] ≥ l′n log2(1 + 1/l′n), puis le résultat en prenant l’espérance.

De plus, on sait que bn ≥ −1/2 pour tout n, donc il existe une infinité de n tels que bn+1−bn ≥
a−1
2 (sinon on aurait bn → −∞, car a−1

2 < 0). En utilisant la formule qu’on vient de montrer,
on a alors E [ln log2(1 + 1/ln)] ≥ 1−a

2 .
(i) (1 point) La fonction f : x → x log2(1 + x) est continue sur R∗+, tend vers 0 en 0 et vers 1 à

l’infini, donc elle est bornée sur R+ par une constante C. On en déduit, pour tout ε > 0,

1− a
2
≤ E [f(ln)] ≤ CP (f(ln) ≥ ε) + ε,

donc P (f(ln) ≥ ε) ≥ (1−a)/2−ε
C pour une infinité de n. En choisissant par exemple ε = 1−a

4 , on
troue ε, δ > 0 tels que P (f(ln) ≥ ε) ≥ δ pour une infinité de n. Or, f ne tend vers 0 qu’en 0,
donc il existe η tel que si f(ln) ≤ ε, alors ln ≤ η. On a donc P (ln ≥ η) ≥ δ pour une infinité de
n, donc on ne peut pas avoir ln → 0 p.s..
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