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1 Introdu
tion1.1 Motivations physiquesCe travail a pour but de présenter l'étude mathématique de polymères en milieu aléatoire.Les polymères sont des molé
ules 
himiques 
onstituées d'une longues suites de 
onstituants élé-mentaires (les monomères). Leur étude est très 
omplexe 
ar les 
onstituants d'un polymère in-teragissent non seulement ave
 leur environnement, mais aussi ave
 les autres 
onstituants de 
epolymère.Les modèles de polymères sont utilisés pour dé
rire de nombreux phénomènes physiques : inter-a
tion d'un polymère ave
 une interfa
e entre deux solvants, dénaturation de l'ADN, a

ro
haged'un polymère sur une surfa
e solide, 
omportement d'un polymère dans une solution hétérogène...On peut 
iter [6℄ pour donner un exemple de l'intérêt de l'étude de 
es modèles pour la physiquestatistique.
Fig. 1 � Un polymère (à monomères + ou -) à l'interfa
e entre deux solvants.

Fig. 2 � Un polymère interagissant ave
 une membrane de façon non homogène : les zones plus fon
ées représententles zones d'attra
tion.La prin
ipale question est de savoir 
omment l'intera
tion ave
 l'environnement in�ue sur laforme générale du polymère. À haute température, l'agitation thermique est forte, et le polymèrepossède une forme aléatoire non modi�ée par l'environnement, 
ar les intera
tions 
himiques peu-vent être négligées devant l'e�et d'entropie. La traje
toire du polymère est alors dite délo
alisée,
ar au
une région de l'environnement n'est plus favorable qu'une autre. À basse température, l'-e�et des intera
tions se fait beau
oup plus ressentir, et l'environnement in�uen
e très fortementla traje
toire du polymère. On parlera de traje
toire lo
alisée, 
ar le polymère aura tendan
e à seretrouver dans une région pré
ise de l'environnement, qui lui est très favorable.Il existe en fait une transition de phase entre les régimes lo
alisés et délo
alisés, 
'est-à-dire unetempérature 
ritique qui sépare 
es deux phénomènes. On souhaite alors prin
ipalement 
onnaître
ette température 
ritique, savoir 
omment elle évolue en fon
tion des paramètres du modèle. On
her
he aussi à déterminer le type de traje
toire des polymères dans le régime lo
alisé, délo
alisé,ou à la transition de phase.L'étude des 
es modèles de polymères est un sujet très a
tif depuis une dizaine d'années, à lafois parmi les physi
iens théori
iens et parmi les mathémati
iens.1.2 Cadre mathématiqueOn 
onsidère en général, pour simpli�er les intera
tions entre les di�érents monomères, queles polymères s'étendent systématiquement dans une dire
tion donnée : on parlera de polymèresdirigés. Ils peuvent être modélisés par des mar
hes aléatoires dirigées, 
'est à dire des mar
hesaléatoires dont une 
omposante est déterministe et stri
tement 
roissante.2



Les intera
tions ave
 le milieu sont représentées par des variables aléatoires asso
iées à 
haquepoint du milieu, pour donner un environnement aléatoire. On peut aussi asso
ier une variablealéatoire à 
haque monomère, pour donner dans 
e 
as un polymère de 
onstitution aléatoire. Ona alors un modèle très général représentant un polymère par une mar
he aléatoire dirigée évoluantdans un environnement aléatoire.� La mar
he aléatoire : ({Xn}n > 0,P) est une mar
he aléatoire sur le réseau d-dimensionnel
Z

d, partant de 0. La mar
he aléatoire dirigée est {Sn}n > 0 = (n, Xn)n > 0. Le polymèreévolue don
 dans un milieu de dimension 1 + d. La loi de X est notée P, 
'est-à-dire que
P(X1, . . . , XN) est la probabilité d'observer la traje
toire X1, . . . , XN .� L'environnement aléatoire : η = {η(n, x) / n ∈ N, x ∈ Z

d} est une séquen
e de variablesaléatoires qui représente le potentiel en 
haque point du milieu.Il y a don
 deux sour
es d'aléatoire : la traje
toire du polymère et l'environnement. Mais lesdeux aléas ne jouent pas le même r�le : l'environnement η est �xé une fois pour toutes, tandis quel'on étudie plut�t la 
on�guration typique du polymère X sous 
et environnement.Pour étudier la 
on�guration que va adopter le polymère plongé dans 
e milieu, on dé�nit laré
ompense d'un polymère X de taille N (i.e. d'une réalisation {Xn}n 6 N ) 
omme la somme despotentiels η(n, Xn) des points du réseau par lesquels est passée X . On la note
HN (X) = Hη

N (X) =

N
∑

n=1

η(n, Xn).Chaque traje
toire de X possède don
 une ré
ompense HN (X), qui dépend de l'environnement η(qui est �xé on le rappelle).
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Fig. 3 � Exemple d'un polymère dans un milieu aléatoire : mar
he aléatoire quel
onque en dimension d. La mar
he
olle
te toutes les variables d'environnement qu'elle ren
ontre le long de son par
ours.L'idée est que 
ette ré
ompense HN (X) donnée à une traje
toire va in�uen
er la probabilitéd'observer 
ette traje
toire : plus la ré
ompense est forte, plus le polymère aura tendan
e à adopterla 
on�guration qui donne 
ette forte ré
ompense. On peut aussi s'imaginer e−HN (X) 
omme étantl'énergie asso
ié au polymère, et se dire que plus l'énergie est faible, plus la traje
toire qui donne
ette faible énergie est probable. Pour donner un 
adre mathématique à 
ette intuition, on dé�nitla mesure de polymère asso
iée à un environnement η :
P

η
N (X1, . . . , XN ) =

1

Zη
N

eHN (X)
P(X1, . . . , XN).On a ainsi dé�ni une nouvelle mesure de probabilité P

η
N sur l'ensemble des traje
toires delongueur N de X , qui favorise les traje
toires ayant une forte ré
ompense. On a �nalement modi�éla loi de (X1, . . . , XN ) pour rendre 
ompte des intera
tions du polymère ave
 son milieu, et l'onva tenter de 
omprendre 
ette loi quand N est grand.3



Remarque 1.1. On a introduit la quantité Zη
N pour normaliser P

η
N a�n qu'elle devienne unemesure de probabilité. Ce Zη

N est appelé fon
tion de partition du système de taille N , et onverra dans la suite que son étude apporte de nombreuses informations sur le 
omportement destraje
toires de X sous la nouvelle mesure P
η
N .On remarque que 
ette mesure de polymère est elle même aléatoire, 
ar liée à une réalisation ηde l'environnement. On veut alors déterminer les 
ara
téristiques de 
ette mesure (en parti
ulierles traje
toires les plus favorisées) pour des réalisations typiques de l'environnement.On peut maintenant donner plusieurs exemples de modèles de polymères en milieu aléatoire,rentrant dans le 
adre dé
rit pré
édemment. Pour avoir une idée plus pré
ise sur les di�érentsmodèles de polymères, on peut se référer à [12℄.Exemple 1. Si les η(n, x) sont tous nuls, le polymère n'a au
une intera
tion ave
 son milieu :
'est simplement une mar
he aléatoire dirigée, et au
une traje
toire n'est privilégiée. Si les η(n, x)sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), le polymère interagit ave
 tout son milieude manière uniforme. À 
haque réalisation η de l'environnement, il peut y avoir une traje
toireprivilégiée 
ar le milieu n'est pas homogène et il y a des zones plus favorables. C'est le modèlede polymère dirigé en milieu aléatoire, qui modélise par exemple un polymère dans une solutionhétérogène.Exemple 2. On peut aussi faire interagir le polymère ave
 un autre polymère. Si on �xe Y unemar
he aléatoire, on dé�nit la ré
ompense de X 
omme le nombre de fois où X tou
he Y . C'est lemodèle dit de pinning sur une mar
he aléatoire, étudié en détail dans [12℄.
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ro
hage d'un polymère sur un autre polymère : Y est le polymère ave
 lequel X possède une intera
tion.Dans 
e modèle, l'intera
tion est déterministe. C'est le polymère Y qui est la sour
e du désordre, sa 
on�gurationétant aléatoire. À 
haque fois que la mar
he X tou
he Y , elle obtient une ré
ompense 1. On étudie, une réalisationde Y étant �xée, la 
on�guration typique de X.Dans 
e 
as, on a dé�ni η(n, x) = ηY (n, x) = 1{Yn=x}, où Y est une mar
he aléatoire sur Z

dqui dé�ni l'aléa de l'environnement. On remarque qu'i
i les η(n, x) ne sont ni indépendants, niidentiquement distribués.Exemple 3. Si les η(n, x) sont nuls pour les x non nuls, le polymère n'interagit en fait qu'ave
 laligne (n, 0) : 
'est le modèle d'a

ro
hage sur une ligne de défauts. Par exemple si les η(n, x) sontpositifs, la ré
ompense d'un polymère sera plus forte s'il tou
he souvent 
ette ligne : il est attirépar 
elle-
i. On développera 
e modèle dit de pinning [13℄ dans la se
tion suivante.Il reste maintenant à rendre 
ompte de l'in�uen
e de la température. On introduit un paramètre
β > 0 pour donner plus ou moins d'importan
e aux intera
tions ave
 l'environnement. On modi�edon
 légèrement le modèle en donnant une ré
ompense β × HN (X) au lieu de HN (X).Quand β est petit, le polymère sent beau
oup moins l'in�uen
e de l'environnement ; alors queplus β est grand, plus le désordre lié à l'environnement prend d'importan
e : β joue en fait le r�le4



de l'inverse de la température. On utilise alors 
e paramètre β pour introduire la transition dephase entre le régime lo
alisé à basse température et le régime délo
alisé à haute température. Lamesure de polymère devient don

P

η
N,β(X − 1, . . . , XN) =

1

Zη
N,β

eβHN (X)
P(X1, . . . , XN ), (1.1)et dépend maintenant du paramètre β.Le but est maintenant de 
omprendre 
omment le paramètre β et l'environnement η modi�entla loi de X , et de 
onnaître la valeur 
ritique βc de 
e paramètre, qui marque la transition entre lerégime délo
alisé et lo
alisé.2 Modèle d'a

ro
hageOn va étudier le modèle d'a

ro
hage sur une ligne de défauts de l'Exemple 3, qui est le 
as oùle polymère interagit seulement ave
 une droite.2.1 Modèle d'a

ro
hage de la mar
he aléatoire simplePrésentation du modèleOn prend i
i X = {Xn}n > 0 une mar
he aléatoire simple en dimension 1 : X0 = 0 et lesin
réments {Xn − Xn−1}n > 1 sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), symétriques,ne prenant que les valeurs +1 ou −1. La ré
ompense liée au ne point de la ligne de défautsest βωn + h, où ω = {ωn}n > 1 est une séquen
e de variables aléatoires réelles que l'on 
hoisitindépendantes et identiquement distribuées (on note P la loi de ω), et β > 0 et h sont deuxparamètres réels.Pour simpli�er les hypothèses, on utilisera ω = {ωn}n > 1 une séquen
e i.i.d. de variablesgaussiennes 
entrées de varian
e 1.PSfrag repla
ements
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ro
hage d'un polymère : on regarde la traje
toire {(n, Xn)}

n > 0. Comme la mar
he aléatoire estsimple, la 
haîne ne peut tou
her 0 qu'aux instants pairs : seuls les ω2, ω4, ω6, . . . jouent don
 un r�le. Le polymèreré
upère les ré
ompenses βωn + h à 
haque fois qu'il tou
he la ligne de défauts.Rappelons la dé�nition de la mesure de polymèrePN,ω(x0, x1, . . . , xN ) :=
1

ZN,ω
exp

(

N
∑

n=1

(βωn + h)1{xn=0}

)

P(x0, x1, . . . , xN ), (2.1)où ZN,ω est la 
onstante de renormalisation (la fon
tion de partition), 
'est-à-dire :
ZN,ω = E

[

exp

(

N
∑

n=1

(βωn + h)1{Xn=0}

)

.

]
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On note que seuls les instants de retour τk de la mar
he X en 0 sont importants. Notons
τ0 := 0, τ1 le temps de premier retour en 0, et pour j > 1, τj := inf{n > τj−1 / Xn = 0} lesinstants su

essifs de retour en 0. On notera aussi n ∈ τ pour dire qu'il existe un j tel que τj = n.La ré
ompense d'une traje
toire de X dépend don
 uniquement de la séquen
e τ = {τ0, τ1, . . .} :
∑

(βωn + h)1{Xn=0} =
∑

(βωn + h)1n∈τ .Remarque 2.1. On possède de nombreux résultats sur la mar
he aléatoire simple en dimension
1, et on 
onnaît notamment bien la loi de la séquen
e τ = {τ0, τ1, . . .}. En parti
ulier, on sait quela séquen
e {τi − τi−1} est i.i.d., et aussi que ([9℄, Ch. III)

P(τ1 = 2n)
n→∞∼ 1√

4πn3/2
(2.2)Il est aussi par exemple 
onnu que le nombre moyen de passages de X en 0 avant le temps N estde l'ordre de √

N .La formule (2.1) s'exprime don
 aussi uniquement en fon
tion de la séquen
e τ = {τ0, τ1, . . .} :dPN,ωdP (x) :=
1

ZN,ω
exp

(

N
∑

n=1

(βωn + h)1n∈τ

) (2.3)où
ZN,ω := E

[

exp

(

N
∑

n=1

(βωn + h)1n∈τ

)] (2.4)On voit ainsi que le modèle de (2.1) est juste un 
as parti
ulier du modèle 2.3 ave
 τ un pro
essusde renouvellement dis
ret.Donnons au passage la dé�nition d'un pro
essus de renouvellement dis
ret :Dé�nition 2.2. Un pro
essus τ = {τ0, τ1, τ2...} est appelé pro
essus de renouvellement dis
retsi τ0 = 0, et si les (τj+1 − τj)j > 0 sont i.i.d. (don
 de même loi que τ1), à valeurs dans N. Onappellera l'instant τn un renouvellement, ou un point de renouvellement, les (τj+1 − τj) les tempsinter-arrivées, et les {τj + 1, . . . , τj} des ex
ursions (en référen
e à la mar
he aléatoire).Remarque 2.3. On va don
 désormais oublier que l'on a a�aire à une mar
he aléatoire simple,et on va simplement penser à un polymère qui s'a

ro
he en 0, dont on ne 
onnaît que la loi inter-arrivée P(τ1 = n). On notera d'ailleurs K(n) = P(τ1 = n). On va de plus faire quelques hypothèsessur 
ette loi K(.) : on suppose que� K(.) est une probabilité : ∑n K(n) = 1.� on 
onnaît le 
omportement asymptotique de la loi inter-arrivée :
K(n)

n→∞∼ cK

n1+α
, (2.5)où cK est une 
onstante, et α > 0 un paramètre. On note qu'il est 
onnu (par exemple dans[18℄) que dans le 
as de la mar
he aléatoire simple en dimension 1 (resp. en dimension d),

α = 1/2 (resp. d/2).Suivant les paramètre β et h, les types de traje
toires observées sont opposés. Prin
ipalement,en dehors des points 
ritiques, il existe deux 
omportements tout à fait di�érents sous PN,ω, quand
N est grand (voir la Figure 6) :� Traje
toire délo
alisée : le nombre moyen de passages en 0 de X est beau
oup plus petit que√

N , 
e qui signi�e que la traje
toire est plut�t loin de la ligne de défauts.� Traje
toire lo
alisée : le nombre moyen de passages en 0 de X est de l'ordre de N : il y a unedensité positive de retours en 0, et la traje
toire est pro
he de la ligne de défauts.Ces deux 
omportements sont don
 di�érents de 
elui de la mar
he aléatoire simple, qui passe enmoyenne √
N fois en 0. 6



PSfrag repla
ements
0

0

Xn

Xn

n

nFig. 6 � Exemple de traje
toires délo
alisées et lo
alisées. Dans le premier 
as, la traje
toire est délo
alisée : lepolymère ne passe pas beau
oup de temps près de la ligne de défauts. C'est le 
as par exemple si beau
oup de
βωn +h sont négatifs, 
e qui a pour e�et de repousser le polymère. Dans le deuxième 
as, la traje
toire est lo
aliséeprès de la ligne de défauts, 
e qui arrive si la ligne est plut�t attra
tive. On peut remarquer que le désordre pousseà la lo
alisation. Par exemple si h < 0, la ligne est en moyenne répulsive (la moyenne des βωn + h est stri
tementnégative), et on pourrait penser que la traje
toire sera délo
alisée. Mais si β > 0 est très grand, il y a quand mêmebeau
oup de sites pour lesquels βωn + h est positif, et qui sont don
 attra
tifs. Le polymère est alors lo
alisé, en"
iblant" la ligne de défauts à 
es points attra
tifs.Énergie libreDé�nition 2.4. On dé�nit l'énergie libre F (β, h, ω) du système :

F (β, h, ω) = F (β, h) := lim
N→∞

1

N
log ZN,ω.Remarque 2.5. Cette dé�nition fait à la fois o�
e de théorème, 
ar l'existen
e de 
ette limite n'estpas immédiate. On montre en fait ([12℄ Ch 1.7) que F (β, h) existe P−p.s. et est non aléatoire. Celasigni�e que quelle que soit la réalisation ω de l'environnement 
hoisie (ou plus pré
isément, 
hoisiedans un ensemble de probabilité 1), l'énergie libre existe, et ne dépend pas de 
ette réalisation ω.On a don
 aussi

F (β, h, ω) = F (β, h) = lim
N→∞

1

N
E log ZN,ω.

PSfrag repla
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Fig. 7 � Forme de l'énergie libre, à β > 0 �xé.On 
onnaît quelques propriétes de l'énergie libre F , 
omme le fait que F soit 
onvexe, et
roissante en h et en β. On sait aussi que pour h très négatif, F (β, h) = 0. On a ainsi une idée du
omportement de l'énergie libre.On a ainsi, grâ
e à la forme de l'énergie libre (voir la Figure 7), l'existen
e d'un point 
ritique
hc = hc(β), tel que pour h < hc on ait F (β, h) = 0, et pour h > hc on ait F (β, h) > 0.7



Remarque 2.6. Fra
tion de 
onta
t :L'étude de l'énergie libre peut paraître sans grand intérêt par rapport à l'étude du phénomène delo
alisation/délo
alisation, mais un petit 
al
ul montre que F est dérivable par rapport à h, saufpeut-être au point 
ritique, et que l'on a
∂hF (β, h) = lim

N→∞

1

N
EN,ω

[

N
∑

n=1

1n∈τ

]

. (2.6)La dérivée par rapport à h de l'énergie libre représente don
 la densité de 
onta
ts entre X et laligne de défauts, sous la mesure modi�ée PN,ω. On note don
 que quand h < hc(β), F (β, h) = 0,on a ∂
∂hF (h) = 0, et la proportion de 
onta
ts X et la ligne de défauts tend vers 0 quand N → ∞.La densité de 
onta
ts est nulle : il y a délo
alisation. Par 
ontre, si h > hc(β), alors F (β, h) > 0,et la dérivée est aussi stri
tement positive. La densité de 
onta
ts est don
 stri
tement positive : ily a lo
alisation. L'étude de l'énergie libre permet don
 bien de 
omprendre la transition de phaseentre le régime lo
alisé et délo
alisé.2.2 Considérations sur le modèle : r�le du désordreModèle homogèneLe modèle homogène est le modèle où il n'y a pas de désordre : β = 0, et les ré
ompenses �xéesà 
haque point de la ligne de défauts sont déterministes. On aPN,h(x0, x1, . . . , xN ) :=

1

ZN,h
exp

(

h
N
∑

n=1

1n∈τ

)

P(x0, x1, . . . , xN ),où ZN,h = E

[

exp

(

h

N
∑

n=1

h1n∈τ

)]Dans 
e 
as, on 
onnaît très bien le 
omportement de l'énergie libre F (h) = F (0, h). On sait parexemple que le point 
ritique est hc(β = 0) = 0, et on 
onnaît le 
omportement de F près du point
ritique en fon
tion de la valeur de α :Théorème 2.7 ([12℄ (Ch.2)). Le 
omportement au voisinage du point 
ritique est donné par :
F (h)

h→0+

∼
{

c1h si α > 1

c2h
1/α si α < 1

(2.7)Le 
as α = 1 est aussi 
onnu, mais un peu plus lourd à énon
er. On a ainsi l'exposant 
ritique
max(1, 1/α), qui donne le 
omportement de l'énergie libre près du point 
ritique.Par exemple, dans le 
as de la mar
he aléatoire simple en dimension 1, on a α = 1/2, don

F (h) ∼hց0 ch2.Connaître l'exposant 
ritique s'avère utile d'un point de vue physique, 
ar on sait alors de quelordre est la transition de phase. Par exemple, si la transition de phase est d'ordre 1 (exposant
ritique 1), il y aura un saut dans la dérivée de l'énergie libre, et don
 un saut dans la densité de
onta
t.Modèles Quen
hed et AnnealedLe modèle quen
hed est le modèle que l'on a introduit dans la se
tion pré
édente, qui est le 
asoù l'on a �xé la réalisation ω de l'environnement, pour étudier la fon
tion de partition ZN,ω.8



Le modèle annealed, quant à lui, 
onsiste à étudier Zann
N := EZN,ω, la moyenne sur le désordrede la fon
tion de partition. On a

Zann
N = EZN,ω = E exp

(

(h +
β2

2
)

N
∑

n=1

1n∈τ

)

, (2.8)où on a utilisé l'indépendan
e des (ωn)n > 1, et le fait que E[eβωn ] = eβ2/2 (en supposant que
ωn ∼ N (0, 1)). Ainsi, Zann

N est la fon
tion de partition d'un modèle homogène (
'est à dire sansdésordre), de paramètre h + β2/2.On 
onnaît don
 l'existen
e d'un point 
ritique annealed hann
c , sa valeur hann

c (β) = −β2/2, etl'exposant 
ritique de l'énergie libre annealed.On a de plus une relation entre les modèles annealed et quen
hed, grâ
e à l'inégalité de Jensen :
F (β, h) := lim

N→∞

1

N
E log ZN,ω 6 lim

N→∞

1

N
log EZN,ω = F ann(β, h). (2.9)On a don
 F (β, h) 6 F ann(β, h), d'où hc(β) > hann

c (β)Il est intéressant d'étudier le modèle annealed, même si son intuition physique n'est pas évidente.En e�et, si l'on 
ompare les modèles annealed et quen
hed, on aura une idée du r�le du désordre :on peut savoir si, ave
 une probabilité non négligeable, deux environnements ω peuvent donner des
omportements très di�érents pour le polymère.Il se peut en e�et que 
ertaines réalisations de ω soient extrêmement favorables, et que 
elarende Zann
N très grand, et don
 que log Zann

N soit beau
oup plus grand que les valeurs typiques de
log ZN,ω. Dans 
e 
as, les modèles quen
hed et annealed ont des 
omportements di�érents. On aura
F ann(β, h) > 0, alors que F (β, h) = 0, et les points 
ritiques quen
hed et annealed sont di�érents :
hc(β) > hann

c (β).Une autre idée intéressante est de 
omparer les exposants 
ritiques quen
hed et annealed. Onpeut ainsi savoir si le désordre "adou
it" la transition de phase entre le régime lo
alisé et le régimedélo
alisé.É
art entre les points 
ritiquesOn étudie don
 si l'inégalité hc > hann
c est stri
te ou non, pour un désordre faible (quand β estpetit), a�n de savoir à quel point le désordre possède une in�uen
e sur la mesure de polymère.Si hc = hann

c , le désordre est dit non pertinent, alors que si hc > hann
c , le désordre est ditpertinent. Le 
ritère de Harris (à l'origine pour le modèle d'Ising [17℄, puis appliqué pour la premièrefois à 
e modèle dans [10℄) donne un résultat heuristique, qui n'est en rien une démonstration, maissimplement une idée de 
e que l'on espère :

{Si α > 1/2 le désordre est pertinentSi α < 1/2 le désordre est non pertinent
(2.10)On remarquera que le 
ritère de Harris ne traite pas du 
as α = 1/2, qui est le 
as de la mar
healéatoire simple en dimension 1 !2.3 RésultatsOn 
ite i
i les résultats 
omplets pour le modèle de pinning, dans le 
as où le désordre ω estgaussien :Théorème 2.8 ([1, 8, 14℄). É
art entre les points 
ritiques :Si α > 1/2, alors hc(β) > hann

c (β), et le désordre est pertinent. On a de plus une estimation del'é
art entre les points 
ritiques : 9



1. Si α = 1/2, il existe deux 
onstantes c1 et c′1 telles que, pour β 6 1

e−c1/β2

> hc(β) − hann
c (β) > e−c′1/β42. Si α > 1/2 et α 6= 1, il existe deux 
onstantes c2 et c′2 telles que, pour β 6 1

c2β
max{2α/(2α−1), 2}

> hc(β) − hann
c (β) > c′2β

max{2α/(2α−1), 2}On a laissé de 
�té le 
as α = 1, qui est plus lourd à énon
er.Si 0 < α < 1/2, alors il existe β0 > 0 tel que hc(β) = hann
c (β) pour β 6 β0, et le désordre est nonpertinent. On sait aussi que les exposants 
ritiques sont les mêmes.Tous 
es résultats sont en fait démontrés ([15℄) ave
 des hypothèses un peu plus faible sur ledésordre ω, mais en gardant l'indépendan
e des (ωn)n > 1.On a aussi un résultat 
on
ernant l'exposant 
ritique ([16℄), qui 
on�rme que pour α > 1/2,le désordre "lisse" la transition de phase. On ne 
ite i
i que le 
as où α > 1, qui montre que latransition de phase pour le modèle quen
hed est au moins du se
ond ordre, alors qu'elle était dupremier ordre pour le modèle annealed :Théorème 2.9. Pour tout 0 < β < ∞, il existe 0 < c(β) < ∞, telle que pour tout 1 6 α < ∞,

F (β, h) 6 αc(β)(h − hc(β))2,pour h > hc(β).On possède des résultats analogues ([4℄ et [3℄) dans le 
as du modèle de pinning sur une mar
healéatoire dans Z
d (Exemple 2), en remplaçant α par d/2 (
omparer ave
 la Remarque 2.3).2.4 Modi�
ation possible du modèleCes résultats sont très ré
ents, et 
e domaine de re
her
he évolue très rapidement, mais il ya en
ore de nombreux problèmes ouverts. On peut notamment reprendre le modèle de pinningétudié 
i-dessus, et se demander 
e qu'il se passe quand le désordre ω = (ωn)n > 1 n'est plus uneséquen
e i.i.d., mais s'il existe une 
orrélation entre les di�érents ωn. D'un point de vue physique,
e
i 
orrespond au 
as où les molé
ules 
himiques qui interagissent ave
 le polymère interagissentaussi entre elles.On se demande par exemple, suivant la nature de la 
orrélation, 
omment est modi�ée latransition de phase. On peut se poser plusieurs questions :1. Les points 
ritiques sont-ils modi�és ? Est-
e que la 
orrélation rend le phénomène de lo
ali-sation plus fa
ile ?2. Qu'en est-il de l'exposant 
ritique ? Observe-t-on le même type de transition que dans le 
asoù le désordre est non 
orrélé ?3. La dernière question est de savoir si le 
ritère de Harris (2.10) est 
hangé, et 
omment. Ons'attend à 
e qu'il soit e�e
tivement modi�é si les 
orrélations sont à longue portée, et que lavaleur marginale α = 1/2 soit rempla
ée par une autre valeur qui dépend expli
itement dela forme des 
orrélations.On espère don
 résoudre 
e modèle, et de dire 
omment le modèle ave
 un désordre non 
or-rélé est modi�é, en fon
tion de la forme des 
orrélations (notamment la vitesse à laquelle ellesdé
roîssent). J'étudierai le 
as de 
orrélations qui dé
roissent en puissan
e (ave
 un 
ertain ex-posant ξ), le but �nal étant de donner un 
ritère du même type que le 
ritère de Harris et d'iden-ti�er une valeur seuil αc(ξ) telle que les propriétés 
ritiques du modèle sans désordre (β = 0) etave
 désordre (β > 0) sont les mêmes si et seulement si α < αc(ξ).10
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