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Résumé

Le modele stochastique de Vicsek a pour but d’étudier le mouvement de particules
auto-propulsées, et s’applique dans le domaine de la biologie au mouvement de certains
groupes d’animaux, comme les bancs de poissons ou les nuées d’oiseaux, ou chaque indi-
vidu du groupe d’animaux représente une particule. Ce travail consiste a étudier 'article
de F. Bolley, J.A. Canizo, J.A. Carrillo [1]. Dans cet article, on passe d’une description in-
dividuelle du phénomene a un modele correspondant & une échelle supérieure. C’est a dire,
on passe d’un systeme d’équations régissant le mouvement de chaque individu a des équa-
tions aux dérivées partielles portant sur des fonctions de la distribution de I’ensemble des
particules. Nous allons donc reprendre cette démarche, en reformulant d’abord le modéle,
puis en introduisant les outils de calcul stochastique nécessaires a 1’étude de ce probleme,
pour déduire des équations simples régissant notre modele simplifié et finalement revenir
a celui présenté dans ’article.
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1 Présentation du probleme

Notre étude a pour but de simuler un phénomene issu des domaines de la physique ou de
la biologie. Nous partons donc de certaines contraintes que nous allons respecter tout au long
de I’étude.

Nous voulons que notre modele contienne les éléments suivants :

— D’abord, nous faisons I'hypothese que toutes les particules se déplacent a une méme

vitesse constante.

— Nous voulons que 'orientation du déplacement de chaque particule soit conditionnée par
celle de ses voisines. L’idée est de faire en sorte que chaque particule s’aligne avec ses
voisines, en réalisant une moyenne en quelque sorte.

— Finalement, nous voulons que cette réorientation se fasse avec un certain bruit pour
simuler les conditions réelles biologiques ou physiques.

On fixe d > 1 la dimension de notre R-espace euclidien dans lequel nous travaillerons. Les
particules sont supposées se déplacer a vitesse constante, et l'orientation de chaque particule
est conditionnée par celle de ses voisins. Ainsi on a pour une particule donnée un processus
stochastique a temps continu (X, V;);>o a valeurs dans R? x S%! qui correspond & la position
et a la vitesse de la particule. Quitte a renormaliser, on peut supposer que la norme du vecteur
vitesse (qui est supposée constante a tout moment et pour toute particule) vaut 1, et ¢’est pour
cela que le processus (V;)¢o est & valeurs dans la sphere S91. Ainsi les vecteurs vitesse pourront
désormais étre associés a l’orientation de l'individu. Si on s’intéresse au comportement de N
individus, la famille (X% V*);<;<n vérifie alors un systéme d’équations différentielles couplées.
En effet les variations des vecteurs vitesses sont liées entre elles. On suppose que 'orientation
d’une particule tend a se rapprocher vers une orientation moyenne obtenue en pondérant d’une
certaine fagon celle de ses voisins . Pour cela on définit un vecteur J, fonction de la distance
et de 'orientation des diverses particules, qui représente la direction vers laquelle tendent les
vitesses de nos particules.

Pour comprendre l'intérét du vecteur J, nous allons considérer d’abord un modele détermi-
niste. On suppose que nous avons un vecteur (fonction de t) Q(t) € R? vers lequel on veut faire
tendre nos vecteurs vitesses V?. Si on se place sur R, notre équation peut s’écrire simplement,
pour un certain parametre A > 0 :

avi

= AV - Q)

Cependant on veut que nos vecteurs représentent juste 'orientation des vitesses de nos par-
ticules. Ainsi on cherche a garder nos vecteurs V; sur la sphére S?!. Nous considérons alors
Q € S%! orientation vers laquelle on veut faire converger nos orientations V¢. Nous devons
prendre alors la composante tangentielle de la facon suivante : on définit V% I’espace ortho-
gonal a notre vecteur V*, et Py.1 la projection orthogonale sur cet espace.

dv'

e APy (VE=Q(b)) = APyis (L))

Il nous faut maintenant choisir un vecteur 2 approprié. Nous voudrions prendre directement
Q(t) = J(t) avec J(t) = & Yy V', pour retrouver en quelque sorte I'orientation moyenne. Mais
ce vecteur n’est pas de norme 1. Il faudrait donc diviser par la norme de J. On reprend alors
I'équation précédente ou le parametre A devient variable : A(t) = Ao||J(2)]| (Ao > O constante).

Ainsi on peut poser Q(t) = % et ainsi on a :



dv'?
dt

L’avantage de choisir cette expression, par rapport a une expression ou on divise par la
norme de J, est qu’on retrouve un coefficient lipschitzien par rapport a ¢ alors que si on divisait
par la norme ce ne serait plus le cas. Et nous aurons besoin de cette propriété par la suite.

Une fois obtenues des équations régissant la réorientation des vecteurs vitesse a valeurs dans
la sphere S, on s’intéresse a la présence du bruit. Celui-ci est représenté par un terme associé
& mouvement Brownien (B;);>o & valeurs dans R? dans 1'équation régissant P'orientation du
vecteur vitesse.

On obtient ainsi les ingrédients d'un possible modele pour notre systeme : nous n’avons
que esquissé ce qui pourraient étre des facons d’interpréter les équations qui suivent, et qui
nous permettent en méme temps de comprendre comment simplifier le modele de D'article
suivant notre intuition. Nous avangons aussi un résultat qui découle de cette intuition : quand
le nombre de particules N tend vers +oo, on devrait observer que les vitesses des particules
sont décorrélées, c’est a dire que les lois de chaque processus de la vitesse de chaque particule
sont indépendantes.

= A(#) Pyt () = MoPyis (J(1))

1.1 Interprétation du systeme différentiel stochastique

On peut alors présenter le premier systeme d’équations établi dans I'article. Pour 1 <¢ < N,
dX! = Vidt

A o | 1
dVi = Py {J((Xg)j, (Vt])j)}dt + PyusodB M)

On suppose que les mouvements Browniens (B});<;<y sont indépendants entre eux. Nous
allons en premier lieu bien analyser le sens de chacun des termes de ce systeme différentiel
stochastique. Nous verrons ensuite quelles hypotheses simplificatrices nous pouvons réaliser
tout en gardant 1’essence du probléme.

Pour ce qui est des conditions initiales (X}, Vi )1<;<n , on considére que ces variables aléa-
toires ont la méme loi (non uniforme) sur R? x S9!, et sont indépendantes entre elles.

Il faut tout d’abord signaler que le caractere stochastique de ce systéeme provient du bruit
représenté par un mouvement brownien. Les équations différentielles font intervenir non pas
des fonctions de la variable réelle, mais des processus stochastiques a temps continu. La pre-
miere difficulté consiste a déterminer le sens du terme PV# o dB;. Ceci correspond a I’écriture
différentielle de I'intégrale stochastique de type Stratonovich.

Notre but est de représenter un bruit lors de la réorientation du vecteur V', et pour cela
étant donné qu’il est a valeurs dans la sphere, il nous faut ’équivalent du mouvement Brownien
sur la spheére. La projection du mouvement Brownien de R? sur la spheére d’apres I'intégrale de
Stratonovich est un moyen de le faire, cela résulte de I’étude du mouvement Brownien sur des
variétés différentielles que nous ne traiterons pas ici. Pour vérifier que ce résultat est cohérent,
il faudra vérifier que les solutions de ce systeme différentiel vérifient bien pour tout 1 <i < N,
V|| = 1. Plus précisément, il faut que les normes des vecteurs soient égales a un lorsque
les conditions initiales vérifient 1 < ¢ < N, ||V{|| = 1. En effet les processus stochastiques
(X, Vi) i<icn, 10 sont & valeurs dans RY x R? & priori.

Ainsi nous étudierons les solutions de ce systeme différentiel stochastique, nous regarderons
le comportement de chaque particule lorsque N — +00, nous établirons des équations portant
sur la loi des vitesses des particules.



1.2 Simplifications

Dans la suite du probléeme nous laisserons de coté la dépendance spatiale de J, de sorte
que I'étude se centre sur 'orientation des particules. On peut donc se représenter le probleme
par N processus stochastiques a valeurs dans la sphere unité dont le mouvement est régi par
I’équation différentielle de V}' dans . De plus, on reprend l'idée d'un vecteur J moyenne des
N vecteurs V' de notre systéme. Finalement on travaille avec le systéme différentiel :

AV = Py J((V/);) dt + Py 0 dB

, N 2
Jo= IV = SV .

Pour obtenir nos premiers résultats, on peut encore simplifier le probleme en se restreignant
a des vecteurs dans le plan, c¢’est a dire d = 2. On reprend d’abord le cas déterministe.

Chaque vecteur V;' est déterminé par un angle © de sorte que V;i = €. Ainsi on obtient
'équation différentielle dO° = ((— sin ©")J, + (cos @i)Jy) dt qui est non bruitée. On rajoute
alors un mouvement Brownien pour représenter le « bruit » :

de = ((— sin ©)J, + (cos @)Jy) dt + odB,

avec o constante représentant I'intensité du bruit.
On peut alors réécrire les équations :

dO! = (= J;,.sin O + J; . cos O) dt + odB; avec o > 0 l'intensité du mouvement Brownien
1 &L e
Jt — Z 6291 — Jt,:p + th,y
N =
(3)

avec (B}, -+, BY) N mouvements Browniens indépendants.

Ainsi le passage de ’équation non bruitée a I’équation bruitée sur R se fait simplement en
sommant un mouvement Brownien réel. Par contre, pour les dimensions supérieures, il faudra
définir un mouvement Brownien sur la sphére (et non pas que sur R?) afin de simuler le bruit
dans la réorientation.



2 Calcul différentiel stochastique

Dans cette section nous allons développer les outils de calcul stochastique qui vont nous
permettre de travailler avec des équations différentielles bruitées. L’intégrale stochastique d’Ito
est I’élément principal du calcul stochastique, et grace a 'outil puissant qu’est la formule d’Ito
nous déduirons la plupart de nos résultats.

Cependant, 'approche physique et biologique du probleme fait que la mise en équation du
systeme soit plus naturelle avec I'intégrale stochastique de Stratonovich. C’est celle qui apparait
dans le systeme . La définition de ce type d’équation différentielle stochastique et son lien
étroit avec l'intégrale d’'Ito seront étudiés en quatrieme partie. Finalement, nous pourrons ainsi
définir les équations différentielles stochastiques (EDS) et étudier les propriétés d’existence et
d’unicité des solutions.

Le but de cette section étant d’introduire les notions principales de calcul différentiel sto-
chastique, les preuves des différentes propositions ne seront pas rédigées dans le texte. Pour
cela, on fait référence a [2], [3], [4].

2.1 Intégrale d’It6

Nous allons donner sans démonstration les énoncés qui permettent de définir correctement
I'intégrale d’Itdé d’un processus stochastique, ainsi que certaines de ses propriétés.

On considere un espace de probabilité (€2, F,P) muni d’un mouvement Brownien (B;):>o et
de sa filtration canonique associée (F;);>o. On définit 'ensemble V' des processus réels (X;)i>o
tels que :

— (X¢)t>0 est (Fi)i>o mesurable (Il est alors dit adapté)

- (t,w) = X(t,w) est B® F mesurable ou B est la tribu borélienne de R (Il est alors dit

mesurable)

~ JSPE[X?)dt < o0

De plus, un tel processus X € V est dit simple s’il existe (¢,)nen suite croissante de réels
positifs telle que X (t,w) = k>0 Mk (W)Lt b, [(t) avec (ni)k>o variables aléatoires réelles.

Définition 2.1. Pour X € V simple, on pose :

| X(@0aB, = lim 3" (B, - By)

k<n
ou la limite est prise dans L*(IP).

On généralise la notion d’intégrale d’Itd6 au processus dans V' en approchant tout processus
de V' par des processus simples dans un certain sens.

Proposition 2.1. Pour tout X € V,3(X,,), € VN simples tels que [ E[(X—X,)?] dt —

n——+oo
0

Définition 2.2 (Intégrale d’It6). Pour X € V , soit (X,,), € VN simples vérifiant la limite
précédente, alors lintégrale d’Ito de X est définie par

/ “ X(t)dB, = lim / ~ X, (t)dB,
0 n—o0 0

ot la limite est encore prise dans L*(P).



On définit aussi I'intégrale dans le segment [a,b] en multipliant I'intégrande par 1.

Proposition 2.2. Soit X € V |, on a
1. E[(Jy7° X (t)dB;)? = [;F° E[X?] dt (Isométrie d'Ito)
2. L’intégrale d’Ito vérifie la propriété de Chasles pour les intégrales et elle est linéaire.

3. (fy X(8)dBy)i>0 est une (Fy)i=0 martingale. En particulier, son espérance est nulle.

On peut aussi définir U'intégrale d’It6 pour des processus & valeurs dans M, ,(R) matrices
réelles de dimension d X p.

Pour cela on considére un mouvement Brownien de dimension p , (By)i>0 = (B}, ..., BY )i>0
et on définit 'ensemble V4P des processus X (t) = (Xi,j (t))lgigd tels que X ;(t) pour {Z:=7 est
1<5<p o

un processus dans V.

Définition 2.3. Soit X € V, on définit l’intégrale d’It6 multi-dimensionnelle par
+oo p +oo )
(/ X(1)dB,); = Z/ X,,dB] powrl<i<d (4)
0 =10

Si on note maintenant, pour Y € V| X, = f(f Y,dB,, on peut maintenant écrire dX; = Y;dB;.
C’est avec cette forme différentielle qui n’est définie qu’a partir de l'intégrale d’It6 sur un
segment que nous travaillerons par la suite.

Une derniere définition avant d’énoncer la formule d’Ito.

Définition 2.4 (Processus d’'Itd). Soit h € V' et (g(t))i>0 un processus adapté tel que pour tout
t > 0 on a P-presque sirement [} |g(s)| ds < +oo Alors le processus dX; = g(t)dt + h(t)dB; est
bien défini et est appelé processus d’Ito6.

On peut montrer que les processus (tB;);>o et (B?);>0 sont des processus d’Tto.
Les processus d’'Itd permettent ensuite de définir les équations différentielles stochastiques
en posant dX; = g(X(t),t)dt + h(X(t),t)dB;.

2.2 Formule d’It6
On peut maintenant annoncer la formule d’Itd qui est la base du calcul stochastique.
Théoréme 2.3 (Formule d’'Itd). Soit dX; = g(t)dt + h(t)dB; processus d’Ito, et
F:RxR, - R de classe C*(R,R,)

Soit alors Y (t) = F(X(t),t). C’est un processus d’Ito et il vérifie la formule

Y (t) =Y(0) + /Ot <%ZZ(X(5),S) + ZZ(X(S), s)g(s) + ;((;:;};(X(s), s)hz(s)> ds

tOF
+ /0 S (X(s),5)h(s)dB,

On peut la réécrire de la facon suivante :

8F 8F 182F 2
dY, = - (X(0).0)dt + - (X(1),)dX; + 5o (X(0),)h()dt



Il est possible de donner une explication intuitive a la formule : elle correspond a un déve-

loppement limité de F' , sachant que le mouvement Brownien (B;);>o est de l'ordre de \/z_f, on
9°F

peut comprendre I'apparition du terme en 5.

On énonce a la suite la formule d’It6 multi-dimensionnelle.

On consideére que (By)¢>o est un mouvement Brownien de dimension d. On a G processus
adapté & valeurs dans R? tel que pour tout ¢ > 0 on a P-presque stirement [ |G(s)|| ds < 400,
et H € V%4 (de sorte a avoir 1'équivalent multi-dimensionnel du processus d’Itd).

Théoréme 2.4 (Formule d’It6 multidimensionnelle). Soit dX; = G(t)dt + H(t)dB; processus
dTto, et
F:RxR, =R de classe C*(R,R})

Soit alors Y (t) = F(X(t),t). C’est un processus d’Ito et il vérifie la formule

Y(t) = Y(())_|_/Ot (aaf(X(s), s) + DF(X(s), S)G(S)"—; Z;l 035%()((8)’ s) ; hi’l(s)hj’l(s)>ds

N /0 "DF(X(s), s)H(s)dB, (5)

Ou DF est la Jacobienne de F par rapport a la premiere variable.

2.3 Existence et unicité des solutions aux EDS

Avant de définir les théoremes d’existence et unicité, nous allons définir ce qu’est une solution
forte a une EDS.

Définition 2.5. Soit dZ; = g(Z;, t)dt + h(Z;, t)dB; une équation différentielle stochastique avec
Zy variable aléatoire initiale. On dit que le processus (Xi)i>o est une solution forte de I’EDS
s’il vérifie

— Le processus est adapté, continu, et est un processus d’Ito

-P(Xo=2p) =1

— Awvec probabilité 1,

t t
VEZ0, Xo=Xo+ [ g(X,s) ds+ [ (X, s)dB,
0 0

On peut alors établir un théoreme d’existence et unicité des solutions d’équations différen-
tielles stochastiques.

Proposition 2.5 (Unicité). Soit dZ; = g(Zy, t)dt + h(Z, t)dB; une équation différentielle sto-
chastique avec Zy variable aléatoire. Supposons que g et h sont continues du couple, localement
lipschitziennes par rapport a la premiere variable. Si I’EDS admet une solution forte, alors
celle-ci est unique.

La condition de localement lipschitzienne se traduit par : Pour tout compact K € R¢, il
existe My > 0 tel que pour tout x,y € K,t >0,

lg(z, ) = g(y, )l + Az, 1) = hly, )| < Mx[lz = yl|

Démonstration. Soient X, X deux solutions fortes & PEDS. On définit le temps d’arrét pour
n>0:
T, = inf{t >0, || X;|| > n}



et de facon analogue on définit 7, pour X, et on pose 7, = T, AT,. Comme X, X sont continues
bornées, on a P-ps, 77 —, 1o +00. Comme X, X sont solutions fortes, on a P-ps, pour tout
t>0,

X(tnm) = X am) = [ (gXs) oK) dst [ (h(Xers) ~ BT, 5))dB,
On a ainsi, vu que (a + b)* < 2(a? + b?),
E[[lX(tA T*) — XA
<2 B[ [ (9(X05) ~ oK) dslP 4 I [ (X ) — B(Ke DB

<2E[( [ 19X 9) — (%, )] ds) ] +2 B[ [

Par l'isométrie d’Ito. Or les domaines d’intégration sont choisis de sorte que X X soient de
norme inférieure ou égale a n. On a donc M,, > 0 tel que [|g(X, s) — g(X, s)[| < M, [| X — X
et ||h(Xs, s) — h( X, 8)|| < M,||Xs — Xs|| pour tout 0 < s < (¢ A7}). Do, on a

(h(Xs, 8) = h(X., 5)|ds|

B[IX( A7) — X AT
AT ~ 2 AT ~
ng[(/O M, |[X, — X, ds) ]+2E[/0 M2 X, — X,||%ds]

< 2M§E[(/OW:‘ 1X, — X, ds)’] + 202 /OW; E[||X, — X,|?]ds

Or par Cauchy-Schwarz, E[(f&”n 1 X, — X ds) } Jinma tQE{HX — X, } s
Si on considere T' > 0 tel que t soit borné par T', alors on conclut

E[[X(EAT) = X (AT
< 2M2T? /OtE[HXS — X,|?]ds + 202 /OtE[uXS — X.||ds

; 2}als

t ~ t ~
< 2M3T2/ E[[| Xonry — Xanry %] ds + QMZ/ E[[| Xonry — X
0 0

t ~
< OMA(T? + 1)/ E[[[Xonr; — Kones[I?] ds
0

Par le lemme de Gronwall, on conclut que sur [0,T] on a X(t A 7%) = X(t A 7*) P-ps. Ceci
étant pour tout 7' > 0, on a P-ps I'égalité pour tout ¢ réel. Ensuite en faisant tendre n vers
I'infini on conclut que X = X P-ps. D’ou 'unicité. O

On va maintenant donner une condition pour avoir 1’existence dune solution forte.

Proposition 2.6 (Existence). Soit dZ; = g(Z;,t)dt + h(Z;,t)dBy une équation différentielle
stochastique avec Zy variable aléatoire de carré intégrable. Supposons qu’il existe K > O tel que
pour tout z,y € RY, t >0, on a

lg(a,t) = gy, DIl + 1h(z, ) = h(y, ]| < K|z = y]|
lg(z, )l + [[h(z, )| < K (1 + [=]])

Alors il existe une solution forte a I’EDS.



3 Etude du modéle

Les outils stochastiques que nous venons d’introduire vont nous permettre de travailler avec
notre modele simplifié. En premier lieu nous appliquerons le théoreme d’existence et unicité
a notre modele, puis nous verrons 1’équation de Fokker-Plank pour une équation différentielle
stochastique générale, analogue a celle de notre modele simplifié mais qui ne peut pas s’adapter
directement au cas ou nous avons /N particules. Nous reprendrons donc les calculs sur le N-uplet
(O, .-+, ©%) pour obtenir une équation de Fokker-Plank sur le N-uplet. Par contre le phéno-
mene de couplage nous permettra de déduire une limite de champ moyen de nos particules :
quand N — 400, le vecteur J va tendre vers une certaine fonction de sorte que nos particules
vont suivre une équation différentielle stochastique « limite » . Et dans ce cas nous pourrons
déduire la loi de ce processus limite vers lequel tend chaque particule.

La référence a suivre pour cette partie est [5].

3.1 Existence et unicité de notre EDS

On va d’abord travailler sur le cas simplifié de la dimension d = 2, et pas sur le cas quel-
conque en dimension d > 3. On rappelle notre modeéle pour N particules , ol les processus
sont a valeurs réelles en ayant associé a chaque point du cercle unité du plan I'angle © corres-
pondant :

de; = ((—sin@%)Jt,m - (cos@%)Jny) dt + cd B}

dON = ((=sin®N) Jio + (cosON)Jyy ) dt + 0dBY et Jy= £ N, e

avec (Bl,---,BYN) N mouvements Browniens indépendants. Tous les ©f ont la méme loi
(supposée non uniforme) et sont indépendants entre eux. Ils sont a valeurs dans R, au lieu
d’étre a valeurs vectorielles.

@1
@2
Nous considérons le vecteur X = . qui vérifie ’équation différentielle stochastique
oN
suivante :

dXt = A(Xt) dt + O'dBt

ot (By)i>o est un mouvement Brownien dans R? et A un vecteur fonction de X; défini par :
pour 1 <i< N, A; =% X%, sin(07 — ©7).

C’est donc un processus d’Itdé multi-dimensionnel.

Maintenant nous allons appliquer a notre modele le théoreme d’existence et unicité des
solutions d’une équation différentielle stochastique. Nous allons énoncer le résultat pour le
processus (X;)i>o-

Pour tout couple X = (z1,--- ,2n),Y = (y1, -+ ,yn), O0 &

JA(X) ~ AWl < 1 sup 3" |(sinCe —a:) — siny; — 32))

I<i<N ;5

1 N
< Sup Dy =yl - il < 20X - Y

1<i<N ;5

et
[A(X)][o <1

10



D’ou par les théoremes d’existence et unicité des EDS, notre systeme possede une unique
solution forte.

3.2 Equation de Fokker-Plank en dimension 1

Notre but est d’étudier la loi de chaque ©°. Cependant nous allons voir que pour le modéle
précédent, établir une équation aux dérivées partielles pour la loi d’'un ©% va étre compliqué di
au fait que J est un processus stochastique qui relie tous les processus ©7 entre eux, ce qui nous
empéchera d’obtenir une équation linéaire exploitable. Nous allons en premier lieu considérer
un processus (O;);>¢ quelconque qui vérifie I'équation différentielle stochastique

dO; = g(O,t) dt + h(Oy,t) dB; (6)

ou g, h vérifient les bonnes hypotheéses pour que ce processus soit un processus d’It6. Cela
revient a dire qu’on considére J comme une fonction de ¢ et du propre © seulement, et aucun
autre processus stochastique n’intervient.

On cherche alors une équation différentielle satisfaite par la loi de ce processus. Cela corres-
pond & une mesure de probabilité sur C = C(R,,R), de sorte que si I'on considere les marginales
par rapport a la variable ¢ on obtient la loi de ©;.

D’apres la formule d'Itd en dimension un pour Y (t) = F(0O:t) = F(©,), continiiment
dérivable deux fois, on obtient :

Y- = | (F1(0,)9(0,,5) + ;F”(@SW(@S,S)) as+ | " F(0.)h(0,, 5) dB.

I1 est important de signaler qu’on utilise indistinctement les notations 6, et O(t) pour que
les équations soient le plus lisible possible.
Maintenant, on prend l’espérance de ces expressions :

B[ ()] ~ E[Y(0)] = [ E[F/(0.)9(0,.5) + 5 F'(O,)1%(,.5)] ds

En notant f: (t,0) — f(t,0) = f;(0) ou f; est la densité de ©,, on obtient :

/RF(G)f(t,G) 6 — E[Y (0)] = /Ot (/R [F'(6)9(6, ) + ;F"(())hQ(e,s)]f(sﬁ) o) ds

Maintenant il serait souhaitable de pouvoir intégrer par parties pour aboutir a une équation
portant sur f. Cependant, comme on ne peut pas faire d’hypotheses de régularité sur f, on ne
peut pas aller au-dela de cette expression. On va définir dans ce cas la notion de solution faible
dans le sens des distributions.

Définition 3.1. On dit que f : R — R est solution faible de [’équation aux dérivées partielles
avec condition initiale fy :

0.1(t,0) =~ (9(0.0)(1,0)) + o (5170, (1,6)) ™)

si pour toute fonction F' : R — R contintiment dérivable deux fois et a support compact on a
[’égalité :

/RF(G)f(t,Q) d@:/ot(/R [F’(G)g(9,3)+;F”(Q)hQ(G, 5)] £(s.6) do) ds+/RF(9)f0(9) d6

11



Cette équation est appelée équation de Fokker-Plank linéaire. On peut établir un lien entre
solution faible et solution forte : une fonction est solution forte de I'équation aux dérivées
partielles (ici de 'équation de Fokker-Plank) si elle est de classe C? et vérifie 'équation. Elle est
alors solution faible aussi. Une solution faible qui est de classe C? est donc une solution forte
(cela se voit grace a une intégration par parties).

On remarque que cette équation aux dérivées partielles n’est plus stochastique.

Cependant on ne peut pas appliquer ces calculs a notre systeme, car la formule pour chaque
1 <i< N, enposant fi:(t,0) — fi(t,0) = f() loi de O :

2
Ouf} = =00((=Juosin(8) + Jeycos(0)) f*) + =0} (8)

n’est pas exploitable vu que .J dépend des autres ©7, et donc le passage par l'espérance nous
donne l'intégrale en fonction de la loi des autres ©7 aussi, et pas que de notre ©*. On peut
méme remarquer que, formulée ainsi, cette équation n’est pas intrinsequement définie car J est
un processus stochastique et non une fonction déterministe de t et ©7,

Il faudrait donc, lors du passage par ’espérance, exprimer l'intégrale en fonction de la loi
du N-uplet (©1,---,0N).

@1
@2
C’est ce qu’on va faire par la suite. Nous considérons le vecteur X = _ qui vérifie

@N
I’équation différentielle stochastique suivante :

On note alors f = f(¢,0y,--- ,0x) la loi du processus (X (t))>o-
On reprend alors les calculs précédents avec la formule d’It6 multi-dimensionnelle : pour
Y (t) = F(X,,t) = F(X;), F continliment différentiable deux fois, on obtient :

F(X,) = F(X) +/ Z&e ds+—/ Zaeg
E[F(X,)] = E[F(X /Zag X,) ds] + E[Z- /Za” ds]

En écrivant 'espérance a ’aide d’une intégrale avec f, on a :

‘/RNF<017'” a0N>ft(017"' a0N> daldQN:

¢ N
/O /RNzaeLF(gla 79N)A2(017 76N)f8(017"' a0N> deldQNd8+
=1

UQ/t/ ﬁja F(0y, - O0n)fu(Br,- - ,0x) dby - dOnd
- 0,0; 1, sUN)Jt\V1l, - ,UN 1" Nas
2 Jo JryiH

D’ou la densité f est solution faible de ’équation aux dérivées partielles suivante :
N o2 N
atft = - Z an(ftAz) + ? Z a@,ﬂift
i=1 i=1
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On peut pousser un peu l’étude de la fonction f. En effet, le role joué par les 6; est symé-
trique. On pose alors :

fl(t,el):/Nilf(t,Ql,m,GN)dGQ...dHN ot fQ(t,el,QQ):/Rmf(t,el,..-,eN)deg...deN

ou le choix de 61,605 est arbitraire, vu qu’ils jouent un réle symétrique. Si on considere une
fonction F' un peu plus particuliere, disons F(X;) = F(0%), toujours de classe C? et a support
compact, on obtient :

L FO0)fulbr,- -, 0x) dby -+ o =
// F'(0) AL (01, ,0x) fo(6r, - ,0n) dby - - dOnds

02 ! "
+?/0 /RNF (91)f8(917"' ,(9]\[) deldeNdS

/ F0)£(t,0,) doy

t / 0-2 t /!

/ /RNF(el)sm(ej ) fu(6r, - ,0n) del---deNdH?/o /RF (01) f(s,601) db1ds
t o2

/ - F/(Ql) sin(G’j — 91)f2(3, 91, 9]) d@ldejds + ? /]R F”(Ql)fl(s, 91) d@lds

_ t ’ . ‘72 t "
= T/{) - F (91) Sln(eg — 91)f2(8,91,92) d91d92d8 + ?/0 AF (91)f1(8,91) d91d5

Ainsi le couple de fonctions fi, fo sont solution faible de 1’équation aux dérivées partielles :

_ 2
Oifi(t,0h) = —NN 1391 (/Rsm(@z — 6h) fa(t, 91,92)6592) + %39191f1(75>91) 9)

En reprenant l'idée intuitive que la loi d’un couple de particules tend vers le produit des
lois (donc leur comportement devient indépendant) quand N tend vers 400, on s’intéresse au
comportement a l'infini de cette équation. On veut donc que la loi du couple fy soit égale au
produit des lois marginales f;. Donc supposer en un certain sens que :

fQ(tv 017 02) —N—+o0 fl (t’ el)fl(tv 02)

Ainsi en ne considérant que la partie dépendante de IV, on voudrait :
891(/Rsin(92 —61) fo(t, 64, 92)d92> — N too 891(/Rsin(92 —01) f1(t,01) f1(t, 92)d92)

Ainsi si on considére la limite vers laquelle tendent les lois des processus ©F = OV (car
en effet nous n’avons pas précisé mais dans toute ’étude précédente la valeur de N était fixée,
donc le comportement des processus ©F dépend de cette valeur N), on peut supposer qu’elle
vérifiera I’équation aux dérivées partielles de la forme suivante :

2
Oifi(t,0:) = —0y, (fl(tyéﬂ/RSin(@ - él)fl(t70~2)d§2) + %8(51(51]:1(757@1) (10)

On remarque que cette équation correspond a ou la fonction J ne dépend cette fois-ci
que du propre f (il s’écrirait alors J = [ e f1(6;) df,) Pour faire ce passage a la limite de
facon rigoureuse, qui confirmera notre intuition, nous introduisons le processus de couplage.
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3.3 Processus de couplage

Le but de cette partie est de montrer comment se comportent N particules suivant la
méme équation différentielle stochastique couplée lorsque N tend vers +oo. On montre qu’étant
donnée une équation différentielle stochastique semblable a (3), on peut définir une équation
différentielle stochastique non linéaire qui possede toujours une unique solution sous les bonnes
hypotheses vers laquelle vont tendre (dans un certain sens a définir) chacun des processus
lorsque leur nombre N tend vers +oc.

C’est la limite de champ moyen : le vecteur J correspond a l'intégrale sur un champ limite.

Tous les éléments que nous allons introduire par la suite vont étre directement appliqués a
notre systéme . Ainsi toutes les équations seront a valeurs dans R, méme si elles s’appliquent
immédiatement pour des dimensions supérieures.

3.3.1 Le processus non linéaire

Pour cela on reprend les notations utilisées pour présenter I'intégrale d’It6 : On considére un

espace de probabilité (2, F,P) muni d'une famille de mouvements Browniens ((Bg)t20)1<,<N a

valeurs dans R et de sa filtration canonique associée (F)i>o.
On considere une fonction b: R x R — R lipschitzienne du couple bornée.

N

deyN = Z by, 07" dt + 0dD;
]:1 (11)
Avec (u;)1<i<y variables aléatoires et (B}, -+, BY) mouvements Browniens indépendants.

Dans notre systéme, on a b(z,y) = sin(y — x), qui est bien lipschitzienne du couple et
bornée. En effet, on a

1N
NZ @jN Zsm @jN @lN Zsm@ﬂNcos@lN—sm@lNcos@]’

Jj=1 ]1 31

1 . , N , 1 . .
— N( — sin @ > cos 07N + cosOLN > sin @{’N) = N< — sin O}V J,, + cos @ff’NJtyy)

j=1 j=1

Alors quand N — o0 pour chaque i > 0 le processus (©?);o tend vers un processus non
linéaire que ’on définit par la suite. En effet on remarque que le terme d’alignement correspond
a une somme qui moyenne l'effet entre ©% et ©7 pour 1 < j < N. Pour N grand on voudrait
remplacer % Zé\le b1, 07N par Jrb(©%,0)9:(0) df ou ¢; serait une unique loi commune a
tous les © pour 1 < j < +oo.

On pose alors I’équation différentielle stochastique suivante :

a6, = / b(©,0)¢r(0)d0)dt + odB; ot ¢ est la loi de ©, 1)
©¢ = Z, variable aléatoire Fy mesurable
Proposition 3.1. Le systéeme différentiel stochastique admet une unique solution forte.

Pour montrer la proposition, on définit une distance sur I’espace des mesures de probabilité
sur I'espace de fonctions continues C = C(R,, R).
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Définition 3.2 (Distance de Wasserstein). Soit M(C) l'ensemble des mesures de probabilité
sur l’espace C = C(R4,R) On définit, pour t > 0,

di(ma,ma) = inf | ((sup fun(s) = ws(s)]) A1) dpuCwr, o)

ot A est l’ensemble des mesures de probabilité sur C x C dont les marginales sont (mq, ms).

On remarque que la famille (d;);>0 est croissante : si 0 < ¢t < ¢/, alors pour tout couple
my,mg € M(C), on a di(mq,ma) < dy(my, ms).

On peut généraliser cette définition a des espaces métriques (X, d) complets séparables (ici
C([0,t],R) muni de la distance 0(f, g) = (supp<,<; | f(5) — g(s)|) A 1 est complet séparable) par

di(my, my) :nlllég . 0 (w1, we)dm(wy, ws)

ou A est défini comme précédemment.

Quand il n’y aura pas d’ambiguité sur le £ > 0 quand on consideére une distance d;, on notera
0 la distance associée a 'espace métrique séparable comme dans la notation précédente.

Dans la suite, nous nous restreindrons a la dimension d = 1 pour continuer a présenter ce
processus de couplage appliqué directement a notre modele.

Proposition 3.2. Pour toutt > 0 , d; est une distance sur M(C), qui est de plus compléte.

On se limite a montrer que la propriété de séparation. En effet, pour montrer 'inégalité
triangulaire et la complétude de la distance de Wasserstein, il faut utiliser des propriétés de
transport optimal de mesures. Ces notions ne sont pas étudiées ici. Pour montrer la séparation,
soit m € M(C), on définit u € M(C x C) par pu(wy, ws) = Syywym(wy). Ainsi p € A et

di(m,m) < [ ((sup Jwi(s) = wi(s)) A 1)dm(wn) =0

C N 0<s<t

Dot di(m, m) = 0.

Maintenant on définit Cr = C([0,7],R) et une application ® : M(Cy) — M(Cr) qui a
m € M(Cr) associe la loi de (0;)o<i<r € Cr variable aléatoire vérifiant

t
O =0y + 0B, —I—/ / b(Os, w(s))dm(w) pour tout 0 <t <T
0 Jer

On remarque qu’ici on ne considere pas la loi de la variable aléatoire ©; a valeurs dans R pour
un t > 0 fixé, mais la loi de la variable aléatoire (©;);>¢ a valeurs dans C. La loi de (0;);>0
est entierement déterminée par m (et évidemment par b). Le mouvement Brownien était déja
défini et son choix ne change pas la loi de (O;);>0, et donc ® est définie indépendamment de
'espace de probabilité muni de son mouvement Brownien (2, F, P, (B;)t>0)-

On a ainsi la propriété suivante : si m est un point fixe de @, alors m est la loi d’un processus
(O4)o<t<r qui vérifie sur [0, 7],

6, = (/c b(Oy, w(t))dm(w))dt + odB, = (/Rb(@t,u)dqﬁt(u))dt—l—adBt

puisque ¢; est la mesure-image de m par I'application coordonnée sur ¢ (qui est donc la loi de
©,). Ainsi (O;);>0 est solution de (12).

Réciproquement, si le processus (O;);>¢ est solution de , alors la loi de la variable
aléatoire (O;);>¢ est un point fixe de ®.

Ainsi, 'unique solution & (|12)) est déterminée par la fonction b et le mouvement Brownien
(Bi)i>0. En plus, on verra que la loi de cette équation ne dépend plus du mouvement Brownien,
de méme qu’auparavant 1’équation de Fokker-Plank ne faisait pas intervenir le mouvement
Brownien.

On introduit un lemme :
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Lemme 3.3. [l existe une constante Cp > 0 telle que pour tout t <T , m,n € M(Cr), on a
t
A(@(m), &(n)) < Cr [ du(m,n) du
0

Démonstration. Pour m,n € M(Cr), on soustrait les deux équations qui définissent les proces-
sus dont les lois sont les images de m,n par ® : pour 0 < ¢ <t on a

oy — oy g/ot'|(/CT b7, wi(s))dm(w) — [ b7, wa(s))dn(wy))] dsg/ot (|...|) ds

Cr

Or en prenant p un couplage quelconque de m,n on a

It /CT b(O", wi(s))dm(w:) — /C LA wy(s))dn (wy))| =
|(/cTch b(O" wi(s))dp(wr, ws) —/C b(OF, wa(s))dp(wy, ws) )|

< b(OF, wi(s)) — b(OF, wa(s))|dp(wy, ws)

CT XCT

§K<(|®g@—@g|m)+/c

TXCr

(lon(s) = wals)| A1) dplus, ) )

T XLl
d’ont
t t
sup (07 -031 < K [ (jor—exint)dstk [ [ ( sup (Jun(s)-wa(s)])AT)du(wr,ws) du
0<t'<t 0 0 JCrxCr \0<s<u

d’ou ceci étant pour tout couplage u,

sup (|0 — O3/ A1) gK/t (CEECHYSY ds+K/tdu(m,n) du
0 0

0<t'<t

De plus, comme t — K [Jd,(m,n) du est croissante, par le lemme de Gronwall on obtient

¢
sup (\@ZL —OF A 1) < KeKT/O dy(m,n) du

0<t'<t

et en prenant ’espérance, on a :

t
E[ sup (|@ZL — 05 A 1)] < KeKT/ dy(m,n) du
0

0<t'<t

E[ sup (|@?7 — 05 A 1)] = / sup <|w1(t') —wo ()| A 1) d(®(m) @ ®(n))(wy, ws)
0<t/'<t CxC o<t'<t
Dot le résultat en passant a U'infimum car le processus ©™ a pour loi ®(m) par définition.
O

Le lemme permet de déduire 'unicité de la solution a I’équation différentielle stochastique
, car si m, n sont des points fixes de ®, le lemme nous montre que pour tout t > 0, d;(m,n) =
0 (on rappelle que d; est positive, et on conclut par le lemme de Gronwall). De plus, le lemme
montre la continuité de 'application ®. Pour 7" > 0 fixé, on a dp(®(m), ®(n)) < T'Crdr(m,n)
d’ou la continuité de ® par rapport a dr.

D’autre part, par récurrence sur k € N, on a
k

(@ (), @ (m) < OF 7 dn(@(m), m)
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En effet, en supposant le résultat au rang £ — 1

dp (51 (m), 8 (m)) < Cr /0 " (B (m), O (1)) du

< CT/ Okt oy (@O, )
<l - " e ((m), m)

D’ou le résultat au rang k.

Ainsi la suite de (®*(m))g>o est une suite de Cauchy dans M(C), complet donc cette suite
converge vers un point fixe de ® car ® continu. Ce point fixe est donc solution de notre équation
différentielle stochastique pour des valeurs de ¢ bornées par T'. Ceci étant pour tout 1" > 0,
et par unicité et comme la restriction d’une solution reste une solution a 1’équation différentielle
sur l'intervalle réduit, on déduit I’existence du processus solution de I’équation sur tout R.

3.3.2 Loi du processus non linéaire
Pour obtenir la loi du processus non linéaire, on s’appuie a nouveau sur la formule d’It6.

Proposition 3.4. Soit [’équation différentielle stochastique du processus non linéaire :

{d@t - (/ b(Oy, 5)i(s)ds)dt + odB, oil &, est la loi de O, "

©¢ = Zy wvariable aléatoire Fy mesurable

La loi ¢ du processus (©;)i>o vérifie alors une certaine EDP au sens faible (appelée de Fokker-
Plank non linéaire) :

Si¢:(t,0) = o(t,0) = ¢i(0) ot ¢y est la loi de la variable aléatoire Oy, on a

260,0) = ~0u(0(1,0) [ 40, 9)on(s)dy) + T wo(1.0)

Démonstration. On considére une fonction mesurable £ : R — R de classe C? et a support
compact. D’apres la formule d’Ito,

F(©,) = F(6y) + / F'(0,)d0, + ~ / F"(©,)h%(O,, s) ds

ou h = o (en reprenant les notations du processus d’It6). En prenant I'espérance, 'intégrale
stochastique d’It6 s’annule. On obtient alors :

2

Rb O, )6 (y)dy)ds] + E[Z- ; /t F(6,) ds]

E[F(60)] = E[F(60)] + B[ [ F'

E[F(6,)] = E[F(6y)] +/ ELF(0,)( [ (04, 4)u(y)dy)] ds+02/tE[F”(@s)] ds

/RF(Q)@(Q) d6 = E[F(©y)] +/ /F Rb (6,9)65(y)dy ) 6, (60 )deds+—/ /F )65(6) dbds

D’ou au sens faible :

2

at¢<t7 0) = _89 (qb(tv 0)/Rb(8’y)¢t(y)dy) + %800¢(t7 0) (14)

]
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Si on reprend la forme qu’on avait conjecturée pour le processus limite ©1,

Oufi(t,0") = =05 (fi(t,0Y) / sin(02 — ') fy (¢, 0%)d6”) + ";aml fi(t,6")

R

on observe qu’on a la méme équation. Ainsi le processus de couplage permet de définir
un processus dont la loi vérifie la loi limite de notre processus ©! quand N tend vers +oo.
Nous allons montrer maintenant le théoreme qui confirme le fait que les processus aléatoires
convergent vers le processus non linéaire.

3.3.3 Convergence vers le processus non linéaire

Nous allons maintenant récapituler les définitions des différents processus : initialement,
notre modele a N particules nous fournit 1’équation différentielle stochastique suivante pour
une particule ¢ :

do = ((— sin ©;™).J, , + (cos @i’N)Jt7y) dt + odB™N

avec J fonction des N autres particules. On ne peut pas obtenir une équation de Fokker-Plank
linéaire pour cette équation différentielle stochastique.

Cependant on peut obtenir I’équation de Fokker-Plank en dimension N en considérant le
vecteur X des ©7 pour la loi de ce vecteur. Si on s’intéresse aux marginales de cette loi, vu
le role symétrique joué par les ©7, on peut obtenir une équation aux dérivées partielles qui
s’approche de celle de Fokker-Plank, mais faisant intervenir deux fonctions différentes @

En suivant ’hypothese réalisée au début, qui consiste a dire que le comportement d’une
particule devient indépendant de celui des autres lorsque N tend vers 400, on peut conjecturer
une forme pour I’équation de Fokker-Plank vérifiée par la loi d'une particule lorsque leur nombre

est tres grand .

Définition 3.3 (Processus non linéaire). On définit, pour une fonction b : R x R — R lip-
schitzienne du couple bornée, (By)i>o mouvement Brownien, le processus linéaire du systéme
différentiel stochastique (11)) comme 'unique solution forte du systeme (12]) :

a0, = ( /R b(©1,0)4:(6)d6)dt + adB, oi ¢y est la loi de O, )
O = Zy wvariable aléatoire Fy mesurable

Le processus non linéaire est en quelque sorte une limite des processus introduits dans .
En effet & chaque ©° nous pouvons associer un ©7 tel que ce dernier est solution de I'EDS
avec B’ comme mouvement Brownien. Ainsi les processus (09)1<i<ny sont déterminés par le
mouvement Brownien correspondant. On rappelle que leur loi vérifie une méme équation aux
dérivées partielles, et de la provient l'intérét de ces processus .

Il nous reste donc a montrer la convergence des ©! vers les ©°, puisque les processus non
linéaires sont introduits comme solution d’'une EDS qui serait la version continue quand N —

+00 de ([L1).

Théoreme 3.5. Pour tout T > 0, il existe une constante Cr > 0 telle qu’on a, pour tout
i>1:

. , Cr
E O — eV < —=
[§2$| i — 64 H—\/N

Nous nous référons a [Sni| pour la preuve de ce résultat.
Nous pouvons remarquer que la vitesse de convergence des ©%" est indépendante du i.
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4 Retour sur ’article

Le systeme présenté dans larticle considére des équations dans R?, et de méme pour re-
présenter le bruit sur la sphére S9! il utilise une autre définition de 'intégrale stochastique
introduite par Stratonovich.

4.1 Intégrale de Stratonovich

L’intégrale stochastique de Stratonovich est une autre fagon d’intégrer par rapport a un
mouvement Brownien. La notation pour indiquer ce type d’intégrale consiste a écrire o dB; au
lieu de dB;. Les preuves des résultats non démontrés se trouvent dans les références mentionnées
en début de la deuxieme partie.

Définition 4.1. (Intégrale de Stratonovich) On définit ’intégrale pour X € V par

/Ot X(s)odB, = lim 3 ;(X(ti) X (t41)) (Bu,, — Byy)

|TI|—0 >0
ot la limite est prise dans L*(P), et 11 est le pas de la subdivision (t;)i>o.

On peut alors écrire I’équivalent du processus d’'Ito sous la forme de Stratonovich.

Le lien avec 'intégrale d’It6 peut étre établi en définissant la covariance quadratique de deux
processus. Pour la suite, nous présentons directement les formules qui permettent de passer
d’une équation différentielle stochastique de Stratonovich a une d’Ito.

Proposition 4.1 (Equivalence It6-Stratonovich). On a les formules suivantes, pour des pro-
cessus réels et des processus a valeurs dans R? :
— Pour un processus réel dX; = g(X(t),t)dt + h(X(t),t)o dB; en Stratonovich, on obtient
dX, = (g(X(t),t) — 3hd.h)dt + h(X (t),t)dB, en Ito.
— Pour un processus vectoriel dX; = C(X(t),t)dt + D(X(t),t) o dB; on obtient l'équivalent
en Ité en posant dX; = C(X(t),t)dt + D(X(t),t)dB; ou
~ 1
C; = C; 5 %Dk’Jaka 0

=D

D;j = D;;

4.2 Passage du type Stratonovich au type Ito

L’article pose le systeme différentiel couplé en (|1) du type Stratonovich. Pour faire les calculs
stochastiques, il est plus pratique d’utiliser la forme d’It6 : I'article nous présente directement
la forme d’Itd6 que nous allons retrouver.

La matrice de projection s’écrit P,r = Dy = (D; ;())1<ij<a avec (D; j(t))1<ij<a = 0ij—
our 1 <45 < d J V, (Dij(t)1<i (Dij(t))1<i,5 J

Pour passer de la forme de Stratonovich a celle d’'Itd on applique les formules (16]). On
obtient

d—1 V,
PVtL o) dBt = PVtLdBt - T ||Vt||2
t

Les calculs seront effectués dans 'annexe A.
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Ainsi on retrouve I’équation différentielle stochastique d’It6 suivante :

d—1 V,

v, = (P (J(t) — —— SR

)dt + Py.dB,

Cette équation est vérifiée par chacun des N vecteurs considérés en 2l On remarque que la
valeur de J n’a aucune influence lors du passage Stratonovich - Ito.

4.3 Le solution a I’équation différentielle stochastique est un pro-
cessus sur la sphere

Une fois obtenue ’équation différentielle stochastique sous forme d’It, on peut vérifier que
le vecteur vitesse reste a valeurs dans la sphere unité.

RY - R

Démonstration. On utilise la formule d’1t6 appliquée a la fonction F : ) 4
V= |VIF =XV

Ainsi, en reprenant les notations de (4],
F = (8U1F, &,dF) =2V, Oy, F =28,  OF =

La formule d’Itd donne alors

¢ d—1 V, d
WIE= VI + [ (2% (P ) = 5 0 ) 4 5 5 20, (S (o)) Jas
0 || || zy 1 =1
+/ 2V, - P, dB,
0 t
Or, par orthogonalité,
Vie Py =0
D’ou
WIE = 1vI3+ [ (=2 (S )+ 3 26, (S huloha(o) s
! 0 0 ’ 2 HVs”2 2i,j:1 Y =1 ! g

WIE= VI [ (1) 3 haGe))as

On calcule alors

d V,V; 5 VA2
hi 2: 51“_ Z]2: 1—-2 7 ? J:d_2 1:d—1
2 huls)” =20 = )" = 201 = 2p) + 2 *

ij i

On en déduit
IVIIZ=||V| pour tout t >0
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4.4 Conclusion et liens avec la biologie

L’étude d’équations différentielles stochastiques dans des modeles issus de la biologie per-
met de représenter le bruit dans les phénomenes naturels. Nous avons donc présenté 'intégrale
stochastique d’It6, base du calcul stochastique, et 'intégrale de Stratonovich qui apparait na-
turellement quand on veut transposer en équation différentielle stochastique un processus de
diffusion (c’est-a-dire, le bruit).

L’étude des bandes de poissons ou des nuées d’oiseaux commence donc par 1’écriture d’équa-
tions différentielles stochastiques couplées. L’intérét de cette approche est de trouver un pro-
cessus limite vers lequel tendent nos solutions quand le nombre d’équations couplées tend vers
I'infini.
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A Calcul de I’équivalence 1t6 - Stratonovich

On veut maintenant montrer comment on obtient I’équation

d—1 V,

P‘/tL @) dBt — P‘/;LdBt - T ||V||2
t

pour transformer I'équation différentielle de type Stratonovich en une autre de type It6. En
reprenant les notations de , il nous faut calculer les nouvelles coordonnées du vecteur C'.

On calcule d’abord :

ViV ViV;
2 DadkPa =3 (s = )20 = )

k,j
ViV V.V,
= ak (Szk ]8k 2
; (= ) — Zuvw SE,
A V.V,
O O J
=22 0k{pe) + Zuvw (1)
On utilise les formules suivantes pour alléger les calculs :
1 -2V Vv —2V2 1 V2 —2V3 2V
Ou(irma) = e+ Galioe) = s D OuliEs) = o T
vz v V|2 Vi+ V2 V7 Ve Ivi?

On obtient alors

ViV, V2
> 0(jpe) = 2 Vo Ve O
k#1
212 1 —92V3 2V
V k 7 + G
kzﬁ (||V||4 ||V||2> Vit T vIP
v, oy v,
oV, ) 2 gy
van4 VIE Ve TE
Ensuite
VVVk VV2 V3
J I3
Ok (V )—i—( )+2
vaw () = kz B2 kgknww 2 V) A
VkV
2 3 () + ||V||QZ(||V||2>
Do,
~ 1 d—1 V.
Ci: by D 6 i :C,L—i !
a2 DDy 2 VP
On conclut
d—1
Py (T(1)) o dB, = Py (J0)dB, — II;@IIQ dt
t
d—1 V,
Py J(t) dt + Pyo o dB, = (P (J(1) — SCRTATE )dt + Py.dB,
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