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Chapitre 1

Feuilletages : Définition et
premieres propriétés

1.1 Définitions

On Considérera toujours une n-variété différentielle M de classe C”, avec
r € NU {oo,w}. On fixe 0 < p < n un entier.

Définition 1.1.1. Un atlas de cartes feuilletées de dimension p et de classe C*,

k <r,sur M est un atlas A = {(Uy, 9a)aca de classe C* sur M tel que :
—on a p,(Uy) =V xT pour tout @ € A, avec VC RP et T C R™ P ouverts
— on a des changements de coordonnées du type

ppopy  (2,y) — (fa8(2,9), go.5(1))

pour tout o, 8 € A et pour tout (z,y) € wo(Ua NUg).
Un feuilletage F de dimension p et de classe C* sur M est un atlas mazimal
de cartes feuilletées de dimension p et de classe C*. Si M est de dimension n,
on appelle 'entier n — p la codimension du feuilletage. Une variété feuilletée de
classe C* est une couple (M, F), ot M est une variété C” et F un feuilletage
C* sur M.

On remarque que si ¢ : U — V x T est une carte feuilletée C* alors
0tV x {y} — U est un plongement pour tout y € T; de méme pour
el {ayxT —U,zeV.

On introduit encore quelques notations.

Définition 1.1.2. Si ¢ : U — V x T est une carte locale d’un feuilletage F
alors les sous-variétés de classe C* de U données par ¢~ 1(V x {y}) sont appelés
les feuilles locales, ou plaques locales, de F dans cette carte. Les sous-variétés
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e *({z} x T) sont les transverses locales de F.

Remarque 1.1.3. Les feuilles locales sont indépendantes des cartes, dans le sens
suivant : st (U, @), (U',¢") sont deux cartes feuilletées de F et si z,y € UNU’,
alors x,y sont dans une méme feuille locale pour la carte (U, ) si et seulement
s’ils le sont pour la carte (U',¢’).

Cela suit directement de la définition du feuilletage. Supposons par exemple
v,y € YV x{t}), oup:U—V xT ettecT. On aura donc v = ¢~ *(2',1),
y=o Y(y,1t), pour 'y’ €V convenables.

Alors :

¢'(z) = (o712 t) = ¢ o (2 1) = (f(2', 1), (1))

ot f,g sont des fonctions données par l'atlas de cartes feuilletées.
De méme :

Oy =¥ (Y. ) =@ o Y 1) = (f(¥.1), 9(t))

On woit donc que x,y € ¢’ 1(V' x (g(t))), ot 'on a supposé ¢’ : U —
V' xT'. Ici f est a valeurs dans V', et g a valeurs dans T".
Réciproquement, avec un raisonnement similaire, si x,y sont dans des feuilles
locales différent selon ¢ alors le méme est vrai pour ¢'.
On peut dire que la définition du feuilletage F est donnée afin que les feuilles
locales soient bien définie, c’est a dire indépendantes de la carte locale choisie.
On remarque en passant que deux feuilles locales différentes sont disjointes.

Maintenant on a une fagon naturelle, purement topologique, pour définir les
feuilles globales d’une variété feuilletée.

Remarque 1.1.4. L’espace topologique R™ = RP xIR" P est muni de la topologie
standard (euclidienne), en tant que variété topologique. Cette topologie coincide
avec le produit de cette topologie standard sur RP et R™™P.

On peut quand méme définir une deuziéme topologie sur notre espace produit, qui
résulte plus fine de loriginelle, afin de “séparer” le feuilles R x {y} du notre
feuilletage : l'idée est de considérer le produit de la topologie usuelle sur RP et
de la topologie discréete sur R™™P (I'espace des paramétres des feuilles).

On remarque que cette topologie est strictement plus fine de celle usuelle si
0 < p < n, et que ses composantes connexes sont les sous-espaces affines
R? x {y}, pour y € R"P.

La remarque cruciale est que les homéomorphismes locaux de R™ de la forme

(z,y) — (f(2,9),9(y))

sont aussi des homéomorphismes locaux pour cette nouvelle topologie sur R™.
Cela va devenir le modéle local d’une variété feuilletée (M, F), en modifiant de
facon convenable la topologie naturelle de M .
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Définition 1.1.5. Soit (M, F) une variété feuilletée.

La variété M admet une seule topologie telle que les cartes feuilletées de F soient
des homéomorphismes entre des ouverts de M et des ouverts de R™, muni de
la nouvelle topologie qu’on vient d’introduire. On appelle topologie des feuilles
cette nouvelle topologie sur M.

Si A C M est une partie de notre variété, on appelle encore topologie des feuilles
sur A la topologie induite sur A par la topologie des feuilles sur M.

Remarque 1.1.6. La topologie des feuilles est plus fine de la topologie originelle
sur M ; de plus, si 0 < p <n alors elle est strictement plus fine.

Comme la topologie de M était séparée, la topologie des feuilles [’est encore.
Les feuilles locales sont ouvertes pour la topologie des feuilles. En effet, si
p: U — V X T est une carte feuilletée, alors V x {y} est un élément de la base
de la topologie produit de V x T, car on a la topologie discréte sur T

Définition 1.1.7. Soit (M, F) une variété feuilletée, et z € M un point.
On appelle feuille du feuilletage F passant pour x la composante connexe de z
dans la topologie des feuilles de M. On la note F,.

1.2 Champs de p-plans

On introduit maintenant les champs de p—plans, objets que I'on peut penser
comme généralisation des champs de vecteurs. Ils seront utilisés dans la suite
pour donner une autre définition de feuilletage, en utilisant le théoreme 3.0.4.
Si V' est un R—espace vectoriel de dimension n, et si k € {0,...,n}, on note
Gr(V) la variété compacte de dimension n(n — k) des sous-espaces vectoriels de
dimension k de V. On l'appelle la variété grassmannienne de rang k de V.

On introduit la fibration grassmannienne d’une variété, en admettant la proposi-
tion suivante.

Proposition 1.2.1. Soit p: E — B un fibré vectoriel C” de rang n, et soit
ke{l,..,n}.

On note GLE :=[,c 5 Gr(p~ (b)) la somme disjointe des variétés grassmanni-
ennes de rang k des fibres de p. On note aussi Gyp : G E — B Uapplication qui
a un élément de G (p~1(b)) associe le point b € B.

Cette projection admet une unique structure de fibration C" telle que, pour toute
inverse de trivialisation locale h : U x R™ — p~1(U) de p au dessus d’un ouvert
U de B, lapplication (z,A) — h(z, A) de U x Gr,(R"™) dans (Grp)~1(U) soit
Vinverse d’une trivialisation locale de Gi(p) au dessus de U.

Cette fibration s’appelle la fibration grassmannienne de rang k du fibré vectoriel
E, ou fibré des k—plans de E.

Définition 1.2.2. Soit M une variété C™ 1. On appelle fibration grassmannienne
de M da rang k la fibration grassmannienne de rang k de son fibré tangent
m:TM — M, qui est de classe C".

Précisément, on a donné un nom & la fibration Gy : GxTM — M, qui & un
sous-espace de dimension k de T, M associe le point x, pour tout = € M.
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Définition 1.2.3. Un champ de p-plans de classe C* sur M est une section C*
de la fibration grassmannienne de rang p de M.

Remarque 1.2.4. En termes intuitifs, un champ de p-plans de classe C* sur
M, qu’on note A, est la donnée, pour tout point x de M, d’un sous-espace
vectoriel A, de dimension p de ’espace tangent T, M qui “dépend de maniére
C* de x”. L'écriture A, C T, M a un sens.

En raisonnant dans un ouvert de carte U C M, notre champ de p-plans s’identifie
a une application Ay : U — Gp(R™) de classe Cc*.

Un feuilletage C* définit de facon naturelle un champ de p-plans de classe
C*~! dans une variété feuilletée.
Si (M, F) est une variété feuilletée C*, il suffit de poser A, := T, F, : on associe
a tout point z de M D'espace tangent de dimension p a la feuille F,, qu’on
démontrera étre une p-variété.

1.3 Orientation transverse

On définit ici la notion de feuilletage transversalement orientable, qui sera
utilisée dans le démonstration du théoreme de Novikov.
On considere A un champ de p-plans C” sur M.
On dit qu’'un deuxiéme champ de p-plans §’ sur M est complémentaire & A (ou
transverse a A) si 'on a T, M = A, @ A/, pour tout € M. Simplement, on
veut qu’ils soient complémentaires en tout point de M.
Evidemment, A’ est alors un champ de n — p-plans sur M.

Remarque 1.3.1. Supposons A soit de classe C" sur M. On peut fabriquer un
complémentaire de A de méme régularité comme suit.

Tout d’abord, on fixe une métrique Riemannienne <,> sur M, que l’on peut
définir grace a une partition de U'unité : il suffit de recoller les pull-backs de la
métrique euclidienne standard sur les images des ouverts de carte d’un atlas de
M. On note <,>,: TuM x T, M — R le produit scalaire sur T, M défini par
<,> au point x € M.

Posons, pour x € M :

Ay i={veT, M| <u,v>,=0 pourtout u€ A}
On a alors T,M = A, ® AL pour tout x € M, et on peut vérifier que A+

est un champs de plans C" de codimension p sur M.

On peut maintenant donner notre notion d’orientation par champs de plans
transverses.

Définition 1.3.2. Soit A un champ de p-plans continu sur la n—variété M.
On dit que A est transversalement orientable s’il admet un complémentaire
orientable.
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On aurait pu demander que tous les champs de plans complémentaires étaient
orientables, grace a la proposition suivante.

Proposition 1.3.3. Si A est transversalement orientable, tout champ de plans
continu complémentaire a A est orientable.

Si M était orientable, avoir champs de plans orientables ou transversalement
orientable est la méme chose.

Théoréme 1.3.4. Soit A un champ de p—plans C" sur une variété M.
On a alors les propriétés suivantes :

1. si A est orientable et transversalement orientable, alors M est orientable
2. si M est orientable, alors A est orientable si et seulement si il est transver-
salement orientable

Revenons aux feuilletages.

Définition 1.3.5. Soit F un feuilletage C" de dimension p sur une variété M.
On dit que F est orientable si le champs de p-plans tangents a F l’est.

On dit que F est transversalement orientable si le champs de p-plans tangents a
F lest.

1.4 Revétement double d’orientation

Le revétement double d’un champ de p-plans A est défini comme suit. Posons :

M :={(z,0)|z € M, O orientation de A, }

Considérons la projection naturelle 7 : M — M, avec m(x,0) = .
Avec cette donnée, il existe un et un seul atlas sur M qui fait de M une variété
différentiable et de 7 un revétement a deux feuillet.
Le revétement double de A est par définition son tiré-en-arriere 7*(A), défini
par :

T (A), = D(W)fl(A,r(m))

|z

On a alors la proposition suivante, qu’on ne démontrera pas.

Proposition 1.4.1. Supposons M conneze, et soit A un champ de p-plans sur
M. Soit puis (M, 7, 7*(A)) le revétement double d’orientation de A.
Alors :

1. 7 (A) est orientable

2. M est conneze si et seulement si A n’était pas orientable
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1.5 Autres propriétés

Voici quelques propriétés immédiates des feuilletages :

Remarque 1.5.1. Les feuilles de F, étant les composantes connexes de M pour
la topologie des feuilles, définissent une partition de M.

En général, l’ensemble des feuilles sera non dénombrable.

De plus, on peut montrer que [’espace topologique F,, muni de la topologie des
feuilles induite par celle de M, est séparé et a base dénombrable. Elles sont donc
des variétés différentiables, grace a latlas défini par le feuilletage. La séparation
a déja été mentionnée.

Le fait que F,, soit a base dénombrable suit du fait que 'on peut choisir F de
facon que F, soit réunion dénombrable de feuilles locales, pour tout x € M.
Pour montrer ¢a, on va choisir un atlas convenable pour la variété M. On sait
que toute variété différentiable M admet une exhaustion en compact, c¢’est a dire
une famille {K, }nen de parties compactes de M telle que M = |, o Kn et
K, C Int(Kp41) pour tout n < 1. On dit aussi que M est dénombrable d linfini.
On peut alors choisir un atlas feuilleté (U, ox)ren de M tel que :

1. card(A) =Ry
2. les Uy sont relativement compacts

3. pour tout A € A, on a Uy NUy = & sauf pour un nombre fini de N € M

Disons : le graphe des intersections des domaines de carte de notre atlas a
tous les sommets de degré fini.
Fizons un point x € M, et soit F, le feuille passant par x. On veut ’écrire
comme réunion dénombrable de feuilles locales.
On commence en choisissant un indice g € A tel que x € Uy,, et on prend la
plague locale contenant x dans Uy,, a savoir F, N Uy,. Puis, pour tout A € A
tels que Uy, NUx # @, on prend la feuille locale dans Uy d’un point quelconque
de Uintersection Uy, N Ux. La famille Ao := {\ € A|Ag N A # O} est finie par
hypothése, et on numérote ses éléments ainsi : Ao = {No.1, -, No,ip }-
Maintenant on fait de méme pour tout indice Ao i, ot 1 < k < iy, en obtenant
des familles finies Aok := {\ € AUy, , NUx # @}, et en choisissant toujours la
feuille locale d’un point quelconque de Uy, , N U,.
On peut continuer comme ¢a, et comme card(A) = Vg on ne peut construire
qu’une infinité dénombrable de parties finies de A (voir figure 1.1). De plus, le
cardinal de la réunion disjointe de ces parties finies est encore Xy.
Enfin, la réunion de toutes ces feuilles locales donne F,, car on ne peut trouver
une feuille locale qui lui correspond si l’on ne suit pas un parcours de plaques
parmi les domaines de carte de notre atlas feuilleté. C’est la définition de feuille
globale comme composante connexe pour la topologie des feuilles qui entraine ca.

Notons encore qu’une feuille rencontre un domaine de carte feuilletée en une
réunion (disjointe) au plus dénombrable de feuilles locales; cela peut se montrer
directement avec le méme raisonnement qu’on vient de faire, en utilisant un
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atlas qui a cette bonne propriété d’intersections finies.
Remarquons enfin que cette famille au plus dénombrable de plaques peut s’accu-
muler dans le domaine de carte considéré.

FIGURE 1.1 — Parcours de plaques

On peut maintenant exprimer de maniere précise le fait qu'un feuilletage
de dimension p sur une variété M définit une partition de M en variétés de
dimension p, avec la remarque suivante.

Remarque 1.5.2. Comme les feuilles locales de F sont des sous-variétés C*,
chaque feuille F,, munie de sa topologie des feuilles et de son atlas des feuilles
locales est une variété C*. De plus, si on munit F, de la topologie induite par la
topologie originelle de M, alors elle résulte en une sous-variété immergée de M,
avec l'inclusion canonique.

En général F, n'est pas une sous-variété (plongée) de M : il se peut que linclusion
canonique ne soit pas un homéomorphisme sur son image (on verra un exemple
de ¢a). Par abus de notation, on utilise la méme notation pour le feuilletage F
et la partition de M en feuilles de F.

Remarque 1.5.3. On peut définir le quotient d’une variété feuilletée par son
feuilletage.

Soit (M, F) une variété feuilletée, avec F de codimension k. Supposons que les
feuilles de F soient fermées dans M.

On définit Uespace des feuilles de la variété feuilletée (M, F) comme l’espace
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topologique quotient M/ ~, par la relation d’équivalence ot x ~ y si et seulement
si Fp = Fy : on identifie les point de M dans la méme feuille de F.

Cette construction donne des exemples de ce qu’on appelle des variétés non
séparées, car espace des feuilles est en général localement homéomorphe a RF,
mais par contre il n’est pas toujours séparé.



Chapitre 2

Exemples

2.1 Submersions

Soit f : M — N une submersion entre variétés de classe C*, avec M de
dimension m et N de dimension n.
D’apres le théoreme de forme normale des submersions, on voit que si x € M et
y = f(x) € N, alors on a deux cartes locales (U, ¢) autour de x dans M et (V, 1))
autour de y dans N telles que p(U) = Uy x Uy, avec Uy CR" ™ et Uy C R™
ouverts et (V) = Vo D Us, de fagon que ¢ o f o=t : Uy x Uy — U, coincide
avec la projection sur le premier facteur.
Si on choisit des telles cartes pour tout point x € M, on construit alors un atlas
feuilleté C* de M, de dimension m — n. De plus, avec ces hypotheéses sur f
on voit que les ensemble de niveau f~!(c) sont des sous-variétés de dimension
m —n de M pour tout point ¢ € N de fibre non vide : cela suit encore du
théoréme de forme normale pour les submersions : il nous assure que les fibres de
valeurs réguliers sont des sous-variété. On peut vérifier que les feuilles de ce feuil-
letage sont exactement les composantes connexes des sous-variétés de niveau de f.

Exemple 2.1.1. Voici un exemple concret.

Considérons la submersion f : R — R donnée par f(z1,2,23) := a(r?)es,
ol r = r(x1,22) := /27 + 122 et a : R — R est une fonction lisse telle que
a(l) =0, a(0) =1 et &/(t) < 0 pour tout ¢ € R.

Notre submersion définit un feuilletage lisse de dimension 2 sur R?, qu’on appelle
F.

Dans ce cas-la, on peut étudier les classes d’homéomorphismes des feuilles de
F. Soit C := {(z1,72,73) € R3|2? + 2% < 1} le cylindre solide d’axe la droite
{z1 = 22 = 0} et de rayon de base 1.

Il se trouve que le bord dC = {(x1, 2, 73) € R3|z? + 23 = 1} du cylindre est
une feuille, & savoir f~1(0). Les feuilles & I'extérieur de C, c’est & dire celles
contenues dans R3\ C, sont toutes homéomorphes & des cylindres. Par contre, les
feuilles dans 'intérieur de C' sont homéomorphes & R?; on peut les paramétrer

13
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par la famille d’applications ¢, : (1, x2) — (zl, T, log <ﬁ)), définies sur

la boule unitaire de R? (par la métrique usuelle) dans R3, ou ¢ > 0.

2.2 Champs de vecteurs sans points singuliers

Soit X un champ de vecteurs C*~! ne s’annulant pas sur M (avec la conven-
tion co — 1 =00, w — 1 =w).
Le théoreme du redressement local de champs de vecteurs autour d’un point
non singulier montre que M admet un feuilletage C* de dimension 1, dont les
feuilles sont les courbes intégrales de X.
Le résultat auquel on s’appelle est un théoreme de forme normale locale pour un
champ de vecteur ne s’annulant pas en un point. Sur R”, le champ de vecteurs
constant X., : x — e1, ol e; est le premier vecteur de la base canonique de
R", est un exemple de tel champ.
Le théoréme suivant dit que, localement et a difféomorphismes pres, c’est le seul.

Théoréme 2.2.1. Soit X un champ de vecteurs C* sur une variété M de classe
Ok+1'

Pour tout point xog de M tel que X (xg) # 0, il existe une carte locale (U, @) en
zo de classe C* telle que

P« (Xjr) = (Xey) o)

On rappel que X|;; dénote la restriction de X & I'ouvert U, et que ¢.(X )
est le push-forward du champ de vecteurs Xy sur ¢(U) (bien défini puisque ¢
est un difféomorphisme).

Remarque 2.2.2. Cet exemple est un cas particulier de la construction de
lespace des feuilles d’une variété feuilletée.

Soit X un champ de vecteurs C' sans points singuliers sur une variété M de
classe C1, tel que les courbes intégrales de X soient fermées dans M. Alors
l’espace topologique quotient de M par la relation d’équivalence “appartenir a la
méme courbe intégrale de X est localement homéomorphe a R.

2.3 Fibrations

Commencgons en définissant les fibrations.

Définition 2.3.1. Une fibration (parfois fibré localement trivial) de classe C*
est une application 7 : £ — B de classe C* entre variété C*, de sorte que
pour tout b € B il existe une variété F de classe C*, un voisinage ouvert U de b
dans B et un C*-difféomorphisme ¢ : 771 (U) — U x F), tels que le diagramme
suivant commute :
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x -

Ou 'on a noté pry la projection “verticale” du produit U x F sur la premiere
composante U.

Voici un peu de terminologie.

Notation 2.3.2. On dit que B est la base, E l’espace total, 7= (b) la fibre
au-dessus de b, U un ouvert trivialisant, ¢ une trivialisation locale de .

Si la variété F ne dépend pas du point b on parle alors d’une fibration de fibre
F. On désigne souvent une fibration par son espace total, par abus de notation.

On rappel encore quelques autres notions pour donner des exemples.

Définition 2.3.3. Soient p: E — B et p' : B/ — B’ deux fibrations C*. Un
morphisme de fibrations de p dans p’ est une couple d’application (f, g) de classe
C* tel que le diagramme suivant commute :

E-2s F

T

B> p

Un isomorphisme de fibrations de p vers p’ est un morphisme de fibrations
(f,9) qui admet un inverse, c’est & dire un morphisme de fibrations (f’, ¢’) de p’
vers p tel que :

gog =Idp,g' og=1Idg,fof =1dp, f o f=1Idg
Deux fibrations sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.

Définition 2.3.4. Soit p : E — B une fibration de classe C*.
Pour k’ < k, une section globale de classe C** de p est une application s : B — F
de classe C* telle que po s = Idp.

En général des telles sections globales (c’est a dire définies sur B tout entier)
n’existent pas.

Exemple 2.3.5. Si M, F sont variétés C*, la projection canonique prys :
M x F'— M sur la premiére composante du produit est une fibration de fibre
F. Elle est dite une fibration triviale.

Toute fibration isomorphe a une fibration triviale est dite trivialisable

Exemple 2.3.6. Les revétements a au plus un nombre dénombrable de feuillets
sont des fibrations de fibre discrete.
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Exemple 2.3.7. Les fibrés vectoriels réels C* de rang n sont des fibrations C*,
de fibre la variété R"™.

En général, une fibration de fibre R™ n’admet pas une structure de fibré vectoriel
évidente, c’est a dire compatible avec celle de fibration.

On peut retourner aux feuilletages.
Considérons une fibration 7 : E — B de classe C*, de fibre une variété F' et
dimension p, sur une variété B de dimension n.
Fixons une carte locale (U, ) de B, ou U est un ouvert trivialisant pour 7, une
carte locale (V,) de F, et une trivialisation locale 6 : 7= 1(U) — U x F de 7
au-dessus de U. Considérons I'application de 'ouvert W := ~1(U x V) de E
dans Vouvert p(U) x (V) de R™ x RP définie par

x— (pxP)ob(zx) = (p(0(x)),v(0(x)))

On peut vérifier que la collection de ces applications donne un atlas de cartes
feuilletées C* sur E.

2.4 Pull-backs

On peut définir le pull-back d’un feuilletage.

Soient f : M — N un C*-difféomorphisme local entre deux variétés C*, et
F un feuilletage de N défini par V'atlas {(U;, ¢;)}ier. Pour tout point x € M,
notons V, un voisinage ouvert de x dans M tel que f(V) soit ouvert dans N et
tel que fjy, soit un C*-difféomorphisme sur son image.

Alors Tatlas {f~1(U;) N Va, 05 0 fiy-1@w)nv, tiel,wenm €st un atlas de cartes
feuilletées C* sur M. Cela définit un feuilletage C* sur M qu’on note f*F, et
qu’on appelle le feuilletage image réciproque de F par f, ou pull-back de F par
f
L’image f((f*F).) d’'une feuille de f*F est la feuille Fy(,) de F, mais en général
I'image réciproque d’une feuille de F n’est pas réduite & une seule feuille de f*F.
Avec cette notion, on peut définir un isomorphisme de feuilletages.

Définition 2.4.1. Un isomorphisme d’une variété feuilletée (M, F) de classe
C* dans une autre (M’, F') est un C*-difféomorphisme f: M — M’ tel que
f*F' = F. On dit alors que (M, F) et (M', F') sont équivalentes.

De maniere équivalente, les applications f, f~! lue par cartes (feuilletées)
préservent les familles des sous-espaces horizontaux.

2.5 Actions de groupes

Soit G un groupe discret agissant librement et proprement discontinument par
C*-difféomorphismes sur une variété M de classe C*. Soit puis F un feuilletage
de M G-invariant, c’est & dire tel que ¢g*(F) = F pour tout g € G.

On peut vérifier que la variété quotient M /G admet un unique feuilletage F’
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tel que 7*F' = F, ot l'on a noté m : M —» M /G la projection canonique au
quotient. Ce feuilletage est appelé le feuilletage quotient de F par I'action de G.

Exemple 2.5.1. Si F' est un RR-sous-espace vectoriel de dimension p de R™, alors
R"™ admet un feuilletage dont les feuilles sont les sous-espaces affines translatés
de F'. De plus, ce feuilletage est Z™-invariant, si ’on fait agir Z™ par translations.
Notre feuilletage induit donc par passage au quotient 7 : R"® — R"™/Z"™ un
feuilletage (analytique) de dimension p du tore T™ = R™/Z" ; on l'appelle un
feuilletage linéaire du tore.

Si on choisit n = 2, et si F C R? est une droite de pente irrationnelle dans le
plan, on sait que 7(F') est une variété immergée du tore difféomorphe & R qui
n'est pas une sous-variété plongée. En effet, elle résulte dense dans T2, mais pas
ouverte.

On voit donc un exemple d’un feuilletage dont les feuilles ne sont pas des
sous-variétés.

2.6 Actions de groupes de Lie

On commence par un rappel.

Définition 2.6.1. Un groupe de Lie G est une variété lisse muni d’une opération
de groupe (g,h) — gh : G x G — @ telle que l'application (g, h) — gh™*! :
G x G — G soit C.

Une sous-variété immergée H — G qui est aussi un sous-groupe est dite un
sous-groupe de Lie de G.

La définition donnée équivaut au fait que les applications du produit p :
(g,h) — gh et d’inversion ¢ : g — g~ ! soient C> pour atlas de G.
On peut maintenant considérer des action (a& gauche) de groupes de Lie sur
des variété lisses. Une action C* d’'un groupe de Lie G sur une variété lisse
M est une application p : G x M — M de classe C* telle que p(e,x) = z et
p(g,p(h,z)) = p(gh,z) pour tout z € X, g,h € G, o l'on a noté avec e € G
I’élément neutre de G.
Dans la suite, on note laction ainsi : p(g, z) := gx.
La terminologie usuelle pour les actions de groupe est utilisée dans ce contexte
aussi. On appelle G-orbite d'un point € M l'ensemble Gz := {gz|g € G} C M,
et stabilisateur de x € M le sous-groupe Stabg(x) := {g € G|gz = z} de G. Ici
Paction p est sous-entendue, mais on parle aussi des orbites et des stabilisateurs
de p dans le méme contexte. On remarque que le sous-groupe stabg(z) est fermé
dans G, et un résultat en théorie des groupes de Lie dit que alors il est un
sous-groupe de Lie de G.
Fixons z € M. L’application ¢, : G — Gz qui a ¢ € G associe gx est
surjective par définition. De plus, elle est constante sur les classes latérales
du sous-groupe stabg(x), et donc factorise au quotient en une application
Y, : G/stabg(z) — Gz. Le quotient est un quotient d’ensembles, qui a struc-
ture de groupe si et seulement si le stabilisateur de z est distingué dans G.
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On peut montrer que le quotient G/stabg(x) admet une structure différentiable
telle que ¥, soit une immersion injective

Pour revenir aux feuilletage, on a besoin d’une autre définition.

Définition 2.6.2. Soit p: G x M — M une action C*° du groupe de Lie G
sur la variété lisse M.

On dit que Paction est feuilletée si la dimension des espaces tangents aux orbites
de p est constante.

Sil'on a en particulier dimg(Tg,Gx) = k pour tout © € M et g € G, on dit que
laction est feuilletée de dimension k. Si de plus k est la dimension de G alors on
dit que 'action est localement libre.

Voici le lien avec les feuilletages, qu'on admet sans démonstration.

Proposition 2.6.3. Les orbites d’une action feuilletée de dimension k définissent
un feuilletage lisse de M de dimension k.

2.7 Feuilletage de Reeb de &°

On donne un exemple de feuilletage sur S, le feuilletage de Reeb. Cela est
un exemple concret qui a été beaucoup étudié pendant le développement de la
théorie des feuilletages.

On va décrire la construction de ce feuilletage, qui commence en définissant un
feuilletage sur un tore solide D? x S, ou I'on note avec D? la boule unité fermée
dans R? pour la métrique euclidienne.

D’abord, on considere une modification de la submersion de I’exemple dans la
section 2.1. Posons f : D? x R — R, donnée par f(z1,xa,23) := a(r)e®, ol

r=r(x1,r2) = /2?2 + 23 et a(r) :=exp <fexp (ﬁ))
Le feuilletage lisse défini sur D? x R par f a comme feuilles les graphes des
fonctions ¢y : (21,x2) — exp (1_—1@) + b, définies sur D? & valeurs dans R,

pour b € R. Ce feuilletage s’étend en un feuilletage lisse de R?, qu’on note F,
dont les feuilles & Iextérieur du cylindre C := D? x R C R3 sont les cylindres
d’équations x? + 13 = p?, avec p > 1.

On identifie maintenant les points des deux bases du cylindre compact D? x [0, 1]
en disant que (z1,22,0) ~ (y1,y2,1) si et seulement si z1 = y; et x2 = yo. Le
quotient D? x [0,1]/ ~ est homéomorphe au tore solide D? x S!, et puisque
le feuilletage F sur D? x R est invariant par translations le long de l’axe
{x1 = x5 = 0} on peut définir un feuilletage quotient lisse sur D? x St. Cela suit
de 'exemple dans la section 2.5.

Ce feuilletage est appelé le feuilletage orientable de Reeb de D? x St. 1l admet
une feuille compacte, & savoir le tore S! x S' qui donne le bord. De plus, ce
feuilletage n’est pas donné par une submersion.

Si on avait considéré I'identification des points de D? x {0} avec ceux de D? x {1}
définie par (x1,z2,0) ~ (y1,y2,1) si et seulement si 1 = y; et 2 = —ya2, on
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aurait trouvé comme quotient D? x [0,1]/ ~ une 3—variété non orientable,
qu’on note K3, dont le bord est C*°-difféomorphe & une bouteille de Klein. Le
feuilletage quotient sur cette variété, encore possible puisque ’action du groupe
des translations “verticales” préserve les feuilles de F, définit un feuilletage sur
K3,

Ce feuilletage est appelé le feuilletage non orientable de Reeb de K3. Le bord est
encore une feuille compacte, et les feuilles a 'intérieur sont toutes homéomorphes
a R2.

Maintenant on va construire un feuilletage sur S? en recollant deux feuilletages
de Reeb sur D? x S'.

L’idée topologique & la base est de considérer 1'espace S% = {(z1, 22,73, 74) €
R4S 22 = 1} comme la réunion de deux tores solides T1, Ty = D? x S,
identifiés le long du bord par des difféomorphismes qui envoient les méridiens de
0T sur les paralleles de 075, et réciproquement. A ce point 13, le tore solide T}
est défini par les équations

. 1
fozl et x%er%gg
i=1

et T par
. 1
Zojf:l et xf+x§z§
i=1

11 y a plusieurs possibilités pour décrire cette décomposition de $? dans deux
tores solides, utilisant par exemple la projection stéréographique du pole nord
7m: 33\ {N} — R?, ot N :=(0,0,0,1).

Apres cette opération purement topologique, il y a une seule facon pour recoller
les feuilletages de Reeb sur T} et T afin d’obtenir un feuilletage lisse sur S3 tel
que 917 = 9Ty soit une feuille.

Ce feuilletage est appelé le feuilletage de Reeb de S2. 1l est un feuilletage de
codimension 1 ayant une feuille compact, homéomorphe au tore 72 = S x G,
a savoir le bord des tores solides qu’on a utilisé pour construire la sphere. De
plus, les autres feuilles sont homéomorphes & R? et s’accumulent sur la feuille
compacte.

Cette situation particuliere d’existence d’une feuille compacte a été étudiée dans
le contexte plus général des variétés compactes de dimension 3. On verra a ce
propos, dans le chapitre 6, un théoreme di & Novikov, qui donne une condition
purement topologique pour qu'une 3-variété feuilletée compacte admet une feuille
compacte (condition liée au groupe fondamental de la variété considérée).
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Chapitre 3

Théoreme de Frobenius

Dans la suite on travaille avec des variétés C°, et on donne une définition
qui généralise le fait qu'un champ de vecteurs dans une variété soit intégrable.

Définition 3.0.1. Un champ de vecteurs X sur M est dit tangent au champ
de p-plans A si pour tout z € M on a X(x) € A,.

Définition 3.0.2. Un champ de p-plans A, de classe C* sur M, est dit intégrable
s’il existe un feuilletage F lisse de dimension p sur M tel que A, = T, F, pour
tout x € M.

Cela dit qu’il existe une variété tangente au champ de p—plans en tout point,
a savoir la feuille de notre feuilletage.

Remarque 3.0.3. Un tel feuilletage est unique.

En effet, considérons deuz feuilletages F,F' sur M tel que T, F, = T, F. pour
tout x dans M. Alors la composée ' o =1 d’une carte feuilletée (U, @) € F et
d’une autre (U’, ") € F' est (localement) de la forme correcte

¢ op=1:(z,y) — (f(z,9),9())

car la dérivée partielle % de sa seconde composante par rapport a la premiére
variable est nulle.
Cela dit que les atlas F,F' sont compatibles, et la condition de mazimalité donne

F=F.
Voici un critere tres utile pour I'intégrabilité d’un champ de p-plans.

Théoréme 3.0.4 (Théoreme de Frobenius). Un champ de p-plans A de classe
C™ sur M est intégrable si et seulement si, pour tous les champs de vecteurs
lisses X, Y sur M tangents a A, le crochet de Lie [X,Y] sur M est tangent a A.

Pour la démonstration, on utilisera la caractérisation suivant des champs
de p—plans C*, qui dit que ’on peut travailler avec p champs de vecteurs C*
indépendants en tout point.

21
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Proposition 3.0.5. Un champ de p—plans A : x — A, sur M est de classe C*
si et seulement si, pour tout point xy € M, il existe un voisinage ouvvert U de x( et
p champs de vecteurs X1, ..., X,, sur U, de classe C*, tels que {X1 (), ..., X,(z)}
soit une R-base de A, pour tout x € U.

Démonstration (théoréme 3.0.4). Supposons d’abord que A soit intégrable, défini
par le feuilletage F de dimension p. Soient X,Y deux champs de vecteurs sur
M tangents & A, et x € M un point.

Si 'on montre que [X,Y](z) € A, on a démontré la premiere implication.

Le résultat suit d’un raisonnement local. Si on avait M = R", et F le feuilletage
standard R™ = RP x R" 7, alors on aurait X(z),Y(z) € R? x {0}, pour tout
z € R"™, car notre feuilletage définit ce champ de p—plans, si I'on identifie T, R™
avec R™.

2] 9 n n
En effet, {%IZ’ e mlz} est une R—base de T,R™ pour tout z € R", et donc
X,Y sont combinaison linéaire des opérateurs de dérivée partielle 6%1 e %.
s P

Mais un crochet de deux tels champs de vecteurs est encore une combinaison
linéaire de 8%1, cl a%p’ et donc [X,Y] est bien tangent & A.

La conclusion suit du fait qu’on peut se ramener a cette situation autour de z,
en choisissant une carte locale (U, ) en z et en remplagant X, Y par ¢.(X|y)

et 0.(Yjy) (respectivement).

Réciproquement, supposons que la condition sur le commutateur soit satis-
faite. Comme le probleme est local, on peut supposer que M soit un voisinage
ouvert de 0 € R™; quitte & le réduire, il existe un p—uplet (X1, ..., X,,) de champs
de vecteurs sur M tels que {X;(z),...., X,(z)} soit une base de A, pour tout
re M.

Par définition, les champs X7, ..., X, sont tangents a A, et donc I’hypothese est
que [X;, X;](x) € A, pour tout x € M, pour tout 4,5 € {1, ..., p}.

On termine la preuve en deux étapes :

1. On montre qu’on peut se réduire au cas ou les champs commutent entre
eux : [X;, X;]=0pour1<4,j<p

2. On démontre la deuxieme implication avec cette hypothese supplémentaire

On essaye alors de modifier les champs X1, ..., X}, en des champs Xj, ..., X
qui commutent entre eux, et qui engendrent encore A, en tout point x € M.
On peut supposer que X;(0) = %‘0, pour tout i = 1,...,p, & un changement

linéaire pres. On aura maintenant une matrice de fonction lisses (@i j)1<i<p,1<j<n:
qui donnent les coordonnées de X1, ..., X}, dans la base canonique de T, M, pour
tout x € M. Cela signifie que 1'on a ’écriture :

n
0
Xl(x) = Zai’j(lﬂ)aixj
j=1
pour z € Met1<i<p.
Quitte & réduire M, on peut supposer que la matrice carrée (a; ;(z))1<i j<p, qui
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vaut l'identité en zéro, soit inversible pour tout x € M (pour la continuité du
déterminant). Soit (b; j(x))1<s,j<p son inverse en tout point de M. Les formules
de Cramer montrent que les fonctions b; ; sont encore lisses. Posons :

On va montrer que le p—uplet (X7, ..., X,) de champs de vecteurs convient.
Les X1, ..., Xz/n sont des nouveaux champs de vecteurs C'°° sur M. De plus, si on
fixe z € M, on voit que les vecteurs Xj(z), ..., X, (r) sont une nouvelle base du
sous-espace de T, M engendré par X;(x),..., Xp(z), c’est & dire de A,.

Par construction, on a X, = 8‘27 + Zj —pt1 Ciyj 62 , pour des fonctions lisses ¢; ;
convenables. En utilisant les propriétés elementalreb du crochet de Lie, on voit
que :

- 0
(XL X =) di’j’kaimk

k=p+1

pour des autres fonctions lisses d; jr : M — R.
Notre hypothese nous dit que [X}, X}](z) €< X{(),..., X (2) >r= A, pour
tout x € M, et donc on aura des fonctions e; ;; sur M telles que :

p p
Seudi=3 (2t 2 e
k=1 k=1

j=p+1

En soustrayant, on trouve que

p

0
> eijkn— =0
P 1,5,k 8{Ek

ce qui, par indépendance des a , donne e; ; ; = 0 pour tout 4, j, k € {1,..., p}.

Alors [X!, X ] S eiikX) = 0 et pour tout i,j € {1,...,p}, ce qu'il fallait
montrer.

Démontrons maintenant le théoréme avec les hypotheses A, =< X5 (), ...
pour tout z € M, et [X;, X;] =0pouri,j=1,..,p

Notons t — <p{ le flot du champ X}, et, pour oy € M fixé, € > 0 convenable,
considérons I'application suivante :

, Xp(z) >

PV [—e el — M

(t1, s tp) ¥ @3, © .0 @} (20)

Cette fonction a pour image une sous-variété intégrale de A.
En effet, on a, pour 1 < j <p:



24 CHAPITRE 3. THEOREME DE FROBENIUS

0 0
a—tj (t1, . tp) = 3Tj(<p%1 ... o<pfp(x0)) =

j 1 j—1 j+1
= ajj(% Oy, 00wl 0wl 0. op (To)) =

— X . (A 1 Jj—1 J+1 P
=X, (‘Ptj 0Py, 0..0py 0PI 0.0y (x0))

ou 'on a utilisé le fait que les flots commutent, ainsi que la définition de <ng
comme flot de Xj.
Comme les champs X3, ..., X, sont linéairement indépendants en tout point,
on voit alors que Dy, ..¢,) = ];:1 %(tl,...,tp) est injective pour tout
(t1,...,tp) € [—€,¢€]P, pour € convenable.
De plus, I'image de D)4, ,....+,) est contenue dans Ay, . ¢,), d’apres les calculs
ci-dessus, car A est engendré par X, ..., X, en tout point. Donc I'image de v
est une sous-variété tangente a A ; comme les deux ont méme dimension, elle est
une sous-variété intégrale, et on a conclut.

O

Remarque 3.0.6. On peut donner une deuxiéme définition d’un feuilletage
(dans le cas C™).

On peut dire qu’un feuilletage C*° de dimension p d’une variété lisse M est la
donnée d’un champ de p—plans lisse A sur M qui soit intégrable. Les feuilles de
notre feuilletage seront les sous-variétés tangentes a A.

D’apres le théoréme de Frobenius, on aurait pu demander la propriété suivante
pour A.

Tout point xg € M admet un voisinage U C M, avec p champs de vecteurs
X1,..., X, lisses sur U satisfaisants :

1. Ay =< Xq(x),..., Xp(x) > pour tout x € U
2. [X;, X;](z) € Ay pour tout x € U
En effet, soient X, Y deux autres champs de vecteurs sur M tangents a A.

Pour tout xg € M, si on fixe un voisinage U C M de xo comme ci-dessus, on
pourra trowver des fonctions lisses fi,..., fp, g1, ..., gp sur U telles que :

P P
Xju = Zfin',Yw = Zgin'
i=1 i=1

Mais alors, si on choisit x € U quelconque, le vecteur [X,Y](x) est contenu
dans lespace vectoriel engendré par les [X;, X,;|(z), par les propriétés élémentaires
du commutateur. Cela entraine que [X,Y] soit tangent a A, et donc le théoréme
de Frobenius nous assure que A est intégrable.



Chapitre 4

Propriétés topologiques des
feuilles

Fixons une variété feuilletée (M, F) de classe r et codimension q.

4.1 Cartes distinguées et lemmes techniques

Définition 4.1.1. On dit qu’une carte feuilletée (U, ¢) de F est distinguée s’elle
satisfait les conditions suivantes :

1. il existe une carte feuilletée (U’, @) telle que U C U’ et ¢'|yy = ¢.
2. ¢(U) =(=1,1)";

(=1,1)"

@z

FIGURE 4.1 — Carte distinguée

C’est clair que tout point p de int(M) appartiennent a une carte distinguée

(U, ¢) avec ¢(p) = (0,...,0).

Dorénavant, on notera 7 : (—1,1)" — (—1,1)? la projection sur les derniéres
q coordonnées.
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Si (U, ¢) est une carte distinguée et € (—1,1)?, on appelle aussi, dans la
suite du chapitre 4, 'ensemble ¢~ (77 1(x)) plaque de U, et on la notera souvent
par @@, ou (). Notons que chaque plaque @) est contenue dans une seule feuille
de F, quelle est difféomorphe & (—1,1)""7 et que

U= U Q..

ze(—1,1)4

Lemme 4.1.2. Si (U;, ¢;) et (Uj, ¢;) sont deux cartes distinguées avec U; C U;
et si Q; est une plaque de U;, alors il existe un carte distinguée (U], ¢}) telle
que :
1. Q; Cc Ul CU; et Q; est une plaque de U] ;
2. si Q; est une plaque de U; avec Q; NU] # O alors Q; NU; est une plaque
de U}.

Remarque. Notons que la condition 2 du lemme n’est pas triviale : en effet,
a priori, il se pourrait que @; N U; ait plusieurs composantes connexes (figure
4.2); il faut vraiment, donc, se restreindre & une carte distinguée U] plus petite
de U; pour éviter ces problemes.

FIGURE 4.2 — Exemple de charte distinguée ne vérifiant pas le lemme 4.1.2

Démonstration. Pour le choix de U; et Uj;, chaque plaque de U; est contenue dans
une plaque de U;. Donc, pour chaque z € (—1,1)?, on a un unique 2’ € (—1,1)?
tel que @Q; C Q.. Posons ¢ : (—1,1)7 — (=1,1)9, {(z) = a’; alors, ¢ est une
immersion C". De plus, si on fixe une plaque Q; = (7 o ¢;) () dans U;, pour
un certain & € (—1,1)9, on peut trouver un € > 0 tel que, si 'on pose

q
U= H(il — €T + €),
i=1
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alors (| est un plongement C”.
Donc, finalement, il suffit de poser U] := (% o ¢;)"*(U) et ¢; := ¢;|; pour
obtenir, quitte a modifier le domaine par une homothétie, la carte distinguée

(U], ¢%) voulue. O
Soit maintenant € = {Uy,, ..., Uy, } une suite de cartes distinguées (Uy,, ¢»,),
i=1,...,m. Soit  un point dans une plaque @; de Uy,. S’il existe des plaques

Q;deUy,,i=1,...,mtelles que Q; N Q1 #0,i=1,...,m, on appelle € une
chaine en x et on appelle longueur de € V'entier m (figure 4.3).

U, G, Uy ]

FIGURE 4.3 — Exemple de chaine en x de longueur m

Remarque. Si € est une chaine en x € @ alors elle 'est en tout point y € Q.
On commence a étudier les propriétés des chalnes par un lemme immeédiat :

Lemme 4.1.3. Soit € = {Uy,,...,Ux,, } une chaine en x et
O = {z €Uy, | € est une chaine en z}.

Alors O est un ouvert de Uy, qui est réunion de plaques de Uy, .

Démonstration. Soit O,, = Uy, et, par récurrence,
O; = (70 ¢},) (7 0 ¢x,)(Ux, N Oit1),

pour i =m —1,...,1. Alors on a simplement O = O1, qui est bien ouvert dans
Uy,. O

On va maintenant rappeler un lemme classique sur les espaces métriques qui
sera utile pour la suite de cette section ainsi que pour 1’étude de I’holonomie au
chapitre suivant :

Lemme 4.1.4. Soit X un espace métrique, K un sous ensemble compact de
X etUl,i=1,...,v, ouverts de X tels que K C U}_,U]. Alors il existe des
owverts U;, i = 1,...,v tels que :
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1, KCU;JZIUZ,
2. siU;NU; #0, alors U; UU; C Uy, pour un 1 < k <v'.

Démonstration (Idée). Comme K est un espace métrique compact, on peut
trouver un nombre de Lebesgue ¢ > 0 associé au recouvrement ouvert {U; N K };

de K. Alors, il suffit de choisir les U;, i = 1,...,v, satisfaisants la condition 1
avec diametre d(U;) < $. O

Voici un autre lemme sur les propriétés des chaines en un point fixé :

Lemme 4.1.5. Soit F' une feuille et soient x,y € F'. Alors il existe une chaine
C={U,,,...,Ux, } en x telle que :
1. z €Uy etycUy,;
2. s1 € est aussi un chaine en un certain point z € Uy, contenu dans une
feuille F" et si {Q} | i =1,...,m} est une chaine de plaques associée d €
en z telle que

Q. CU.NF , 2€Q,, i=1,....m,

alors, pour chaque i =1,...,m — 1, Qi est l'unique plaque de Uy, , qui
intersecte @ et, de méme, Q) est l'unique plaque de Uy, qui intersecte
Qiy1-
Démonstration. Soit I : [0,1] — F une courbe continue avec [(0) = z et [(1) = y.
Recouvrons ([0, 1]) par des cartes distinguées et choisissons finies des cartes
parmi elles pour construire une chaine € = {Ug,,...,Ug, ,} en z, telle que
xeUs etyelUse ,.

En regardant U;nz/lUgi comme un espace métrique, on peut appliquer le
lemme 4.14 & U] = Ug,, v = m’ et K = [([0,1]) pour obtenir une chaine
¢ = {Uy,,..-,Ux } en z, avec y € Uy, et telle que si Uy N UA;_ # () alors
UAQ U UA; C Ug, pour un certain k.

Soit, maintenant, Q;, ¢ = 1,...,m, une chaine de plaques associée & ¢’ en x,
avec T € Q1 et ¥y € Q. Comme () £ Q1N Q2 C Ux;y NUyy, il existe un £ tel que
Ux U UA; C Ug,. En appliquant, or, le lemme 4.1.2 a Ux; CUg, et Uy, C Ug,,
on obtient des cartes distinguées (Uxy, dar) et (Uny, ¢ay) telles que

QICU'{’ Q?CUé’a

chacune satisfaisante la propriété 2 du lemme 4.1.2. Maintenant, on peut supposer
que Uyy UUy, C Ug,,, pour un certain k', caronaque @ # Q2NQ3 C U MUy,
donc, on peut appliquer le lemme 4.1.2 & Uyy C Ug,, et Uy, C Ug,, pour obtenir
des (Uxy, dayr) et (Uny, ¢ay) qui vérifient le deux conditions du lemme. En
itérant cette procédée, on obtient (Uyy, par) (déja construite) et des (Unir, parr),
i=1,...,m—1, et une (Ux,dxrr ). On définit, finalement, (Uy,, ¢x,), pour
1 =1,...,m en posant

(U1 0x0) = Unys o) 5 (Un,s 00,) = (Uni s o) et
(U)\i’¢)\i) = (UA;N,(ﬁ)\(H) ? Z :27"'7m_ 1
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Clairement les (Uy,, ¢, ) vérifient la propriété 1 du lemme; on veut montrer
qu’ils vérifient aussi la 2. Comme Uy, N Uy, C Ug, pour un certain k, il existe
une unique plaque Q} de Ug, avec Q) C @Y. Comme chaque plaque de Uy,
qui intersecte @] est contenue dans Uy, N Q) et comme Uy, N Q) contient une
seule plaque de U), par le lemme 4.1.2, aucune plaque de U, différente de Q5
peut intersecter @}. Le méme argument, appliqué récursivement & la couple
(Ux,,Un,,,) montre que la propriété 2 vaut aussi. O

On peut, finalement, énoncer un dernier résultat technique qui nous permettra
d’analyser quelques propriétés topologiques des feuilles.

Théoréme 4.1.6. Soient x et y deux points d’une feuille F'. Si l’on a une carte
distinguée (Uy, ¢,) au voisinage de y, il existe une carte distinguée (U, $,) au
voisinage de x telle que pour toute feuille ' avec F'NU, # 0 on a F'NU, # 0.
De plus, U,, peut étre choisie de fagon que si U, a une plaque Q) avec Q) C F’
et x ¢ Q, alors F' contient une plaque de U, qui ne contient pas y.

Démonstration. Considérons la chaine € = {U,,,...,U,,, } en = donnée par le
lemme 4.1.5. On peut supposer que Uy,, C U,. En appliquant le lemme 4.1.4
a €, on obtient O; C Uy, ; on choisit alors U, ouvert dans O; de fagon que
(Ui, ¢u) soit une carte distinguée, ot on a posé ¢,, := ¢y, |v,, quitte a ajuster le
codomaine. On veut montrer que cette carte satisfait la conclusion du théoréme.

Choisissons une chaine de plaques Q}, i = 1,...,m, qui vérifie la condition 2
du lemme 4.1.5; alors, les plaques Q; et @, se déterminent réciproquement de

fagon unique. Donc, si x ¢ @}, on a aussi y ¢ @/, et on a conclu. O

4.2 Quelques propriétés topologiques

On commence par un résultat sur la cloture des feuilles.

Théoréme 4.2.1. Soit {F,}aca un ensemble de feuilles et soit © € UpeaFy. Si
F est la feuille passante par x, alors F' C UyecaFy. En particulier, pour chaque

feuille F', on a
F=|J F=|JF.
FNF#£0 FCF’

Démonstration. Soit y un point de F et soit (U,, ¢, ) une carte distinguée au
voisinage de y. Par la premiere partie du théoreme 4.1.6, on a une carte distinguée
(U, ¢p) au voisinage de x telle que chaque feuille intersectant U, intersecte
aussi U,. Donc, on a U, N (UgecaFy) # 0; alors, comme on peut choisir U,
arbitrairement petit, on a y € UgeaFy. O

On a aussi un résultat relatif au saturé d’un ouvert.
Théoréme 4.2.2. Soit O un ouvert de M. Alors
U F
FNO#0D

est ouvert ausst.
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Démonstration. Notons Y I’ensemble en question : on montre que Y est voisinage
de tous ses points. Si € Y, on a une feuille F' contenante x telle que F N O # ().
Pour y € F N O, choisissons alors une carte distinguée (U,, ¢, ) au voisinage
de y, telle que U, C O. Par la premiere partie du théoreme 4.1.6, il existe une
carte distinguée (U, ¢,,) au voisinage de = avec la propriété que chaque feuille
intersectant U,, intersecte U, aussi et, donc, O ; alors U, C O, c’est a dire que O
contient un voisinage de =x. O

Le théoreme 4.1.6 permet aussi de donner une caractérisation, avec laquelle
on peut travailler facilement, pour le feuilles qui sont des sous variétés plongées.

Théoréme 4.2.3. Une feuille F' est propre si et seulement si il existe une carte
distinguée (Uy, @) telle que F N Uy est la seule plaque de Uy contenue dans F.

Démonstration. Supposons que F soit une feuille propre. Alors, si (U}, ¢}) est
une carte distinguée qui a une plaque Q' contenue dans F, comme F est propre,
on a un voisinage V' de @’ contenu dans U} tel que FNV = @Q'. On peut alors
construire une carte distinguée (Uy, ¢y ) qui vérifie ’énoncé du théoreme.
Supposons d’avoir (U, ¢») telle que FNU) est I'unique plaque de Uy contenue
dans F. Soit « € F'. Pour le théoreme 4.1.6, on a une carte distinguée (Uy, ¢,,) au
voisinage de x telle que, pour chaque feuille F/, F'NUy # () implique F'NU,, # 0
et si F’ contient une plaque @} de U, avec z ¢ Q] alors F’ contient aussi une
plaque de Uy qui est différente de F' N Uy. Mais la seule plaque de Uy contenue
dans F est F N U, et, done, si x ¢ F' on a que F’ # F. Alors la seule plaque de
U,, contenue dans F' est la plaque contenant = et I est plongée. O

On peut, finalement, énoncer une caractérisation des feuilles compactes, qui
sera tres utile dans la suite :

Théoréme 4.2.4. Si F est compacte, pour chaque carte distinguée (Ux, py),
F NU, est constituée d’un nombre fini de plaques de Uy. De plus, s’il existe
un ensemble compact E tel que FF C E C M, alors cette condition est aussi
suffisante pour la compacité de F.

Démonstration. Pour la premiere partie, supposons F' compacte et supposons,
par absurde, (U, ¢)) carte distinguée avec F' N U constituée d’une infinité de
plaques. Mais alors, comme chacune de ces plaques est ouverte dans la feuille F’
par définition méme de la topologie des feuilles, on peut trouver un recouvrement
infini de F' dont on ne peut pas extraire un sous recouvrement fini : c’est absurde
par compacité de F.

Supposons, or, qu’il existe un ensemble E compact tel que F' C E C M et
que, pour chaque (Uy, ¢y), F NU, est une famille fini de plaques. Comme FE est
compact, il est recouvert par un nombre fini de cartes distinguées. Donc, F' est
une réunion finie de plaques fermées et est, alors, compacte. O



Chapitre 5

Holonomie et théoremes de
stabilité

Soit M une variété C'° de dimension n feuilletée par F de codimension q et
de classe C", r > 1. Dans cette partie on va étudier les propriétés locales au
voisinage d’une feuille F' de F.

5.1 Systemes cohérents de cartes

On montre que, étant donné un compact K contenu dans une feuille F', on
peut trouver une famille de cartes distinguées qui recouvrent K méme et qui ont
des propriétés tres agréables.

Théoréme 5.1.1. Soit K un sous ensemble compact d’une feuille F'. Alors
il existe une famille M(K) = {(U;,¢:)|i = 1,...,v} de cartes distinguées qui
vérifient les propriétés suivantes :

1.
2.

K C U;]=1Ui7

pour tout U;, U; N K est contenu dans une plaque Q; de U; : en particulier,
on peut choisir Q; = ¢; *(771(0)) ;

siU;nU; £ 0, alorsU;NU;NK #0;

4. siU;, Uj sont tels que U; NU; # 0, il existe une carte distinguée (Usj, ¢ij)

telle que :
(a) U, U Uj C Uij ;

(b) si Qi; est une plaque de Us; et Qi NU; # 0, Q;; NU; est une plaque
de U; et de méme avec U; ;

i (Uij, diz) et (Ui, drr) sont comme en 4, avec U;j; NUy # 0, il existe une
carte distinguée (Usjri, dijrt) telle que :

(a) Ui UUp C Usji ;

31
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(b) st Qijri est une plaque de Usji et si Qi NUij # 0, Qijia NUij est
une plaque de Us; et de méme pour Uy.
On appelle la famille M(K) un systéme cohérent de cartes sur K.

Remarque. Pour mieux comprendre ce qui se passe “usuellement” et ce qui
est, par contre, interdit, on peut voir la figure 5.1.

(a) Cas interdit par la propriété 2. (b) Cas interdit par la propriété 3.

(c) Cas typique pour la propriété 4;
pour la 5 c’est pareil.

FIGURE 5.1 — Petite explication du théoreme 5.1.1

Démonstration. Comme K est compact, on peut choisir un nombre fini de cartes
distinguées (U;, ¢;), i =1,...,v, telles que K C UY_,U;. La propriété 1 est, donc,
vérifiée.

On a aussi que U; N K est contenu dans une réunion finie de plaques de U;,
car K, compact, est recouvert par la famille des plaques, ouverts dans K, qui
sont contenues dans un des U}, choisis. Alors, étant donnée une plaque Q; de U;
qui intersecte K, le méme raisonnement qu’on a fait dans le lemme 4.1.2 montre
qu’on peut choisir une carte distinguée (U], ¢}) telle que

1. Q, C U CU,
2. la plaque Q; est aussi un plaque de U},
3. Q; est la seule plaque de U/ qui intersecte K.
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De plus, c’est facile de voir qu’on peut aussi choisir (U/, ¢}) de fagon que
Qi = ¢/ *(7#71(0)). Donc, quitte & changer (U}, #};) avec (U}, ¢}), la propriété 2
est vérifiée aussi.

Notons qu’on peut supposer aussi que les U; satisfont la propriété suivante :
siQ;NQ; =10, alors Q; NQ; = 0.

De plus, comme (U;, ¢;), 7 =1,...,v, sont des cartes distinguées telles que
K C UY_,U;, en regardant UY_, U; comme espace métrique (cette réunion 1'est car
sous-ensemble de la variété M, qui est bien un espace métrique) et en appliquant
le lemme 4.1.4, on obtient des cartes distinguées (V;,1;), i = 1, ..., v qui vérifient
Vi UV, C Uy, pour un certain k : on pose alors U;; := Uy. Puis, en appliquant le
lemme 4.1.2 aux ouverts V; C Uy; et V; C Us;, on obtient des cartes distinguées
(Vir, i) et (Vjr,4bj0) telles que Q; C Vi C Vi et Q; C Vjy C V. Donc, quitte &
considérer les (V;, ;) a la place des (U, ¢;), on obtient aussi la propriété 4 en
gardant la 1 et la 2.

Le méme raisonnement appliqué a la famille des U;, qu’on a obtenue tout &
I'heure, montre qu’on peut choisir {(U;, ¢;)}; vérifiant aussi la propriété 5.

Maintenant, si U; NU; # () mais U; N U; N K = (), pour deux indices i et j,
alors, grace au lemme 4.1.2, on peut trouver deux cartes distinguées (U/, ¢}) et
(U}, ¢%) telles que Q; C U C Ui, Q; C U] C Uy, Qi et Q; sont plaques de U et
U; respectivement et U/ N U} = (). Donc, quitte a changer (U;, ¢;) avec (U], ¢})

et (Uj, ¢;) avec (U}, ¢;), la propriété 3 est vérifiée aussi par les (Ui, ). O

Fixons, maintenant, K un compact contenu dans une feuille F' et 91(K) un
systeme cohérent sur K de cartes distinguées. Une chaine € = {Uy,,..., Uy _,}

en z est dite chaine cohérente en x si (Uy,, ¢x,) € N(K) pour i =1,...,m .

Lemme 5.1.2. 5i € = {Uy,,..., Uy ,} est une chaine cohérente en x qui est
aussi une chaine en z € Uy,, alors on a une unique chaine de plaques Q) C Ul,,
i=1,...,m, avec z € )}, associée a €.

Démonstration. On montre, par récurrence, que les @} sont uniquement déterminées.

Q] est clairement uniquement déterminée. Supposons, donc, ()} uniquement
déterminée pour ¢ = 1,...,7 < m'. Par le théoreme 5.1.1, on a une carte
distinguée (Ux;x,, 1> Pa;x;4,) telle que Uy, UUy,,, C Uy;a,,, et vérifiante la
propriété 4b.

, . . s / N

On a alors que Qj 41 est uniquement determgu?e, des que @ ; est entlerement

contenue dans une plaque Q; ;1 de Uy;x,,, qui intersecte Uy, forcement en

G+1
une et une seule plaque de Uy, . O]

Soit x € K et m un entier positif. Supposons qu’il existe un point z tel que
toute chaine cohérente € = {Uy,,...,Uy ,} en x avec longueur m/, m’ < m,

soit aussi une chaine en z. On dit, alors, que z est un point admissible pour les
chaines cohérentes en x de longueur au plus m.
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Lemme 5.1.3. L’ensemble de tous les points admissibles pour les chaines
cohérentes en x de longueur au plus m est un ouvert A qui vérifie

(1l WnK)ycAc () U.
UeM(K) UeNn(K)
zeU zeU
Démonstration. On a seulement un nombre fini de chaines cohérentes en x de
longueur au plus m ; en considérant I’ensemble O donné par le lemme 4.1.3 pour
chaque chalne cohérente, leur intersection est 'ouvert A cherché, qui vérifie bien
les inclusions dans 1’énoncé. O

Soit 1 : [0,1] — K une courbe continue dans K. On dit chaine cohérente au
dessus de | une chaine cohérente en [(0) € = {Uy,,..., Uy, ,} telle quil existe ¢;,
1=1,...,m avec

O=to<t1 <...<tpw =1

et
l([ti_l,ti]) C U>\7’,7 1= 17 [N ,m’.

Evidemment, donnée une courbe [ continue sur K, il existe toujours une chaine
cohérente avec 1(0) € Uy, et [(1) € Uy _,.

Avant de procéder avec I’étude des propriétés de ces chaines cohérentes au
dessus des arcs continus, on donne un résultat qui suit de tout ce qu’on a dit
jusqu’alors mais qui sera aussi tres utile dans la suite. Pour cela, on écrit, en
utilisant la notation du chapitre 4, # : (—1,1)" — (=1,1)? la projection sur les
dernieres composantes, n étant la dimension de M et ¢ étant la codimension de
F.

Lemme 5.1.4 (de trivialisation globale). Soit{: I — M un arc continu, injectif
et avec image contenue dans une feuille F' de F. Alors il existe un voisinage W
de l(I) et un difféomorphisme h: (=1,1)""9 x (=1,1)9 — W tel que les feuilles
de h*F soient données par #~1(y), pour chaque y € (—1,1).

Démonstration. Fixons, avec les notations qu’on a utilisé tout a ’heure, €
{Ux,,...,Ux,, } une chaine cohérente au dessus de I telle que I([t;_1,t;])
Uy,,i=1,...,m.

On construit W et h par récurrence : pour chaque 1 < k < m/, on va construire
Wi, voisinage de ([0, t]) et un difféomorphisme hy, : (—1,1)"" 7 x (—1,1)? - W}
tel que les feuilles de (hy)*F soient données par les fibres de 7.

Pour k£ = 1, cela suit immédiatement de la définition de carte distinguée :
en effet, il suffit de poser Wy = Uy, et hy = qb;ll :(=1,1)™ = Uy,, olt ¢y, est
Papplication de la carte distinguée (Uy,, ¢x,)-

Supposons, maintenant, d’avoir construit jusqu’'a Wi_; et hp_1.

On aura alors [([0, t;]) C Wj;_1UU,,, ou, par hypothese de récurrence, on a aussi
Wi_1 C U;:ll Uy, . Alors on a, en particulier, que Wiy NUy, C Uy,_, NUy,,
ou, pour les propriétés des chaines cohérentes qu’on a énoncées dans le théoréeme
5.1.1, ¢, (Ux,_, NUy,) est de la forme (a,b)""? x (¢,d)?. Grace & tout ¢a,

C
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c’est facile de construire un voisinage Wy, de ([0, tx]) et un difféomorphisme
hi : (—=1,1)™ — W}, qui vérifie la propriété voulue; on omet les détailles de la
construction. O

On revient maintenant & la discussion des propriétés des chaines au dessus
des arcs avec le lemme suivante :

Lemme 5.1.5. Soient € = {U;,,...,U; ,} et& ={U;,,...,U; ,} deux chaines
cohérentes au dessus de | telles que U, = U;, et U; , =U; , et m/,m"” < m.
Soit z € U, un point admissible pour les chaines cohérentes en 1(0) de longueur
au plus m et soient Q%, i=1,...,m" et QY, i =1,...,m", avec Q] = QY, les
chaines de plaques en z dans € et & respectivement. Alors Q! , = Q"

m/ T m/

Démonstration. On prend des subdivisions
O=to<t1 <...<tp=1, O0=ty<ti<...<t.,=1

telles que {([tr—1,tx])) C Uy, E=1,...,m et I([t),_1,t,]) CUj., k=1,...,m".
On peut, alors, trouver un raffinement commun 0 =¢j <t/ <...<t/,, =1 tel
que pour chaque k"

[t;ql“717tg”] C [tk717tk] et [tg”fl’t%”] - [tk/717tk’}

pour k, k' convenables; en particulier, on a aussi [([t},_1,t}]) C I([tk—1,tk]) C
Us, et I([th_1.t0]) C W[t _1.tw]) C Uj, . Alors, U, NU;,, # 0 et, par la
propriété 4 du théoréme 5.1.1, on peut trouver un carte distinguée (Us, j,,, di.j,, )
telle que U;, UU;,, C Uyyj,, -
. On montre maintenant par récurrgnce sur k, k' et k", qu’il existe une plaque
Qrir de Uy, j,, telle que @, N QY C Qi j,,- Si k" =1, on peut choisir k = k' =1

et, comme on a Q) = Q/, c’est clair qu'il existe une plaque Q1; de Ui, j, telle

que Q) UQY C Qu1.
Supposons, donc, d’avoir trouvé une telle plaque jusqu’aux indices k, k’, k”.
Sid,0’ =0oul, on a alors

[tg//,tg//_,’_l] C [tk_1+§7tk-+5] N [t;cl_1+5/,t2;/+5/].

En particulier, U;,,, N Uj,, # ) et, par la propriété 4 du théoreme 5.1.1,

on peut trouver une carte distinguée (U; telle que U;, , , U

k+6»jk'+5' Y ¢ik:+5ajk’+5’) k46

/ 1 :
Uirvsr CUirysin s Comme Q. 5, Qyry 5 C Uiy 5 U Uj,r s+ ON & aussi Qrr N

# (). Donc, grace & la propriété 5 du théoréme 5.1.1, c’est facile de voir

Ukt T k! 457
quil y a ume unique plaque Qp s 457 de U, 5., ., telle que Qp o NQp o p 50 7

(). Comme on sait aussi que Qg5 45 N Uy, ; est une plaque de U, ; donc,
elle doit forcement étre égal @}, 5. De méme, Qpys 45 N Uj,,,, doit comcider
avec Q5. On a, donc,

Qs UQL s C Qrasirts

ce qui conclut le pas inductif.
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Donc, on a, pour k =m’, k' =m” et K = m’’, une unique plaque Q,/m~
telle que .
Qi UQN ., C Qs
Comme U; , = Uj ,,, on a, par la propriété 5 du théoreme 5.1.1, que @, =
QL. O

On se demande, maintenant, quels sont les effets d’une ”modification continue”
de la courbe [ sur les chaines cohérentes associées.
Fixons, donc, deux courbes continues

102[0,1}4)]"{, 112[071]4)]"{,

avec © = lp(0) = 11(0), y = lo(1) = 11(1), qui soient homotopes & extrémités
fixées ; on note {ls}o<s<1 la famille de courbes donnée par 'homotopie entre ly
et l1.
Soient € = {U;,,...,U; ,} et € ={Uj;,,...,U; , } deux chaines cohérentes
au dessus, respectivement, de ly et Iy, avec Uy, = Uy, et U; , =U; .
Maintenant, on peut trouver une subdivision 0 = 59 < 51 < ... < S, =1 et
des chaines cohérentes en x

¢® =P UMY k=0, u—1

telles que €0 = ¢, ¢ = ¢’ Ul(k) =U;, et Uk = U, , et chaque €%) est
cohérente au dessus de [ pour s < s < sk11. On appelle les Qﬁ(k), k=0,...,u—1,
homotopie entre € et € et 'entier maxy my la longueur de 'homotopie.

On a, alors, le résultat suivant :

Théoréme 5.1.6. Soit €%, k =1,... ,u— 1 une homotopie de longueur au
plus m entre les chaines cohérentes € et &' au dessus, respectivement, de lg et
ly. Soit z un point admissible pour les chaines cohérentes en 1(0) de longueur au
plus m et soient Q;, i =1,...,m" et Q}, j =1,...,m" les chaines de plaques
en z, associées a € et € respectivement, avec, en particulier, Q) = QY. Alors
Q,/m/ = Q,/,:l// .
Démonstration. Si Q}', k=1,...,my est la chaines de plaques, associée a e,
au point z, comme ¢ = €0 et ¢ sont deux chaines cohérentes au dessus de
ls,, le lemme 5.1.5 implique que Q;/ = Q...

En appliquant le méme argument, récursivement sur k, & €), on conclut
facilement la démonstration. O

5.2 Holonomie

5.2.1 Germes d’applications

Soient Uy, Us deux ouverts de R? contenant 0 et soient

f1:U1—>Rqetf2:U2—>]Rq,
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avec f1(0) = f2(0) = 0, deux difféomorphismes C" au voisinage de 0, pour r > 0.

On pose f1 ~ fo 8’il existe un ouvert U’ de R?, avec 0 € U’ C Uy N Uy, tel
que filpr = folur-

La relation ~ est bien une relation d’équivalence ; chaque classe qu’elle définit
est dite germe d’un difféomorphisme local C™ de R? au point 0 et on note par
[f] la classe de f et par Gf I'ensemble de tous les germes en 0.

Si [f], [g] € G}, sont représentés par f: U — R% et g : U' — R? respective-
ment, on peut définir une application

goffTH(fU)NU") = R

par go f(x) = g(f(x)). Alors g o f définit un difféomorphisme local de R? et on
pose [f] - [g] = [f o g]. C’est facile de voir que ¢a donne une loi de composition

QX G Gl

bien définie, grace a laquelle on peut munir G d’une structure de groupe avec
identité [id], ou id : R? — RY est 'identité, et ol 'inverse d’un élément [f] est
donné par [f]=1 = [f~], bien défini car f~! est bien définie au voisinage de 0.

5.2.2 Holonomie d’une feuille

Soit M une variété C° de dimension n et soit F un feuilletage C" de M
de codimension g. On fixe un point & d’une feuille F' et on considere le groupe
fondamental 71 (F, &) de F basé en Z.

On considére un arc continu w : [0,1] — F, et, en fixant un compact K
contenant w([0,1]), on prend un systéme cohérent de cartes sur K M(K) =
{(Ul,(bl) |’L = 1,...,1}}.

On choisit, maintenant, une chaine cohérente € = {U,,, ..., Ux Uy, } au
dessus de w, avec w(0) € Uy,. Pour le lemme 4.1.3, Pensemble O de tous les
z € Uy, tels que € soit une chaine en z est un ouvert de Uy, , contenant la plaque
Q1 telle que Uy, N K C Q1. Pour le lemme 5.1.2, la chaine de plaques au point
z associée a €,

m—17

ng), i=1,...,m, z€ le), avec ng) C Uy, et Q¥ cU,, ,

est uniquement déterminée par z. .
On peut, alors, définir une application f : & o ¢y, (0O) — R? via

F(F 0 (@) = 706y, (Q)), pour z € O,

ou@:(—1,1)" = (—1,1)? est la projection sur les dernieres g coordonnées. C’est
facile de voir que, par construction, f est un difféomorphisme local C" de R? au
voisinage de l'origine.

Si ¢ ={Uu,...,Upu,, , Uy, ,} est une autre chaine au dessus de w, avec
w(0) € Uy, , et si on construit un autre difféomorphisme local f’ & partir de @,
comme on a fait pour € et f, on peut construire h : 7o ¢y, (Ux, NU,,) — R? via

h(ﬁ- © ¢>\1 (Qll N U>\1)) =T7o ¢)\1 (Q/l N UMI)’
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pour chaque plaque Q. Alors h est un difféomorphisme local de R au voisinage
de l'origine qui satisfait [f] = [R][f/][h]~! : donc, w détermine un unique élément
de Gy, a automorphismes intérieurs de Gy pres.

De plus, si w: [0,1] = F, w(0) = w(0) et W(1) = w(1) est un autre courbe
continue qui est homotope a w a extrémités fixées, on prend K compact de M
qui contient une homotopie entre w et w. On considere aussi

€= {Un Uy, Uy, ,UxD

m! -1’

une chaine cohérente au dessus de w et f le difféomorphisme local associé comme

ci-dessus. Par le théoréme 5.1.6, on a alors facilement que [f] = [f].

Avant de parler d’holonomie pour courbes fermées, on va faire une petite
digression pour énoncer un résultat, application immédiate de ce qu’on a dit
ci-dessus. Il s’agit, en effet, d’un raffinement du lemme 5.1.4, vu dans la section
5.1 de ce chapitre, dans le cas de feuilletages de codimension 1 transversalement
orientables :

Lemme 5.2.1. Soit ' une feuille d’un feuilletage F transversalement orientable,
de codimension 1, sur une variété M de dimension n. et soient K un espace
topologique compact, connexe par arcs et fo: K — F une application continue
homotope a une application constante. Alors il existe une famille continue
fi: K — M, avect € [0,1], telle que, pour tout t, fi(K) soit contenu dans un
feuille Fy et, pour tout x € K, Uarc t — fi(K) soit normal ¢ F.

Démonstration. Pour le théoreme 5.1.1, il existe un systeme de cartes cohérentes
n(fo(K)) = {(U1,¢1),...,(Un,dm)} au dessus de f(K).

Remarquons la propriété suivante : si v : S' — K est une continue, comme f
est homotope & une application constante, on a que foo~y : S' — M est une
courbe homotope & une constante. En particulier, tout chemin de plaques au
dessus de fy o~y construit a partir d’'une chaine cohérente au dessus de son image
sera trivial, au sens ou la plaque initiale coincidera avec celle finale.

Fixons, maintenant, un p € fo(K) et, si (Ui, ¢i) € n(fo(K)) est la carte
distinguée contenant p € U et si ¢;(p) = {x1,T}, pour g € (—1,1) et T =
{x9,...,2,} € (=1,1)""! convenables, posons %(t) = é; '({x1,..., 20 1,1},
pour t € (—1,1).

Pour le lemme 5.1.3, il existe € > 0 tel que pour chaque ¢ € [0, €] et chaque arc
a: [0,1] = F avec a(0) = p, il existe un chemin de plaques au dessus de a,
relativement a une chaine cohérente au dessus de o donnée.

Enfin, fixons un champ de vecteurs normal Y a F, qui existe par ’hypothese
d’orientation transverse.

Pour chaque x € K, on fait, alors, la construction suivante : on considere
Yo 1 [0,1] = M avec y(0) = p, ¥(1) = fo(z) et on prend l'orbite Yy, ;) du champ
de vecteurs normal & F passante pour fo(z); on définit, donc, fi(x) comme le
seul point d’intersection de l'orbite Y}, () avec la plaque terminale de la chaine
de plaque au dessus de ;.

Il faut vérifier que cela ne dépend pas du choix de ,. En effet, la remarque
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qu’on a fait tout a ’heure nous dit que, si J, est une autre courbe avec 6(0) = p,
5(1) = fo(x), alors fo oy, x5, est homotope & une constante.

Donc, f; est une famille bien définie : de plus elle vérifie les propriétés dans
I’énoncé. O

On peut, maintenant, retourner a parler d’holonomie de courbes fermées.
Pour ce qu’on a dit avant le lemme, pour chaque classe d’homotopie a extrémités
fixées de arcs sur F, on a un élément de G, qui est unique a automorphismes
intérieurs prés : en effet, I'élément [f] trouvé dépend du choix de la chaine €
au dessus de K, mais la classe de conjugaison de [f] dans Gy n’en dépend pas,
pour le méme argument qu’on avait utilisé tout a I’heure pour montrer que la
classe de conjugaison dans G d’une certain [f], construite & partir d’'un courbe
fermée w étant donnée une chaine € au dessus de w, ne dépend pas, en effet, du
choix de €.

On peut, en particulier, construire une application

Uy 7T1(F,i') — G;

en associant & chaque classe [w] € 7 (F, &) le germe [f], obtenu comme ci dessus
a partir du représentant w.

De plus, on peut facilement vérifier, en utilisant seulement des chaines
cohérentes qui commencent et finissent avec un Uy, contenant & fixé, que U; est
un morphisme de groupes.

Pour ce qui concerne le changement de point base du groupe fondamental,
en choisissant un arc a qui joint les deux points de base, & et g, et en prenant le
difféomorphisme local [¢] lui associé, on montre sans difficulté que 1’on a

(0] - Wa() - [o] " = Wy(a(v))

pour chaque v € 71 (F, ), ou @ est l'isomorphisme entre 71(F, ) et 71 (F, )
induit par « de la fagon habituelle.

Remarquons que si on note, comme d’habitude, 71 (F') 'ensemble des classes
de conjugaisons du groupe 71 (F, &) on a une application

W : 7 (F) — {classes de conjugaison dans Gy}
bien définie.

Définition 5.2.2. Le morphisme V¥; s’appelle holonomie de la feuille F' au
point Z, et le sous groupe Hol(F, &) := W4 (m (F, 2))) de G}, groupe d’holonomie
de F' au point z.

Exemple 5.2.3. Considérons le feuilletage de Reeb de la sphere S3 et fixons
F comme étant la seule feuille compacte. Comme F ~ S! x S', on a bien
m (F,&) ~ Z x Z, ou on peut choisir comme générateurs le méridien et la
longitude de S x S*. Alors, en faisant référence a la figure 5.2, on peut voir que
le groupe d’holonomie de F en & est aussi isomorphe & Z x Z, engendré par [f]
et [g], olt

fr9:(R,0) = (R,0)
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avec f(z) = x pour x > 0, f(z) < x pour x < 0 et g(z) = x pour x <0, g(z) < x
pour z > 0.

fix)

FI1GURE 5.2 — Exemple de calcul d'un groupe d’holonomie

5.3 Stabilité locale

Soit M une variété C*® de dimension n, et soit F une feuilletage de classe
C", r > 1 et codimension ¢ pour M. Fixons F' une feuille compacte de F avec
groupe d’holonomie Hol(F') fini, d’ordre v, et & € F : on peut, alors, trouver une

famille finie
W= {[wi] oy C mi(F,2)

telle que W(U) = Hol(F, ).
En appliquant le théoreme 5.1.1 & K = F, on obtient

NF) = {(Usn i) | i=1,...,0}

Alors, pour la propriété 2 de ce théoreme, on a U;NF =Q;, i =1,...,v.
Pour chaque @;, ¢ = 1,...,v, on fixe un point z; € @Q; et une famille de
courbes continues [; telles que

l; :10,1] = F,1;(0) =21 [;(1) =2; pour i = 1,...,v.
Si U; NU; # 0, pour la propriété 3 du théoréme 5.1.1, on a
UinU;NF=Q,NQ; #0.
Pour de tels U;, Uj, on considere, donc, une courbe continue /;; telle que
Lij :[0,1] = Qi U@y, 1i5(0) = 25, 1;5(1) = zy,

de facon que l;;(t) = l;;(1 — t) pour chaque t € [0, 1].
On prend des chalnes cohérentes au dessus des courbes [;, i = 1,..., v, wy,
k=1,...,v, et l;; de facon que :

1. {Uy, U2(i), A ng_l, U} soit au dessus de I;, pour i = 1,...,v;
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2. {U;,U;} soit au dessus de [ ;
3. {U, 02(16), . .,(A](ii_l,Ul} soit au dessus de wg, pour k =1,...,v.

m
Si on note wy, * I; la juxtaposition des arcs wy, et l;, bien définie car w (1) =
1;(0) = x1, on a que

e®O = (u, TP, ..,Uf,fi:_l,Ul,Ug(i),...,Uﬁji_l,Ui}

est une chaine cohérente au dessus de wy, * [;.

Soit z € U; tel que €M) soit une chaine cohérente en z; alors z détermine
une unique chaine de plaques associée avec €#)(") qui commence par une certaine
plaque Q) et termine par une autre plaque @;. Comme @ ne dépend que de
M) et de [wy] € m (F,21), on note @, aussi par Q; wk].

Supposons que U; NU; # (; alors on considere la courbe wy, * l; * 1;; * l;l,
ol l;l(t) :=1;(1 —t). Comme c’est une courbe fermée pointée en 1, on peut
considérer W(wy * I; * [;; * lj_l) qui, par le choix de la famille 4, coincide avec
U (wg ), pour un k' convenable. Donc, comme ¥ est un morphisme de groupes,
on a que W(wy xl; * 1;;) = ¥(wir ;).

Soient, or,

e®®G) = (7, Tk ...,02271, UL US, U 0L
la chaine cohérente au dessus de wy, * [; * [;; et

Q:(k/)(j) = {Ulv U2(k/)v R Ur(rj?,*l’ U17U2(j)a e Uv(n{;—17Uj}

cela au dessus de wy * [ et QF, ..., Qz“;"], Qj et Q1. .., Q;Uz’“/] les chaines de
plaques respectives associées.
Comme W(wy *1; % 1;;) = V(wy *1;), on a, alors, Q7 = Qgﬁ;’”"] : en particulier,
on a que
Q[wk] Q[wk’] ?é (Z) (5_1)
Soit, or, m la longueur maximale de toutes les chaines considérées. On a alors
le résultat suivant :

Lemme 5.3.1. Soit V Uensemble des point admissibles pour les chaines cohérentes
en x1 de longueur au plus m. Alors il existe un ouvert V’ avec rp € V' C V
tel que pour chaque z € V' on a

[w" CUU“ =1,...,v,i=1,...,v .

Démonstration. Pour m < 1, soit € = {Uy,,...,U, ,} une chaine cohérente
de longueur au plus m/, avec (Uy,, ¢a,) € DU(F). Fixons O,,s contenu dans Uy
qui soit réunion de plaques de Uy _, et tel que

m/

Q)\ /COm’aOim,’C OUl

m
=1
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On définit par récurrence O;, pour i =m’ — 1,...,1, via la formule
Oi = ¢y o (F(¢x, (U, N Oi11))).

Alors, si on dénote 'ouvert Op ainsi construit & partir de € par Og, on a
simplement que

V= n {O¢ | € est un chaine cohérente de longueur au plus m},

qui est bien ouvert, car l'intersection est finie. O

Soient, donc, V' Pouvert donné par le lemme 5.3.1 et 2z € V' et supposons
que z est dans une feuille F’. Soit aussi

Lz) = J{QM | k=1,...,v,i=1,... 0}

On a clairement que L(z) C F’ et qu’il est un ouvert de F’; on montre,
maintenant, que L(z) = L(z), c’est a dire que L(z) est aussi fermé dans M et,
donc, dans F”.

Supposons y € L(z); alors, y € QEJ;’“], pour certains i et k. Donc, par le lemme

5.3.1 ci dessus, y € U; pour un certain j. Si i # j, alors, pour (5.1), une
plaque de U; contenant y doit étre forcement une plaque du type Qg.l)ﬂz’“/] telle

que QE‘;’“] N Qg.“f;’“] # (. Alors, comme L(z) est ouvert et fermé dans F’, qui est

connexe, on a forcement que

F'=L(z) = Q"

ik

Mais, comme la réunion ci dessus est finie, on a F’ compacte; on a, donc,
prouvé la premiere partie du théoréme suivante :

Théoréme 5.3.2 (Théoreme de stabilité locale). Soit F' une feuille compacte
d’une feuilletage F, de classe C" et codimension q, r > 1, sur une variété M de
classe C* et dimension n. Supposons que Hol(F') soit fini. Alors on a :

1. pour chaque ouvert U de M contenant F, il existe un ouvert U' de M,
réunion de feuilles compactes, tel que F C U’ C U ;

2. sir > 2, on peut choisir U' dans 1 de facon que chaque feuille F' dans U’
donne un revétement de F.

Démonstration. Il faut montrer le point 2. Pour cela, fixons une métrique rie-
mannienne g sur la variété M

Considérons, pour chaque point p € F', le sous espace vectoriel D,, donné par
(Tp}"p)J-, ou F, est la feuille de F passante par p et 'orthogonal est au sens de
la métrique g.

C’est facile de vérifier que I’application ¥ : p — D,, est un champ de g-planes
sur F.
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On donne, maintenant, I'idée de comment on peut construire 'ouvert U’
vérifiant la propriété 2, sans traiter les détailles.

C’est un résultat connu en géométrie riemannienne qu’il existe, pour chaque

point p € M, un ouvert O, de T, M contenant 0 et une application Exp,, : O, —
M qui est un difféomorphisme C*° sur son image et qui dépend ”de fagon C'*°”
du point p € M.
Par compacité de F, on peut trouver un € > 0, un voisinage U’ de F dans
M, saturé par rapport & F, et un difféomorphisme C>® Exp : V — U’. Ici
V={veTM||v|g <eve¥(p)dpe F} CTF CTM est le sous-fibré de
TM formé par les vecteurs de T'F, vu dans T'M, de module inférieure & € et
contenus dans ¥(p) = D,, pour un certain p € F.

Avec tout cela, la vérification de la propriété suivante est immédiate : les
sous ensembles Exp(T° N D,), pour p € F, donnent les feuilles d'un feuilletage
JF* défini sur tout U’.

Ce feuilletage, par construction, est transverse a F ; donc, si J, est la feuille de
JF* passante pour un certain point p € F, on a que, pour chaque F’ feuille de F
contenue dans U’, JF,NF " est un ensemble fini.

On définit 7 : F/ — F comme 7(y) = = si ¢ € F et y est un des points
d’intersection avec F' de la feuille F de F* passante par z.

On vérifie facilement, grace a cette construction explicite de F*, que le cardinal
de les fibres de 7 au dessus de x € F' ne dépend pas du choix de z ; a partir de
cela, on déduit aisément que 7 est un revétement de classe C” : on omet ici les
vérifications explicites.

O

On a un corollaire immédiat du théoreme 5.3.2 ci dessus qui correspond, en
effet, a la version plus utile, du point de vue pratique, du résultat de stabilité
locale :

Corollaire 5.3.3. Soit F' une feuille compacte d’une feuilletage F, de classe
C" et codimension q, sur une variété M de classe C*° et dimension n. Supposons
m1(F) fini; alors pour chaque U ouvert de M contenant F, il existe U’ ouvert de
M avec F C U' C U et tel que chaque feuille F' C U’ vérifie card(mi(F”)) < co.

Démonstration. On note que la condition que w1 (F) soit fini implique que
Hol(()F') soit fini. De plus, si dans un revétement le groupe fondamental de
I’espace de base est fini, alors celui de ’espace total ’est aussi.

11 suffit, donc, d’appliquer le théoréeme 5.3.2. O

5.4 Stabilité globale

Dans cette section, on considere une variété M, de classe C*® et dimension n,
feuilletée par F, de classe C", r > 1, de codimension 1.

Fixons un systéme cohérent de cartes M(F) = {(U;, ¢;) | i =1,...,v} pour
une feuille compacte F. Comme F est de codimension 1, on a to¢; : U; — (—1,1)
et chaque plaque de U; est de la forme (7 o ¢;)1(a), avec —1 < a < 1.
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On dit que M(F') est a deux c6tés si pour chaque couple U;, U; € N(F'), avec
UiNU; #0, 7o ¢i(z) et T o ¢;(z) ont méme signe pour chaque z € U; NUj ; si
ce n'est pas le cas, on dit que M(F') est ¢ un cdté. On dit aussi que F' est a deux
cotés 'l existe une N(F) a deux cotés et que F est d un coté sinon.

Remarque. En utilisant les propriétés des systemes cohérents de cartes, on
peut vérifier sans problemes que F' est & deux cOtés si et seulement si il existe
un champ C"~! de vecteurs, défini sur un voisinage de F', qui est transverse a F.

Lemme 5.4.1. Avec les hypotheéses ci dessus, il existe un ouvert V de M, qui
contient F, tel que chaque feuille F' avec F' NV # 0 vérifie une et une seule
des conditions suivantes :

1. F' est compacte et F C UY_U; ; dans ce cas, on a :

(a) si F est a deux cétés, F' NU; consiste d’une seule plaque; dans ce
cas, sir > 2, F' est aussi C" difféomorphe o F ;

(b) si F est a un coté et F # F', F' NU; consiste de deuzx plaques; dans
ce cas, si T > 2, F' donne ausst un revétement C” double de F ;

2. F' n’est pas compacte et F' N UY_,U; contient une feuille compacte.

Démonstration. Soit & € F et soit O I'ensemble des points admissibles pour les
chaines cohérentes en & de longueur au plus v.

En suivant la construction faite dans la preuve du lemme 5.3.1, on obtient, &
partir de O, un O’ qui satisfait les propriétés suivantes : pour chaque feuille F”’
avec F'NO" #0, on a que F' NU; # 0, pour i = 1,...,v et que pour chaque 4,
on a une plaque @} de U; telle que Q) C F’ et Q' C UY_,U;.

Dong, si on énumere par A; 'ensemble {QEA)}AGAi des plaques de U; telles

que
v

A X
QM cr, QM clJus
i=1
pour i = 1,...,v, cela est un ensemble non vide, c’est & dire que A; # @ pour
chaque 1.

Supposons, premiérement, que F' soit & deux cdtes ; on fixe aussi M(F) a deux
cotes. Définissons A, = {A € A, | 7o ¢i(Q§>‘)) >0} C A;. Quitte a changer
le signe aux images des ¢;, on peut supposer que A} # () pour i =1,...,v. On
définit, aussi, pour chaque i = 1,...,v, une plaque @/ de U; en demandant que

Fo¢i(QF) = )\iél/f\'{ﬁo 6:(Q) , i=1,...,v.

Clairement, @ C U;_1Ux. De plus, siy € 7, alors y € U; pour un certain
J, et, en particulier, y est dans une plaque de U;. Mais on a alors y € Q;’ , par
définition de Q7. Donc, Fy := U;_1Q = Yv_, Q7 est une feuille compacte.

Dans le cas oul F’ est compacte, on a, par le théoréme 4.2.4, que A; est fini et,
donc, que Fy C F’. Or, comme Fj est ouvert et fermé dans F’ et F’ est connexe,
on a F/ = Fj : en particulier, pour la propriété 2 des systémes cohérentes énoncée
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dans le théoréme 5.1.1, on a que F' NU; = Q. Enfin, dans le cas ol F’ n’est
pas compacte, Fy C F’, par définition des Q7.
Donc, dans le deux cas,

v= |J F

F'NO'#£0

est 'ouvert cherché.

Supposons, maintenant, F' a un cote. On décompose, pour ¢ = 1,...,v,
Ay = A;UAY, avec 7”r0¢i(Q§)‘)) >0 pour A € A] et froqﬁi(QEA)) < 0 pour A € AY.
On définit, donc, des plaques QY, QY C U; N F’ via

7o6,(QY) = inf 706,(Q) . 7o du(Q)) = sup 7o 6(QLY),

AEA!

pour:=1,... v.

Alors, avec le méme argument que dans le cas a deux cotes, on peut montrer
que Fy = UY_;(Q7 U Q") est une feuille compacte. Comme ci dessus, donc, si
F’ est aussi compacte, on a facilement F/ = F} ; si F’ n’est pas compacte, on a
Fy C F’ et, dans le deux cas, V = UpinorzgF" est Touvert cherché.

Pour vérifier I’énoncé pour le cas r > 2, il suffit d’appliquer le méme raison-
nement utilisé dans le théoréme 5.3.2 (2) et on ne le traitera pas en détaille
ici. O

Avec tous ces résultats, on arrive finalement au théoreme plus important de
cette section, di a Reeb :

Théoréme 5.4.2 (Théoreme de stabilité globale). Soit M une variété C° de
dimension n, compacte, conneze, et soit F un feuilletage C™ de codimension 1 sur
M, avecr > 2. Supposons que F a une feuille compacte avec groupe fondamental
fini. Alors chaque feuille de F est compacte et avec groupe fondamental fini.

Démonstration. Soit {F, | « € A’} Pensemble des feuilles compactes avec
groupe fondamental fini, et soit W = Uy a/ Fl,.

W est un ouvert de M, car si F' € W, par le théoreme 5.3.2, il existe un ouvert
U’ de M tel que F' € U’ et U’ est réunion de feuilles compactes avec groupe
fondamental fini, c’est & dire U’ C W. On veut, donc, montrer que W = M.

Supposons, par 'absurde, que W # M ; donc, comme M est connexe, W # W.
Soit, alors, W’ une composante connexe de W telle que W’ # W' : elle existe
car W n’est pas connexe. Soit, alors, y € W/ \W'. Siy € E,, pour un certain v,
alors I, C W', car W est saturé par rapport & F et, donc, par le théoréme 4.2.1,
W’ est aussi.

Soit (U, ¢») une carte distinguée et soit {¢y ' (771 (ay,by))}oes ensemble
des composantes connexes de W' N Uy. Pour chaque o € X, soit W, ’ensemble
des feuilles qui intersectent qS;l(fr*l(ag, b,)) : alors, par le théoreme 4.2.2, W,
est un ouvert de W’. D’autre part, C' := {¢5(0,...,0,2,) | ap < 2, < by},
contenu dans Uj;, est un fermé de W’ N Uy. Donc W, N U, est aussi fermé dans
W' NU, et on a alors W, = W', par connexité de W’'.
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Alors, pour une feuille Fg € W', on a que le cardinal de 'ensemble des
composantes connexes de Fz N U, est au moins card(X). Mais, comme Fp est
compacte, on a, pour le théoreme 4.2.4, que Fg N Uy a un nombre fini de
composantes connexes et, donc, ¥ est fini aussi. Alors aussi £, NUy a un nombre
fini de composantes connexes et, comme ils existent (Uy,, ¢x,), ¢ = 1,...,m,
cartes distinguées telles que M C U2 U,,, F, est compacte, encore par le
théoreme 4.2.4.

Donc, pour le lemme 5.4.1(1) appliqué & F, on déduit que m; (F,) est fini et,
par définition de W, on a y € F,, C W' C W ; ceci est un contradiction avec le
choix y € W/\W’ fait avant.

On a donc montré par absurde que W = M, ce qui conclut. O

Le théoreme de stabilité globale est souvent utilisé en conjonction avec le
théoreme suivant, qui suit du lemme 5.4.1 et qui permet de mieux décrire les
feuilletages dont toutes les feuilles sont compactes comme feuilletages induits
par des fibrations :

Théoréeme 5.4.3. Soit M une variété C° de dimension n, compacte, connexe,
et soit F un feuilletage C" de codimension 1 de M, avec r > 1. Si chaque feuille
de F est compacte, on a une des propriétés suivantes :

1. il existe une application C™ 7 : M — S* telle que F = {n~Y(p) | p € S'}
et chaque feuille de F est a deux cotes; de plus, sir > 2, w est un C" fibré
et F est, donc, un feuilletage définie par une fibration ;

2. il existe une application C™ 7w : M — [0,1] telle que F = {m~1(p) | p €
[0,1]} et chaque feuille de F, faite exception pour m=1(0) et m~1(1), est @
deux cotes; dans ce cas, en plus, si r > 2, toutes les feuilles a deux cotes

sont C" difféomorphes et chacune forme une revétement a deuz feuillets
de 771(0) et de m~1(1).

De plus, sir > 2, on a que :

1. dans le cas 1, w est un C" fibré et F est, donc, un feuilletage définie par
une fibration ;

2. dans le cas 2, toutes les feuilles a deux cotes sont C" difféomorphes et
chacune forme une revétement a deuz feuillets de 7=1(0) et de m=*(1).

Démonstration. Si on note 'ensemble des feuilles donné par F avec {F, | a €
A}, on peut définir 7 : M — A par 7(x) = « pour z € F,.

Pour une feuille Fy fixée, soit V' comme dans le lemme 5.4.1; comme chaque
feuille de F est compacte, on est forcement dans le cas 1 du lemme. Soit, alors,
Ay C Atel que V = Ugea, Fp, et définissons

Na - Ag —>7%O¢1(VQU1)
via la formule 74 (8) = 7 o ¢1(Fg N U1), dans le cas Fi a deux cotes, et via

na(B8) = #(¢1(Fs NUL) N771([0,1])), dans le cas Fj est & une cote.
Notons que 'application 74 ainsi définie est bijective.
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Donc, on peut définir sur A une structure "naturelle” de variété, éventuellement
avec bord, donnée par latlante {(Aq, 7o) | @ € A} : en particulier, par régularité
des applications 7, construites, c’est facile de voir que cet ensemble de cartes
définit bien une structure de variété C" de dimension 1, éventuellement avec
bord. De plus, cette structure de variété sur A est telle que w : M — A est une
application C”. Comme 7 est clairement surjective et M est compact et connexe,
on a que A l'est aussi.

Mais, alors, A doit étre forcement difféomorphe & [0,1] ou & S*, ce qui donne
la premiere partie du théoreme.

Si on sait que r > 2, on peut, encore une fois, appliquer le méme raisonnement
que dans le théoréme 5.3.2(2) pour obtenir le résultat dans I’énoncé ci dessus :
on ne traitera pas le détailles ici. O
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Chapitre 6

Théoreme de Novikov

6.1 Enoncé et idée de la preuve

6.1.1 Enoncé

Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant, di a Novikov.

Théoréme 6.1.1 (Novikov, 1965). Soit F un feuilletage C? de codimension 1,
défini sur une 3-variété compacte ayant groupe fondamental fini.
Alors F a une feuille compacte.

On va donner la démonstration dans le cas d’une variété lisse et d’un feuil-
letage transversalement orientable. On remarquera a la fin de la preuve qu’on
peut toujours se ramener a ce cas-la.

Dans le paragraphe suivant, on présent les étapes fondamentales de la
démonstration, qu’on va donner avec toutes les précisions nécessaires.

6.1.2 Idée de la preuve

La preuve commence en montrant ’existence d’un vanishing cycle sur la
variété feuilletée en question, (M, F). De fagon informelle, cela signifie que
I'on a une application fy : S' — M contenue dans une famille différentiable
d’applications f; : S — M, ol t € [0,¢] pour € > 0 convenable, telle que :

1. fi(S') est contenue dans une feuille A; de F pour tout ¢t € [0,¢]; cela
veut dire que pour tout t € [0,¢] il existe une feuille A; de F telle que
Fi.(x) = At pour tout x € st

2. fy + S — M est homotopiquement triviale dans la feuille A; si et
seulement si t > 0;

3. pour tout = € 8!, la courbe v, : t — f;(x) dans M est transverse a F.

49
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La troisieme condition signifie que T, ()M = T, (z)As © Ry, (t) pour tout
te[0,¢], z € St
Ce vanishing cycle est puis modifié en un vanishing cycle simple, dans le sens
oit I'on considere les revétements universels A, des feuilles A, pour t > 0, et
les relevements ft Sl A, des applications de notre cycle. On montrera que
I’on peut construire cette famille différentiable afin que toute application ft soit
simple.
Notons que si ces applications ft sont immersives, alors on aura des plongements
du cercle dans M, par propreté.
La fin de la preuve consiste a montrer que l'existence d’un tel vanishing cycle
simple entraine que la feuille base Ay soit compacte. En effet, notre cycle
{ft}iepo,e) permet de définir une famille différentiable d’immersions F; : D? —
M telle que, d’apres ci-dessus :

1. (Fi)jpp2 = fi pour tout ¢ € [0, €]
2. Fy(D?%) C A, pour tout t > 0
3. pour tout z € D?, la courbe v, : t — Fy(z) dans M est transverse a F

Apres ca, on va montrer que pour tout a > 0 il existe t1,t2 € R avec
0 <ty <t; <aettels que :

1. Atl = At2
2. Fy,(D?) C F,(D?)
3. F,(D?)NF,,(D?) = @ pour tout t € (ta,t1)

Il existe alors une région R arbitrairement proche a la feuille Ay qui est
disjointe de Ag et qui est contenue dans les surfaces Cq,Cy, ou :

Oy := {Fy(x)|z € OD* ty <t < t1}

Cy := F,(D*)\ F, (D?)

Par définition de la région R, on voit que toute courbe simple transverse a
F qui entre dans R ne peut jamais y sortir. Comme on peut trouver une telle
R arbitrairement proche a Ap, on conclut qu’il n’existe pas de courbe fermée
simple (un lacet sans auto-intersections) transverse & F qui passe par Ay.
D’autre part, on peut montrer que toute feuille non-compacte A admet un lacet
transverse a F qui passe par A, et donc Ay doit étre compacte.

6.2 Démonstration

6.2.1 Existence d’un vanishing cycle

On commence avec un petit lemme.

Lemme 6.2.1. Soit F un feuilletage lisse de codimension 1 d’une variété M.
Alors il existe une courbe v : S — M transverse a F.
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Démonstration. Supposons d’abord que F soit transversalement orientable et
notons par X un champ de vecteurs transverse a F.

Considérons alors une courbe intégrale o de X. Comme M est compacte, on
a que deux possibilités : soit a: S' — M, soit o : R — M avec « injective.

Dans le premier cas, on a achevé la preuve, car il suffit de poser v := a.

Dans le deuxieéme cas, il existe un point p € M d’accumulation pour la suite
{a(n)}nen. Soit alors (U, ¢) une carte distinguée avec p € U. Quitte & extraire
une sous-suite, on peut supposer que «(n) € U pour tout n € IN. Pour définition
de carte distinguée, c’est clair que, pour chaque n € IN, la composante connexe
de a(R N a 1(U)) contenante a(n) rencontre la plaque de U qui contient p.
Donc « rencontre la feuille ' := F,, en une infinité de points distincts entre eux,
comme « n’est pas fermée; voir la figure 6.1.

FIGURE 6.1 — Cas « non fermée

Maintenant, soient t,t' € R tels que a(t), a(t') € F mais a(s) ¢ F pour tout
s € (t,t') : ils existent bien car « est transverse a F.
En choisissant un arc ! : [0,1] — F tel que [(0) = a(t') =: py et (1) = a(t) =: p1,
et en utilisant le lemme 5.1.4, on peut aisément modifier la courbe fermée a|f; 411+,
transverse a F le long de a4 et contenue dans I’ le long de [/, en un courbe
fermée transverse a F ; voir la figure 6.2.

Il reste maintenant le cas de F non transversalement orientable.
Pour ce cas-13, il suffit de considérer le revétement double d’orientation M associé
au champ de droites A transverse a F, comme dans la proposition 1.4.1.
Dés que m*(F) est transversalement orientable de codimension 1 et que M est
compacte (comme M Dest) on est dans le cas qu’on a considéré tout a I’heure :
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FIGURE 6.2 — Comment obtenir une courbe transverse a partir de «

il existe, donc, 4 : 8! — M transverse & 7* (F).
Il suffit alors de poser v = 7 o 4 pour terminer la preuve. O

On donne maintenant une définition. Pour cela, on considere M variété
feuilletée par F de codimension 1.

Définition 6.2.2. Soit Ay une feuille de F.

On dit qu'une courbe fermée fy : S' — Ay est un vanishing cycle pour F si fy
se prolonge en une application différentiable F : [0,¢] x S — M, pour € > 0
convenable, telle que :

L. la courbe f; := Fisyxst i t — F(t,x) est contenue dans une feuille A; de
F pour tout ¢ € [0,¢];

2. la courbe v, : t — F(t, ) est transverse a F pour tout x € St}

3. la courbe f; est homotope a une constante dans A; pour tout ¢t > 0, et fy
n’est pas homotope & une constante dans Ag.

On dit que le prolongement F' de fy au cylindre [0, ] x S! est une extension
cohérente du vanishing cycle fy

Exemple 6.2.3. Dans le feuilletage orientable de Reeb de D? x S tout méridien
du bord est un vanishing cycle.

Les hypotheses ci-dessus sont suffisantes pour énoncer la définition. Pour
obtenir des résultats d’existence on a besoin d’hypotheses plus fortes, qui figurent
parmi celles de I’énoncé du théoreme de Novikov, a savoir la compacité de la
variété sur laquelle on travaille.
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Proposition 6.2.4. Soit M une variété compacte de dimension au moins 3,
avec groupe fondamental fini, et soit F un feuilletage lisse de codimension 1 sur
M.

Alors F admet un vanishing cycle.

Démonstration. Comme M est compacte et w1 (M) est fini, pour le lemme 6.2.1
il existe une courbe a : 8 — M transverse & F qui est homotopiquement
triviale. En effet, le lemme assure que I'on peut trouver un lacet « transverse
a F, et comme sa classe dans 71 (M) est d’ordre fini on peut alors facilement
construire un lacet encore transverse et homotope a une constante.

Grace a la proposition A.3.1, il existe maintenant une application lisse g : D? —
M telle que le feuilletage tiré en arriere F* := g*F soit donnée par les orbites
d’un champ de vecteurs Y sur D2, dont les singularités sont des centres ou
des selles; de plus, les selles n’ont que des auto-connexions entre elles. Cette
construction est le centre de la démonstration : on va exploiter les propriétés
spéciales des orbites d’'un tel champ de vecteurs sur D? pour construire un
vanishing cycle.

On utilisera, dans la suite, la propriété suivante : il existe une région ouverte
R C D? telle que le bord OR est une courbe d’holonomie non triviale, et telle
que les orbites de Y dans R ont par contre holonomie triviale ; voir I’appendice
A, section A.4 pour les détailles de la construction.

On veut, maintenant, montrer qu’il existe une courbe I' C R qui est une orbite
périodique ou un graphe Y-invariant (voir la section A.2.2 de appendice A pour
les définitions) telle que

1. g(T') n’est pas homotopiquement triviale dans la feuille Ay ;

2. T est le bord d’une bande C' = ¢, 7 € R, ol les y; sont orbites

périodiques de Y, et g(7¢) est homotope & une constante dans Ag(.,).

Cela terminerait la preuve de la proposition. En effet, quitte & donner une
paramétrisation des orbites ; ed de I', on voit bien qu’on peut la composer avec
g pour construire une extension cohérente de g(I").

Comme la tangence de g avec F dans les centres est de type parabolique, toute
orbite v de Y au voisinage d’un centre est fermée et son image g(-y) est homotope
a un point dans Ay,). C’est donc une bonne idée de commencer la construction
de T' & partir des centres de Y qui se trouvent dans R.

On rappel que si le nombre des centres de Y est I > 1, alors Y a [ — 1 selles, pour
le théoréme de lindice. Le méme est vrai pour la cloture R de R :sicy,...,c; € R
sont les centres de Y contenus dans R (ot k > 1), alors Y a k — 1 selles dans R.
Le théoreme de l'indice lie la caractéristique de Poincaré d’une variété compacte
a la somme des indices d'un champ de vecteur sur cette variété en correspondance
de ses zéros. Dans notre cas, D? est une variété compacte & bord, et le théoréme
s’applique seulement pour des champs qui sont transverses sur le bord. D’autre
part la construction de Heefliger garantie que le champ Y est de ce type la.

La caractéristique de D? est 1, comme il est contractile : son homologie a seule-
ment un générateur en degré zéro. Comme les centres sont des zéros d’indice 1
et les selles sont d’indice —1, on voit qu’il faut avoir un centre en plus des selles.
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Notons s1,...,8,_1 les selles de Y dans R. Pour i € {1,...,k}, soit V; la partie
connexe maximale de R qui contient ¢; et qui est réunion d’orbites fermées de Y
qui ont image homotope & une constante dans leurs feuilles. Notons que chaque
V; ne contient pas de centre différents de c;.

On va montrer que ’ensemble V;, non vide et Y-invariant par construction,
est ouvert ; de plus, on montrera que AV; a une seule composante connexe, qui
est une courbe fermée réunion d’orbites de Y.

Commengons en montrant que V; est ouvert.

Soit 79 € V; une orbite de Y. Le but est de montrer qu’il existe un voisinage
tubulaire de vy contenu dans V;.

Comme les orbites de Y dans R ont holonomie triviale par construction, le lemme
5.1.4 permet de conclure la chose suivante. Il existe un voisinage cylindrique
Co € R et un difféomorphisme h : (—1,1) x 79 — Cj tel que pour tout
t € (—1,1) Pensemble v; := h({t} x 7o) est une orbite fermée de Y. Notons A;
la feuille de F qui contient g(7;).

Fixons une métrique Riemannienne <, > sur M. Comme ¢(vp) est homotope &
une constante dans Ay, il existe une application différentiable f, : D> — Aq
telle que fo(9D?) = g(0).

Le lemme 5.2.1 entraine que fj se prolonge en une famille continue d’applications
ft : D> — M, out € (—¢,¢), telle que f;(D?) C A; et telle que pour tout
x € D? la courbe t — f;(x) est normale & F.

Pour t > 0 la courbe f;(0D?) =: §; est clairement homotope & une constante,
car elle est la restriction d’une fonction définie sur D?. De plus, les courbes d; et
g(~v¢) sont homotopes en A;, pour t assez petit. En effet, les familles d’ensembles
fermés {g(v:)}+, {0+ }+ ont une distance de Hausdorff qui tend vers zéro pour
t — 0, car lim;_,0 g(y¢) = limy—0 8 = g(70)-

Cela entraine que g(y:) est homotopiquement trivial dans la feuille A;, pour ¢
assez petit, et donc on a un voisinage tubulaire (—¢, &) X o de vy qui est contenu
dans V.

On a donc montré que les V; sont ouverts.

Comme V; est Y-invariant, 9V} est soit une orbite fermée soit un graphe de Y.
On peut maintenant conclure la preuve en raisonnant par cas.

S’il existe un indice i tel que AV; est une orbite fermée de Y, disons =g, alors
g(70) n’est pas homotope & une constante dans Ay(.,), car sinon on aurait eu
Yo C Vi, mais dV; N'V; = @ car V; est ouvert.

Toutes les orbites de Y dans l'intérieur de 7, sont fermées, car elles sont contenues
dans V;. De plus, elle ont image homotopiquement trivial dans leur feuille
correspondante. Cela dit que 7o appartient & une famille d’orbites {7t }:e[o,)
telle que g(y;) est homotope a une constante dans Agy(.,). Pour la remarque
précédente, on a conclu dans ce cas la.

Il se peut encore que I'; := 9V, soit un graphe de Y pour tout indice 1 < i < k.
On a alors deux possibilités :

1. il existe un indice ig € {1,..., k} tel que g(I';,) ne soit pas homotope & une
constante dans Agyr,);
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2. pour tout indice 7 € {1,...,k}, g(T';) est homotope & une constante dans
Ag(ry)-

Dans le premier cas, en raisonnant comme ci-dessus, g(I';,) est un vanishing
cycle, et on a terminé.
Supposons donc d’étre dans le deuxieme cas. On a donc g(I';) homotope & une
constante dans la feuille Ay ) pour tout 1 <7 < k.
Comme la différence entre le nombre de centres et selles en R est égal & 1, il
existe deux graphes qui contiennent la méme selle. Quitte a les renuméroter,
supposons qu’ils soient I'1,T's, contenants la selle s;.
Les situations possibles sont représentées dans la figure 6.3 ci-dessous.

FIGURE 6.3 — Cas malheureux

Dans ce cas-la, V; UV, est homéomorphe soit & un disque fermé, soit &
deux disques avec un point de bord en commun. Considérons le graphe I'! :=
OVi UV, =T UT,.

Maintenant on répete la méme construction ci-dessus a 'intérieur de toute région
de D? de ce type-ci.

Comme g(T1) et g(I'z) sont contractiles dans leur respectives feuilles, g(I'!) est
bien contractile dans Agr1y = Agr,) = Ag(r,)-

Il existe alors un voisinage U de I'! tel que U \ I'! est réunion d’orbites fermées
de Y homotopiquement triviales dans leur feuilles images. Cela suit du méme
raisonnement qu’on a utilisé tout & I’heure pour montrer que les V; étaient
ouverts, via le lemme 5.2.1.

Soient maintenant I't := I'', T', ...,I‘}Cl les graphes de Y obtenus de la méme
facon que I'', ot 1 < ky < 3. Pour tout i € {1,...,k;}, soit V{ la composante
connexe maximale qui contient I'}, telle que V! \ T'} soit réunion de orbites
fermées homotopes a une constante dans leurs respectives feuilles.

On peut montrer que chaque V;! est ouvert, toujours avec le méme lemme. Le
bord AV;! est une courbe fermée dans R, réunion d’orbites de Y.

Pour le méme argument qu’on vient d’utiliser, s’il existe un indice ¢ tel que
g(dV1) est homotopiquement trivial dans Ag(a‘/il), alors on a trouvé un vanishing
cycle pour F.

1l se peut encore que g(dV;!) soit contractile dans sa feuille pour tout 1 < i < k;.
Dans ce cas-13, tous les 9V;! sont des graphes de Y ; il y en a au moins deux,
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disons OV}, V4 qui contiennent la méme selle. La situation est maintenant
comme dans la figure 6.4.

FIGURE 6.4 — Cas malheureux : continuation

Posons I'? := V! UV4. Alors I'? est un graphe de Y, et g(I'?) est homotope
a une constante dans sa feuille. Si ko est le nombre de graphes défini comme
ci-dessus, on a clairement 1 < kg < %kl < ik. De plus, I'2 admet un voisinage
U tel que U \ T'? est réunion d’orbites fermées contractiles dans leurs respectives
feuilles.
Comme ORNOD? = &, et comme il y a un nombre fini de singularités de Y dans
R, on peut procéder récursivement pour obtenir, apres un nombre fini d’étapes,
une orbite fermée ou un graphe I' de Y tel que g(I") soit un vanishing cycle pour
F.
O

6.2.2 Extensions cohérentes normales

Le but de cette partie et de la prochaine est de modifier notre vanishing
cycle pour en obtenir un tel que les relevements de son extension cohérente aux
revétements universels des feuilles soient des courbes simples.

Pour décrire cette construction, on a besoin d’une définition supplémentaire.

Supposons maintenant que F soit un feuilletage transversalement orientable
d’une variété M, et soit X un champ de vecteur normal & F par rapport a une
métrique Riemannienne <,>: M — X2T* M fixée sur M.

On note <,>,: T, M x T, M — R le produit scalaire défini par <, > en tout
point z € M.

Définition 6.2.5. On dit qu'une courbe 7y : I — M transverse a F est positive
(respectivement, négative) si < v(t), X(y(t)) >|y)> 0 (resp., < 0) pour tout
tel.

Soit fo : ' — Ap un vanishing cycle pour F, et F : [0,¢] x S — M une
extension cohérente de fj.

On dit que fy est un vanishing cycle positif (resp. négatif) si les courbes
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vzt —> F(t,z) sont (transverses) positives (resp. négatives). Si de plus les
courbes -y, sont orthogonales aux feuilles de F on dit que F' est une extension
normale de fy.

On remarque que 'on peut toujours supposer, si fy est un vanishing cycle,
que fp soit un vanishing cycle positif, quitte a renverser le champ de vecteurs X
qui donne 'orientation transverse.

En effet, si F' est une extension cohérente de fy, on a

< e (t), X (72 (t)) >y 0

pour tout z € St et t € [0,¢], dés que les courbes t — v, (t) sont transverses a
F. Par continuité, le signe de ce produit scalaire sera constant et il suffit donc
d’effectuer le changement X — —X pour avoir la positivité.

On peut maintenant montrer que l'on peut toujours choisir une extension
(cohérente) normale.

Proposition 6.2.6. Soit fy: S' — M un vanishing cycle positif.
Alors :

1. 1l existe une extension cohérente positive et normale de fy ;

2. si fo: S' — Ao est homotope a fo dans Ay alors f, est un vanishing
cycle positif.

Démonstration. Prouvons le point 1.

Notons par X; le flot engendré par le champ de vecteurs normale a F. Il existe,
alors, § > 0 tel que 'application F(t,z) = X;(fo(z)) soit bien définie sur
[0,8] x S*.

On montre, maintenant, qu’on peut paramétrer les courbes t — ~(t,a:)
avec un paramétrage de la forme o — F(t(a, x),z), de facon que F(o,
F(t(v,z), x) soit une extension cohérente positive et normale de fo.

Comme fy est un vanishing cycle positif, 'holonomie positive de fy est
I'identité ; alors, les feuilles du feuilletage de (0, d) x S donné par (F|(0,5) x51)*(F)
sont, au voisinage de la composante de bord {0} x S C (0,d) x St C [0,4] x St,
toutes des courbes fermées et, clairement, simples.

Fixons, alors, 7o € S! et notons S; la feuille de (F|(0,5)X51)*(}') passante par
(t,z0) € (0,6) x S*. Pour ce qu’on a dit tout & I’heure, pour a > 0 petit, S,
rencontre la courbe ¢t — (¢, x) en un seul point, qu’on note (¢(a, x),x) ; voir la
figure 6.5.

De plus, c’est facile de voir que ce paramétrage s’étend naturellement & [0, 6] x S*
tout, comme F({0} x S') et F({1} x S') sont entierement contenus chacun
dans une feuille de F. Par construction il existe € > 0 tel que ’application
F([0,¢ x S') — M donnée par F(a,z) = F(t(o, x),z) satisfait les condition 1
et 2 de la définition 6.2.2.

Il reste, donc, & montrer que, quitte & restreindre le domaine de F', on a aussi
la propriété 3 de la définition 6.2.2, c’est a dire que, pour « > 0, les courbes
fo(z) := F(a, ) sont homotopes & une constante dans la feuille qui les contient.
Pour cela, considérons F' : [0,€] — M, une extension cohérente positive et
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@ x) (@, x),x)

(@, xg)

(@ xq)

FIGURE 6.5 — Construction du paramétrage t = ¢(«, x)

normale de fj et posons fi(z) := F (¢, ). Quitte & restreindre le domaine de F et
quitte a changer paramétrage pour son parametre ¢, on peut supposer que € < €
et que f;(S1) et f,(S') soient contenus dans une méme feuille 7; de F. C'est
donc clair que, pour ¢ petit, f;(S1) et f,(S!) sont proche, au sens de la distance
de Hausdorff pour les fermées dans F; ; en particulier, elles sont homotopes dans
F;. Alors, il existe € < € tel que F|[0,e] : [0, €] = M soit une extension cohérente
positive et normale de fy.
Passons a la propriété 2 de I’énoncé.
Notons, d’abord, que si f,: S* — Ag est une courbe suffisamment proche, selon
la topologie C°, & fy, alors f, est un vanishing cycle. En effet, comme f est
homotope dans Ag & fo, par hypothése, f, a holonomie qui est triviale “de 1'un
des deux cotes de Ay” ; alors, avec la construction ci-dessus, on obtient une
F :[0,0] — M extension positive et normale de f,. De plus, pour le point 1 qu’on
vient de prouver, il existe F : [0,] — M extension cohérente positive et normale
de fo. Donc, quitte & remplacer & par 5" <3, les courbes F1(SY) = F({t} x S') et
f:(SY) = F({t} x S') sont homotopes, car ils sont “proches” selon la topologie
C? sur Ay, la feuille qui les contient, et, donc, F : [0,6] — M est aussi cohérente.
Si fo et f, sont homotopes via H : [0,1] x S — Ag et si fo est un vanishing
cycle, pour compacité de [0, 1] et pour ce qu'on a remarqué tout & ’heure, on a
qu’il existe ng € IN tel que si H% (S1) := H({%} x S1) est un vanishing cycle
positif alors Hxs1 (S1) lest aussi. Cela entraine, par récurrence, que H 20 (St =
0 n

H,(S') = f, est un vanishing cycle positif. O

6.2.3 Extensions cohérentes simples

Supposons désormais que M soit une 3-variété compacte orientable, et que
F soit un feuilletage lisse de codimension 1 sur M.
On a quelques remarques préliminaires.

Remarque 6.2.7. Soit fy : S' — Ay un vanishing cycle positif, et F :
[0,€] x S — M wune extension cohérente positive et normale de fo. En admet-
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tant quelques résultats de théorie de la transversalité, et avec le point 2 de la
proposition précédente, on peut supposer que :

1. fy est une immersion ;

2. les points d’auto-intersection de fy sont doubles et transverses.

Cela suit de la possibilité de considérer fo a homotopie dans Ag pres.
Le point 2 signifie que les fibres fo_l(p), ou p € Ag, ont au plus 2 points, et
que si l'on a p = fo(x1) = fo(xe) pour deuz points différents x1, 2o € S' alors
TpAo = Rfo(z1) ® Rfo(xa).
On a alors que Uensemble By := {p € fo(S")|card(fy ' (p)) = 2} est fini, car
discret dans S'. Posons puis By := {p € fi(S)|card(f; " (p)) = 2}}, et n; :=
card(By).
Comme fo(S) est compact et les courbes vy, : t — F(t,x) sont des paramétrages
des trajectoires du champ de vecteurs normal, il existe € > 0 assez petit tel que
si x1, w3 € S, les courbes 7., , vz, are soit disjointes soit l'une contenue dans
Uautre. Cela est une application du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
1l existe alors un entier ng tel que ny < ng pour tout t € [0, €.
Si A C M est une feuille de F, on note A son revétement universel, qui existe
comme elle est connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-localement
simplement connexe. On note aussi T4 : A— Al projection universelle
de revétement. Comme les f; sont toutes homotopiquement triviales dans A,
pour t > 0, il existe un relévement universel ft de fi, c’est a dire une courbe
ft 1St — A, telle que TA, © ft = fi. On peut supposer d’avoir fixé l’image du
point 1 € S par ft, au dessus du point fi(1) € Ay, afin que le relévement soit
unique.

Définition 6.2.8. Avec les mémes hypotheses de tout a I'heure, on dit quune
extension cohérente F' de fy est simple si les relevements f; sont des courbes
simples dans A; pour t > 0.

Proposition 6.2.9. Soit fy : S' — Ay un vanishing cycle positif, et F :
[0,€] x 81 — M wune extension cohérente positive et normale de fo. On note
encore fi := Fiyyyxst et Ay la feuille contenante f:(SY).

Il existe une suite {t,}n>1 dans [0,¢] telle que t,, — 0, pour n — oo, et telle
que pour tout n > 1 la feuille A;, contient un vanishing cycle g, : St — Ay,
qui posséde une extension cohérente positive, normale et simple.

Remarque 6.2.10. Il se peut que t, = 0 pour tout n > 1 : un exemple est
donnée par le feuilletage de Reeb de S, en choisissant comme Ay la seule feuille
compacte et comme fo : (81,1) — (Ag,z0) une courbe dont la classe [fo] est, par
exemple, I’élément (1,0) du m1 (Ao, zo) ~ Z X Z.

Démonstration. Soit ft : St — At un relevement de f; et, avec les notations ci-
dessus, By = {p € f,(SY) |p = fi(x1) = fi(xa), avec x1 # xo dans S! }. Comme
on a déja remarqué, on peut choisir € assez petit que ny = card(B;) < cardBy =: k.
Pour t > 0, posons de méme B, = {p € fi(S')|p = fi(x1) = fi(x2), avec z; #
ry dans S* }. Clairement, WAt(ét) C By et, donc, 1y = card(ét) < n <k.
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Notons By = {p1,...,pr} et x; # z} dans St tels que fo(z;) = fo(x) = pi, pour
chaque ¢ = 1,...,k; remarquons que si p € B; alors il existe 1 < ¢ < k tel que
p = fi(x;) = fi(2}), pour unicité des solutions du champ de vecteurs normal au
feuilletage.

Soient, maintenant, K1 = {t € [0,€]| fi(z1) = fi(z}))} et Uy = {t €
(0,€)| fe(z1) = fe(z}) }. Clairement K, est fermée et on a Pinclusion U; C K ;
on veut montrer que U; est ouvert.

Soit S\ {z1, 2]} =: a]] B, ot a et B sont arc ouverts, c’est & dire sans extrémités,
de S'.Sit e Uy, on a fi(z1) = fi(z}) et, donc, la restriction de f; & la cloture
@ de « est une courbe fermée dans A; qui est homotope, dans A; méme, & une
constante.

Pour le lemme 5.2.1, il existe 6 > 0 tel que, pour s € (t —6,t+40), fs|z est fermée
et homotope & une constante dans Ay, c’est a dire que fAS|5 est une courbe fermée
dans AS ; cela entraine directement que s € U;. Donc, U; est ouvert.

Notons, maintenant, qu’il y a seulement une des trois possibilités suivantes :

1. I existe § > 0 tel que [0,0]NU; =0 :
Dans ce cas, quitte a restreindre F & [0,4] x S1, on obtient 7; < ng = k.
On procede, alors, par récurrence avec Uy := {t € (0, ] | f(mg) = f(ac’z) }.

2. Il existe 6 > 0 tel que [0,0) C Uy :
Dans ce cas, fy(z1) = fi(x}) pour ¢t € (0,0] et, donc, fy(x;) = fi(a})
pour ¢ € [0,6]. On peut, donc, considérer go = folz et go = folz comme
applications de S' vers Ay. Comme fy n’est pas homotope & un point dans
Ay, on peut supposer, par exemple, que go ne le soit pas non plus. Posons,
alors, G = Fljgs)xa et g:(z) = G(t,xz). Comme fi(z1) = fi(z}) pour
t € (0,0], g+ est homotope & une constante dans A, pour tout ¢ € (0, d].
Donc, si Ay = card({p| g¢(z) = G¢(2'),x # 2’ dans @ }), on a n} < fy < k.

3. Il existe une suite 7}, — 0 telle que 7}, € (U; \Uy) C K :
Dans ce cas, on peut supposer que pour chaque m > 1 il existe €, > 0
tel que (7%, 7L + €] € Up. Comme dans le cas 2, on a fi(z1) = fi(z1),
mais pour ¢ € [7,,, 7,y + €m]. Dé&s que 7., € K1\ Uy, les restrictions fr1 |
et fr1 |§ ne sont pas homotopes a des points dans A1 ; par contre, comme
(), 7L 4+ €m] C Uy, pour 7}, <t < 71 + €, les courbes fi|« et [tz sont
homotopes & des points dans A;. Donc, pour chaque m > 1, f.1 |z est un
vanishing cycle positif de A;1 et F |[T}7J}n+6m} est une extension cohérente
positive et normale de fr1 5. Alors, si 7y := card({p € fr@) | fulz) =
fo(@), {z, 2’} # {x1,2}} et & # 2’ dans @ }), on a A < Ay < k.

Notons que, dans tous les cas, on a obtenu une suite 7.

m — 0 telle que,
pour chaque m > 1, la feuille A;1 contient un vanishing cycle g,, qui a un
extension cohérente positive et normale G, : [1}, 7} + €] x ST — M telle
que le nombre d’auto-intersections de g, ;, un relevement de g;, , :== G}, (t,.),
est 2}, , < min{k — 1,7, — 1}. En effet, dans les cas 1 et 2, il suffit de choisir
7} =0 pour chaque m > 1; dans le cas 3, la suite 7}, est déja donnée et il suffit
de identifier les extrémités de @ pour obtenir un cercle S* et on a la propriété

voulue.
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Le méme argument montre qu’on a une suite 72, ,, — 7,5, telle que le nombre
d’auto-intersections de gz, ,,, est 72, , < min{k — 2,72, — 2}. En extrayant

. 2 R 2 . . . 2 .
une sous-suite 7., = T o = 0, on obtient un vanishing cycle g;, qui a

une extension cohérente positive et normale C;'fn telle que le nombre d’auto-
intersections de g7, ; est 72, , < min{k — 2,7y — 2}.

En itérant cet argument au plus k& — 2 fois, on obtient une suite 7,,, — 0 telle
que, pour chaque m > 1, la feuille A, contient un vanishing cycle qui admet
une extension cohérente positive, normale et simple. O

6.2.4 Existence d’une feuille compacte

Voici la proposition qui nous intéresse pour terminer la preuve du théoreme
de Novikov.

Théoréme 6.2.11. Soit Ay une feuille de F qui admet un vanishing cycle ayant
une extension cohérente positive, normale et simple. Alors Ag est une feuille
compacte.

Ce théoréme suit de nombreuses propositions.

Proposition 6.2.12. Si A est une feuille non-compacte d’un feuilletage F de
codimension 1 sur une variété compacte, alors pour chaque p € A il existe une
courbe fermée ~y transverse a F et passante par p.

Démonstration. Comme M est compacte et A ne l'est pas, on a A\ A # (.
Considérons un point 2o € A\ A et une carte distinguée (U, ¢) avec xo € U. Soit
¢ C U un arc normal & F passant pour z5. Comme x¢ € A\ A, il existe une
suite (x,,),>1 de points tels que z, € { N A.
Soit a : [0,1] — A une courbe différentiable sans auto-intersections telle que
a(0) = x, # a(l) = z, + 1. Pour le lemme 5.1.4 de trivialisation globale, il existe
un voisinage V' de a([0,1]) tel que F|y soit équivalent & F' de D"~! x (—p, p)
qui a comme feuilles les D"~ x {t}, pour ¢ € (—p, p). On peut supposer, sans
perte de généralité, que la situation soit comme dans la figure 6.6.

Traitons, d’abord, le cas ou F est transversalement orientable.
Dans ce cas, on peut supposer que l'orientation de ¢ soit compatible avec
lorientation transverse de F|y, de fagon que £ coupe V' comme on a représenté
dans la figure 6.6.
Soient, maintenant, d,, et d,+1 les composantes connexes de NV qui contiennent,
respectivement, x, et x,+1 et ¥ : [0,1] — ¢ larc reliant z, & z,41. Alors
OV N, ={q,q}, avec ¢ < ¢’ dans ¢, ou < est ordre naturellement induit par
I'orientation de ¢ choisie. En travaillant avec le feuilletage F’ sur D"~ x (—p, p),
on peut facilement trouver un arc 4 : [0,1] — V transverse a F|y, compatible
avec orientation positive de F|y et tel que 4(0) = x,41 et (1) = g. On peut,
clairement, supposer que les vecteurs tangents de 7 et 4 en x,, 11 et g coincident,
de facon qu’ils se recollent en une courbe différentiable v : S* — M. Toute la
construction est représentée en figure 6.7. Donc, ce qu’on a obtenu jusqu’alors est
une courbe fermée différentiable qui coupe la feuille A donnée. Maintenant, on
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FIGURE 6.6 — Disposition de la suite (z,)n>1
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FIGURE 6.7 — Cas F transversalement orientable : construction de

va modifier v de fagon qu’elle va passer pour un point x € A donné : cela nous
permet de conclure la preuve, dans le cas ou F est transversalement orientable.
On répete, ici, la construction faite avant avec le lemme 5.1.4, pour travailler
dans un feuilletage dont on connais tres bien les feuilles. Soit, alors,  un point
arbitraire de A. Soit 8 : [0,1] — A un arc différentiable sans auto-intersections
avec 3(0) = 2,41 et S(1) = z. Le lemme 5.1.4 nous donne un voisinage W de
B([0,1]) tel que Flw est équivalent & le feuilletage de D™=t x (—¢, €) de feuilles
D"t x {t} avec t € (—¢,€). Comme v N W est composé par deux points ¢, ¢,
disons avec ¢ > ¢’ dans v, on peut définir un arc différentiable j : [0,1] — W
transverse a F, avec u(0) = ¢/, fi(1) = ¢, fi(3) = = et tel que les vecteurs tangents
de 7y et i en ¢ et ¢’ coincident. Alors, en joignant i avec la partie de v qui est
dehors de W, on obtient une courbe fermée différentiable u passante par x et
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transverse a F ; voir la figure 6.8 pour une représentation.

e J

FIGURE 6.8 — Cas F transversalement orientable : construction de p

On omet ici les détailles pour le cas F non transversalement orientable : en
effet, argument est exactement le méme, sauf pour le fait que, afin que tout
marche bien, on doit appliquer le lemme 5.1.4 & un arc qui passe pour trois point
successifs de la suite (z,,)n>1; on serait, alors, dans un des deux cas représentés
dans la figure 6.9 et, dans tous les deux, on peut procéder comme avant pour
arriver jusqu’a la conclusion. O

e
IS A 4 VA
\\ //
.~ p P A
=tz
*n nHl Xnag Xn Xn+l |Xne2
<
.‘\"-
\
—___J -

FIGURE 6.9 — Cas F non transversalement orientable : cas possibles de disposition
de ¢ par rapport & trois points successifs de la suite (zp)n>1

Pour la proposition suivante, on travaille dans les hypotheses du théoreme
6.2.11, c’est a dire Ag est une feuille de F avec un vanishing cycle fy qui admet
une extension F : [0,¢] x ST — M cohérente, positive, normale et simple. On a,
alors :

Proposition 6.2.13. I existe une immersion différentiable H : (0,¢] x D?> — M
satisfaisant les propriétés suivantes :
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1. pour chaque x € D?, les arcs t — H(t,x) sont positifs et normales ;
2. pour chaque t € (0,¢], H({t} x D?) C Ay;

3. la restriction de H a (0,€] x S* coincide avec F|(g qxst-

Démonstration. Premierement, remarquons qu’on peut supposer que chaque
feuille A de F ait comme revétement universel le plan R2.
En effet, on peut supposer d’abord que notre feuille A soit orientable, quitte
a considérer le revétement d’orientation a deux feuillets. Maintenant, toute
surface orientable admet une structure de surface de Riemann, et les revétements
universels des surfaces de Riemann sont, & homéomorphisme pres, seulement R?2
et 52. Si I'on était dans le cas de 52, notre feuille A serait déja compacte : rien a
démontrer. Donc, forcement, A~TR2

En particulier, alors, A, ~ R2. Comme F est une extension cohérente et
simple de fp, la courbe fe S5 A, est simple : alors, pour le théoreme de la
courbe fermée de Jourdan, il existe h. : D? — A, telle que h lopz = f6 Comme
fE (S1) est une courbe 51mple plongée, on peut, de plus, supposer que he est
un difféomorphisme sur h. (D?), qui serait, alors, un disque. Donc, on a que
fe= WAGO]EG s’étend, de fagon naturelle, & une immersion he = 74, ohe: D? — A..
De plus, par le lemme 5.2.1, h, s’étend en une immersion H : (eg, €] x D? — M
telle que les arcs t — H(t,x) sont positifs et normales et telle que, pour chaque
t € (eo, €], H({t} x D?) C A,.
Soit, maintenant, F' la restriction de H & (€0, €] x S1. On a, alors, ﬁ’(e,x) =
he(z) = fd(x) = F(e,z). Les arcs t — F(t,z) et t — F(t,x) sont deux
paramétrages d’une orbite du champ de vecteurs normal, fixé au début de
cette section, au feuilletage F. Donc, quitte & changer le paramétrage de (e, €|,
on peut supposer que F'(t,z) = ﬁ‘(t, ), c’est a dire que H (¢, x5t = Fl(eq,ex 51
En résumant, on a obtenu H : (eg, €] x S* — M vérifiant les propriétés suivantes :

1. pour chaque x € D2, les arcs t +— H(t,z) sont positifs et normales ;

2. pour chaque t € (e, €], H({t} x D?) C A;;

3. la restriction de H & (eg, €] x S* coincide avec F| (¢, xst-

En particulier, si ¢g = 0, on a déja conclut la preuve.

Supposons, donc, d’étre dans le cas malheureux ou ¢y > 0. On va, alors,
prouver que, pour chaque z € D?, limtﬁ»e;r H(t,z) existe.
La courbe fermée feo est le bord d’un disque dans /LU et, donc, en utilisant
le méme argument que tout a I’heure, il existe § > 0 et une extension H' :
(0 — 8,60 + ) x D? :— M satisfaisant encore les propriétés 1, 2 et 3, avec
domaine opportunément changé.
Si €0 < to < €0 + 6, la restriction A} = H'|{4y3x D> est homotopiquement triviale
dans Ay, et, donc, elle se releve & hj : D? — Ay . Par construction, on a
8(A;0(D2)) = f1,(SY) = 8(hy,(D?)), comme H' = H = F sur {to} x S*. De plus,
des que Ato = R? et que Bto et fLQO sont deux immersions, cela entraine que
}:LtO(DQ) = }AL;O (D?), c’est a dire que pour chaque z € D? il existe z € D? tel que
ho () = hi, (y). Or, par 'unicité des trajectoires du champ normal au feuilletage,
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on a H(t,z) = H'(t,y) pour chaque t € (&g, €9 + J). Donc, lim,_, .+ H(t,z) existe
et vaut H'(eg,y).

Maintenant, on peut facilement étendre H a (eg — 6, €) x D?, comme f, est
homotope & une constante dans A, et f60 est une courbe simple dans A
Par la connexité de (0, €], on en conclut facilement que H peut étre etendue a
(0, €] x D? tout. Cette H vérifie, par construction, toutes les propriétés voulues ;
la seule chose qui reste a vérifier est le fait qu’elle soit une immersion, mais,
effectivement, cela suit directement du fait qu’on 1’a construite a partir des
orbites du champ normal a F. O

Un autre résultat technique nous donne des propriétés de 'immersion H
qu’on vient de construire :

Proposition 6.2.14. Soit H : (0, €] x D* — M donnée par la proposition 6.2.13
et soient hy = H| sy xp2 et Dy = hi(D?). Alors il existe une suite décroissante
T — 0 satisfaisant les propriétés suivantes :

1. A,, =A
2. D;, CD;,,, pourn>1;

= A pourn >1;

Tn+1

3. pour chaque n > 1, il existe une application g, : D?> — D? telle que
w : D? — g, (D?) soit un difféomorphisme et h;, = h;, ., © gy.

Démonstration. Soit U = {z € D?|lim,_,o+ H(t,z) existe }. On va montrer
que U est un sous-ensemble propre et ouvert de D? contenant S*.

En effet, U est ouvert puisque les arcs ¢ — H(t,z) sont des paramétrages des
orbites du champ de vecteurs normale a F ; donc, le théoreme d’existence locale
du flot nous assure que, si x € U, alors U contient tout un voisinage de x, c’est
a dire que U est ouvert. De plus, S! C U car la restriction de H & (0,¢] x S*
coincide avec F. Enfin, si, par absurde, U = D? tout, H s’étendrait de facon
continue & {0} x D2, c’est & dire fy serait homotope & une constante dans Ay,
ce qui est absurde.

Considérons, maintenant, un zo € D? \ U. Comme M est compacte, il existe
une suite décroissante s, — 0 telle que, si on note p, = H(s,, o), il existe
po € M avec p,, — po; notons A la feuille passante par py. Soit (V,1)) une carte
distinguée avec pg € V. Sans perte de généralité, on peut supposer que p, € V.
pour chaque n > 1.

Comme Darc v(t) = H(¢,x0) est normal & F, pour chaque n > 1, il existe
t, > 0 tel que g, = H(tn,xo) soit dans A et le sous-arc de v qui lie p,, et gy,
soit contenu dans V' ; la figure 6.10 représente le cas ou s,,_1 < t, < S,, mais
il se peut bien qu’on ait la situation symétrique ou s, < t, < sp+1. En tout
cas, on a clairement que t,, — 0 et qu’elle est une suite décroissante satisfaisant
A, = A, cest a dire que (t,)n>1 vérifie la propriété 1 de I’énoncé. On va,
maintenant, extraire une sous-suite de (¢,),>1 qui vérifie toutes les propriétés
de la proposition.

Notons, d’abord, que py € D;, pour n assez grand.

En effet, si c’était pas le cas, on aurait qu'il existe b,, € dD;, avec b, — po, deés
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FIGURE 6.10 — Cas s,,—1 < t, < sy, c’est a dire g, < p, dans ~

que g, est dans l'intérieure de Dy, . Or, on a aussi Dy, C f;, (S'), qui converge
uniformément vers fo(S'); on aurait, alors, pg € fo(S*) € A, ce qui est absurde.

Choisissons, maintenant, po € 7~ 1(po) et des voisinages W, W de Po, Po dans
A, A, respectivement, tels que 7 : W — W soit un difféomorphisme. Considérons
une suite ¢, € W avec ¢, — po et Ta(Gn) = qn = he, (x0). Soit, pour chaque
n > 1, fztn : D? — A le seul relevement de hy, tel que lA“Ltn (x0) = §yn et soit
-btn = iLtn (D2)

Notons que si m # n sont des entiers positifs, les courbes h;, (S') = f;, (S1)
et hy, (S1) = fi,(S) sont courbes fermées disjointes de A; de méme, les
he, (SY), he, (SY) sont courbes fermées et simples dans A et, en particulier,
D, c D, ouD, C D, , des que ces disques s’intersectent au moins sur le
point po. Alors, on a aussi Dy, C Dy, ou Dy, C Dy, .

On rappel que avec la topologie des feuilles sur M les feuilles globales résultent

des sous-variétés immergées ; en particulier, elles sont des espaces topologiques
métrisables pour cette topologie. Donc on peut bien fixer une métrique da sur
A qui donne la topologie des feuilles sur A méme.
Maintenant, comme la suite de courbes hy, (S*) converge vers fo(S1), on a
que fo(SY) € A\ A; donc, lim, o da(po, he, (ST)) = +oo. On peut, alors,
extraire une suite décroissante 7, = t,,, de (t,)n>1 telle que da(po, hry, (S1)) soit
croissante et divergeant vers +oo. Cette suite décroissante (7,)n>1, clairement
convergeant vers 0, satisfait alors les propriétés 1 et 2 de la proposition.

Posons, maintenant, D,, = h, (D?) et D, = h, (D?). Notons, alors, que,
pour chaque n > 1, ET” : D2 — D, est un difféomorphisme et que D, c
Dyy1. Enfin, on définit g, : D?> — D? en posant g, = (hr,.,)"" o h,, : ces
difféomorphismes g, satisfont, alors, toutes les propriétés voulues. O
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Considérons maintenant la variété topologique quotient K, obtenu a partir de
la variété & bord |7, 41, 7,] X D? en identifiant le points (7, ) avec 7,11, gn(z))
pour tout z € D? (voir figure 6.11).

gn0Y)
T % n? '

Mn

FIGURE 6.11 — Construction de K,

Soit 7, : [Thi1, ] X D? — K, la projection canonique au quotient.
Remarquons que pour tout z € D? on a h,, ., (gn(x)) = hr, (). Donc il existe
une application H,, : K,, = M telle que H,, = H, o 7,. En particulier, H,, est
une immersion.

Cette construction contient 1’idée fondamentale de la preuve du théoreme de
Novikov.

Avec tout ce qu’on a dit jusqu’alors, on peut finalement prouver le théoréme
6.2.11 :

Démonstration (théoréme 6.2.11). Supposons par absurde que Ay ne soit pas
compacte. Fixons zo € S, et soit qo = fo(xo).

D’apres la proposition 6.2.12, il existe une courbe fermée positive v transverse
a F passant par qg. Quitte a considérer une courbe homotope a -, on peut
supposer que :

1. 4 rencontre F([0,¢] x S!) le long du segment normal { f;(zo)|t € [0, ]}, ot
O<a<e;

2. 4 ne rencontre pas le segment normal {fi(x)|t € [0, o]}, pour tout = # xo.
A un reparamétrage pres, on peut supposer que ¥(t) = fi(zg), pour t € [0, a].
Considérons maintenant la suite 7,, comme dans la proposition 6.2.14, et soit n
assez grand de facon que 7, < a, et soit H,, : K,, — M comme dans la derniere
remarque.
Pour tout x € D? considérons la courbe 3, (t) := m,(t, z). Par construction, on
a H,(B:(t)) = H(t, ), et donc la courbe t — 3,(t) est envoyée par H, dans
une orbite du champ de vecteurs normal. En particulier 5(t) = H,, (84, (t)), pour
t € [Tnt1, Tnl.
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On va tirer en arriere la partie de 4 contenue dans H,,(K,) en une courbe ¥
dans K, telle que H,, o5 = 7.

Posons ¥(t) := By, (t) pour t € [Ty41, Tn]. Comme 7(t) est contenu dans U'intérieur
de H,(K,) pour 7, <t < 7, + u (ot 1 > 0 est choisi suffisamment petit), on
peut relever 4 dans lintervalle [T,41, 7 + 1] (voir figure 6.12).

B = Mp(Tn+1 X D?) - My(T, X DY)

Talltn .y, Tal x5

Kn

FIGURE 6.12 — Construction de 7

Comme H,, est un difféomorphisme local, on peut continuer & tirer en arriére
7 jusqu’a ce que 7 reste dans l'intérieur de K,,. A priori on sera obligé & s’arréter
quand on rencontrera JK,,. D’autre part, on doit le rencontrer puisque 4 est une
courbe fermée et le tiré en arriere part du bord.
Il y a donc seulement deux possibilités afin que 7 rencontre 0K, :

1. en 7, ([Ts1, Tn] X S1);
2. en B :=m,({mh11} x D?)\ m,({mn} x D?).

Or, les deux sont absurdes.
La premiere possibilité est exclue car 7 coupe H,,([T41,7,) X S') seulement le
long du segment normal ¢ — fi(zo) = F(t), pour t € [Ty+1, Tn)-
La seconde est aussi impossible. En effet comme H,,(B) C A = A, _, si ¥ touchait
le bord de K,, en un point z € B alors son vecteur vitesse en ce point sortirait
de K,,. Donc le vecteur tangent & 7 en H,,(2) serait dans la direction négative.
Cela contredit la positivité de 7.

On a obtenu une contradiction, supposant que la feuille Ay n’était pas
compacte. Cela acheve la preuve de la proposition. O

Remarque. Pour raisonner sur un exemple plus visuel, on peut encore une
fois considérer le feuilletage orientable de Reeb F de S3, présenté en 2.7. On
considére ce qui se passe au voisinage de la feuille compacte, qui sépare les tores
solides recollés en S3.
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Regardons la figure 6.13 : elle représente la feuille compacte Ag, qu’on sait étre
homéomorphe & un tore bidimensionnel S' x S!. De plus, on y voit un vanishing
cycle fo pour Ap qui admet une extension cohérente positive, normale et simple,
dessinée avec des nuances. Cette extension indique la direction transverse au
feuilletage.

A Tlintérieur on peut identifier 'immersion de la variété & coin K, qu’on vient
de construire.

FIGURE 6.13 — Situation autour de la feuille compacte S' x S!

Supposons maintenant d’avoir une courbe v transverse a F qui traverse Ag. Si
elle entre aussi a I'intérieur de I'immersion de K, elle ne pourra jamais y sortir :
cela est I'idée sur laquelle repose la démonstration de la derniere proposition.
En effet, on peut supposer que la courbe soit positive. Si & un certain point elle
sortait de K, on aurait forcément un instant ou la positivité a été perdue ; alors,
par continuité, on aurait aussi un point ou la courbe n’était plus transverse a F.
La situation serait comme dans la figure 6.14, ou ’on voit notre courbe qui est
censée rester a l'intérieur de K.

Cela entraine en particulier qu’on ne peut pas avoir une courbe fermée
transverse a JF qui traversent K,,. Comme on peut construire des immersion de
K, qui soient arbitrairement proches a Ag, on conclut que le méme est vrai pour
les courbes qui traversent Ag.

6.2.5 Conclusion de la preuve

Comme conséquence des résultats des sections précédents, on obtient une
preuve tres concise du théoreme de Novikov, dont on répete ’énoncé :

Théoréme 6.2.15. Soit F un feuilletage C? de codimension 1, défini sur une
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Ao

L

A

FIGURE 6.14 — La courbe piégée

3-variété compacte ayant groupe fondamental fini.
Alors F a une feuille compacte.

Démonstration. Supposons d’abord F transversalement orientable. D’apres la
proposition 6.2.4, il existe un vanishing cycle pour F.

D’apres la proposition 6.2.9, F a une feuille Ay contenant un vanishing cycle,
qui admet une extension cohérente positive, normale et simple.

D’apres le théoreme 6.2.11, la feuille Ay est compacte.

Dans le cas général, on fixe une métrique riemannienne sur M et un champ de
droites L orthonormal & F en tout point. Considérons maintenant le revétement
double d’orientation 7 : M — M de L, comme dans la proposition 1.4.1.

. On peut utiliser argument précédent pour conclure que 7*(F) admet une
feuille compacte Ay. Alors la feuille 4y := w(/io) de F est compact, en tant
qu’image continue d’'un compact. O

Remarque 6.2.16. On peut se demander si le résultat est encore valide en
dimension n > 4. La réponse est négative : il existe des variétés lisses de
dimension n > 4 compactes ayants groupe fondamental fini qui admettent des
feuilletages de codimension 1 sans feuilles compactes. Voir, par exemple, larticle
[4] en bibliographie.
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Annexe A

Feuilletages du disque et
construction de Heaefliger

A.1 Singularités d’applications a valeurs réels

Soit M une variété C* de dimension n et soit g : M — R une fonction C?,
avec 2 <t <s.
On appelle singularité de g chaque point p € M tel que dg(p) = 0.

Rappel. Si (U, ¢) est une carte au voisinage d’un point p singulier pour g,
on peut considérer la forme quadratique Qg : T,M x T,M — R donnée par
Q% (u,v) = Hessy(f 0 ¢~ 1)(dpo(u), dp(v)).

Si (V, 1)) est une autre carte au voisinage de p, QZ) = fb comme formes quadra-
tiques ; donc, on a une forme quadratique QP en p associée & g indépendante du
choix de la carte, qui est appelée Hessien de g en p, et notée souvent Hess,(g).

Si p est une singularité de g, on dit que p est non dégénérée si Hess,(g) est
non dégénérée comme forme quadratique.
On dit aussi que Hess,(g) est positive (resp. négative) si Hess,(g)(v) > 0 ( resp.
Hessy(g)(v) < 0) pour chaque v € T,M ; on appelle enfin indice de f en p la
valeur

ind(g,p) = max {dim(E) | E sous espace de T,M avec Hess,(g)|rx g négative }.

)

Rappelons, sans preuve, quelque résultat classique sur les ”formes canoniques’
au voisinage des points singuliers non dégénérés :

Théoréme A.1.1 (Lemme de Morse). Soit p € M un point singulier non
dégénéré pour g : M — R avec ind(f,p) = k. Alors il existe un voisinage U de p
dans M, un ouvert @ C R™ contenant 0 et un difféomorphisme p : (U, p) — (£2,0)
tels que

gop(zy,...,xp) = -2 —22+ ... —Tr 4+ Tpyr + ...+ 22,

72
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Ce lemme nous dit qu’on peut identifier une classe tres agréable de fonctions
de M vers R : on dit que g : M — R est une fonction de Morse si tous ses points
singuliers sont non dégénérés.

Remarque. Dans le cas de dimension n = 2, ce qui nous intéressera dans la
suite, les formes canoniques possibles sont les suivantes :

L gop(a,y) = —2° —y;

2. gopla,y) = +a? +y*;

3. gop(x,y) =+a? —y*;
Dans les cas 1 (respectivement 2) p est un maximum (respectivement minimum)
local, et les courbes de niveau sont difféfomorphes a des cercles : dans ces cas, on

dit que p est un centre pour g; par contre, dans le cas 3, p est un point de selle
et les courbes de niveau sont difféomorphes a des selles avec 4 séparatrices.

Enfin, on énonce, sans preuve, un lemme technique qui sera tres utile dans la
suite :

Lemme A.1.2. Soient U,V et W des ouverts dans R" avecU CV CV CW
et W une boule ouverte et soit h : W — R de classe Ct, t > 2. Alors, pour
chaque € > 0, il eviste g : W — R, de classe Ct, telle que ||g — hl|ct < e,
glw\v = hlwnv et glu est une fonction de Morse.

A.2 Feuilletages singuliers du disque

A.2.1 Définitions

Dans cette section, on va introduire le concept de ”feuilletage singulier” ; on
utilisera, pour éviter de rentrer dans les détailles techniques de la théorie des
feuilletages singuliers, des définitions "non-standard”, adaptées au cas du disque
unitaire D? C R?, comme c’est le seul cas qui nous intéresse.

Soit M une variété C° de dimension n > 3, feuilletée par F de classe C" et
codimension 1.
Soit, maintenant, g : D> — M une application C*°. Comme le feuilletage F sur
M donne, de fagon naturelle, une partition de M méme, on peut considérer la
partition ¢g*(F), qu'on indiquera parfois plus simplement F*, induite sur D? via
I’image réciproque selon g de la partition F de M.

Définition A.2.1. On appelle chaque partition F* de D?, construite comme
ci-dessus, feuilletage singulier sur D?.

Remarque. En général, on peut pas définir, via le tiré en arriere de F, un
feuilletage sur D? selon la définition qu’on avait donné dans le chapitre 1.

En effet, la difficulté ne consiste pas seulement en le fait que D? est une variété a
bord, mais aussi en le fait que g*(F) peut avoir des ”singularités” (voir la figure
A.1). Il existe aussi une théorie des feuilletages singuliers, qui permet de traiter
formellement ces cas-1a, mais on ne va pas entrer dans les détailles; ici, on se
contentera de traiter la question de facon plus élémentaire.
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Notons, que si p € D?\ dD? n’est pas un point de tangence de g avec F, F*
définit bien une feuilletage, au sens du chapitre 1, au voisinage de p. F, est bien
une sous variété (& bord) de M, au voisinage de p.

De plus, si g|g1 : St — M est transverse a F, la partition F* de D? satisfait
la, propriété suivante : si E € F* est tel que E N OD? # (), alors E est un sous
variété (& bord) de D? au voisinage de chaque p € E N 0D? et y est transverse,
en tant que sous variété, a 0D2.

Dans ce cas-13, on dit simplement que F* est transverse a 0D?.

Par contre, si p € D? est un point de tangence de g avec F et si (U, ¢) est une
carte distinguée au voisinage de p, on a que F* n’est par "régulier” au voisinage
de p; on dit, alors, que :

1. pest un centre pour F* sitogog: U — R a une singularité non dégénérée
de type centre (au sens des fonctions de Morse) en p;

2. p est une selle pour F* si togpog: U — R a une singularité non dégénérée
de type selle (au sens des fonctions de Morse) en p.

La figure A.1 représente ce qui se passe dans le cas ou M est de dimension n = 3,
mais, en effet, Paspect des singularités pour F* sur D? est celui-13, aussi dans le
cas M de dimension n > 3 générique.

Enfin, on dit que F* admet des connections entre deux selles distinctes s’il
existe p, ¢ € D? point de selle pour F* et un élément E de F* tel que E est un
arc lisse de p vers q.

A.2.2 Feuilletages singuliers du disque et champs de vecteurs

Avec toutes ces notations, on peut, maintenant, énoncer quelque résultat qui
nous sera utile dans la suite.

Pour cette section, on notera F* un feuilletage singulier sur D?, transverse
au bord OD? et avec un nombre fini de singularité ; on notera aussi I’ensemble
des singularités par T'.

On dit que F* est C" localement orientable si pour chaque point p € D? il
existe un voisinage U de p et un champ de vecteurs Y sur U tel que :

l.sigeTonaY(q)=0;
2. sige U\T onaY(q)# 0 est tangent a 'ensemble E, € F* passant par q.
Remarque. Notons que, pour ce qu’on a dit dans la section précédente, si

g € U\ T, la direction tangent a E, est toujours bien définie; donc, la propriété
2 est bien formulée.

On dit aussi que F* est C" orientable s’il existe un champ Y comme ci-dessus
défini sur tout D2.
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FIGURE A.1 — Petite dessin des types de singularité, cas n = 3 :
dans le dessin, les surfaces sont les feuilles de F.

v,

g(D%)

Q) |/~

(a) Cas du centre

Proposition A.2.2. Si F* est un feuilletage singulier de D?> C" localement
orientable, il est C" orientable.

(b) Cas de la selle

Démonstration. Pour chaque p € D? il existe un champ de vecteurs Y de classe
C", défini sur un voisinage U de p, tel que Y soit tangent & F* et Y (g) = 0 si
et seulement si ¢ est une singularité de F*. Par compacité de D?, on en peut
trouver un nombre fini Uy, ..., U qui recouvrent D?; notons Y7, ..., Y leurs
respectives champs de vecteurs.

On affirme, maintenant, que trouver un champ de vecteurs Y global équivaut
a orienter convenablement les Y.
En effet, supposons pour l'instant de pouvoir obtenir des Y; sur U;, en posant
simplement Y; = Y; ou —Y;, de facon telle que, pour i # j, f/z(q) et YJ(q) ont
“méme orientation” si g € (U; NU;) \ T Cela signifie qu'il existe A, > 0 telle que
Yi(q) = \;Yj(q). Alors, si (p;)¥_, est une partition de 'unité subordonnée au
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recouvrement (U;)%_; de D?, on a que

est le champs de vecteurs de classe C” voulu, comme il est défini sur tout D?, il
est bien tangent a F* et, des que les Y; sont orientés convenablement, Y(g)=0
si et seulement si g est une singularité de F*.

Dongc, il suffit de montrer qu’on peut obtenir des ¥; comme ci-dessus.
On note, premierement, que, quitte a diviser les U;, on peut supposer que les U;
sont connexes et que, si U; NU; # 0, U; NU; est connexe. Donc, sur (U; NU;)\ T,
on peut écrire Y; = X\;; Y5, ot Ay : (U; NU;)\ T — R est continu et jamais nulle;
en particulier, par connexité de U; N Uj, et donc de (U; NU;) \ T, comme T est
fini, on a que le signe de \;; est constant.
Si A;; > 0, on dit, comme ci-dessus, que Y; et Y; ont méme orientation ; sinon,
on dit qu’ils ont orientation opposée.
Notons que clairement on peut choisir les Y; de facon qu’ils ont méme orientation
“le long d'un arc quelconque”, c’est & dire que si vy : [0,1] — D? est tel que v(0) =
p1 € Up et (1) = p; € U; on peut aisément trouver un recouvrement (U;, =
U,Us),...,U;,_,, Uy, =Uj;) de v([0,1]) et des YV}, =11,Y;,,....Y;, Y, =Y;
correspondants qui ont orientation cohérente, selon la définition qu’on a donnée
tout & I’heure. On omet ici les détailles, comme ceci est un argument classique
de géométrie différentielle.
Or, c’est aussi facile de vérifier que si d,~ : [0,1] — D? sont deux arcs homotopes,
choisir un orientation “le long de 7” ou “le long de §”, au sens de ci-dessus, donne
le méme résultat : si on note f’kl = }71, }7;@ e f/}c f’km la chaine de champs

m—17

obtenue & partir de ¢, on aura simplement, ?km =Y, ol f’il était obtenu a
partir de 7, comme noté ci-dessus. On omet, encore une fois, les détailles, comme
ceci est aussi un argument tres classique.

Enfin, comme D? est simplement connexe, tous les arcs qui lient deux points
donnés sont homotopes a extrémités fixés : cela montre qu’on peut définir Y sur
D? en utilisant la construction “le long des arcs”, comme cela ne dépend pas de
I’arc choisi. O

On a un corollaire immédiat de cette proposition :

Corollaire A.2.3. Soit F un feuilletage C", r > 1, de codimension 1, sur M
et soit g : D?> — M une application C" avec point de tangence non dégénérés
avec F, c’est & dire soit des centres soit des selles. Alors F* = g*(F) est C"~1
ortentable.

Démonstration. Pour la proposition A.2.2, il suffit de vérifier que F* est C"!
localement orientable.

Soient, donc, p € D? et (U, ¢) une carte distinguée pour F au voisinage de g(p).
Notons, comme on avait fait dans la section 4.1 du chapitre 4, 7 : (—=1,1)" —
(—1,1) la projection sur le derniére facteur et posons h := fogog: U — (—1,1).
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On a, alors, que les ensembles de la partition F* N U coincident avec les courbes
de niveau de h et que, si on note par (x,y) les fonctions coordonnées sur
U C D? C R?, le champ Y(q) := (?TZ’ —%), pour chaque ¢ € U, est bien un
champ de vecteurs tangent a F* N U.

Donc, F* est C"~! localement orientable. O

Remarquons que, en particulier, le corollaire énoncé tout a I’heure nous dit
que chaque feuilletage singulier 7* sur D? de codimension 1 est donné par le
courbes intégrales d’un certain champ de vecteurs Y sur D2,

Maintenant, on veut étudier comment certaines propriétés de F* se traduisent
en propriété du flot du champ Y ainsi obtenu; on va voir, ici, les feuilletages
singuliers de D? sous un point de vue de la dynamique des flots qui les définissent.

Supposons, dorénavant, que F* = ¢g*(F) satisfait les propriétés suivantes :

1. F* est transverse & 0D?;

2. les singularités de F* sont non dégénérées, donc des centres ou des selles;

3. F* n’a pas de connexions entre selles distinctes.

Soit p € D? un point singulier de Y avec p € W := g~ 1(U), ou (U, ¢) est une
carte distinguée de F qui contient g(p); soit aussi m:=#o0¢: U — R.

Alors p est une singularité non dégénérée pour f:=mwog: W — R et les orbites
de Y sont contenus dans les courbes de niveau de f.

Pour le théoreme A.1.1, il existe un difféomorphisme o : U — V,ou VC W
est un voisinage ouvert de p et «(0) = p, tel que f o a(z,y) = f(p) + q(z,y), ou
on a g(z,y) = 2* +y* ou q(z,y) = —(2? +y?) ou g(z,y) = 2> — y*.

Dans le premiers deux cas, p est un centre pour Y, c’est a dire que le trajectoires
non dégénérées de Y dans W sont tous fermées et difféomorphes & S'. Par contre,
dans le troisiéme cas, p est une selle pour Y, c’est a dire que f~1(f(p)) est
constitué par deux courbes lisses d1, 09 qui s’intersectent transversalement en p
de fagon que 01 U d2 \ p contient 4 différentes trajectoires régulieres de Y|y, a1,
asg, ag et ay, telles que oy Uaz U {p} = et aa Uag U {p} = ds.

Les a;, pour 1 < i < 4, sont les séparatrices locales de la selle p de Y. Si on
dénote par t — Y;(q) la courbe intégrale de Y qui passe par ¢ pour t = 0,
on a que deux entre ces oy, disons «ay et ag, sont caractérisés par la propriété
lim;, Y;(q¢) = p, pour chaque ¢ € a3 U ag, et les autres deux, disons as et
ay, par lim;,_ Yi(¢) = p, pour chaque g € as U ay. On appelle stables les
trajectoires du premier type et instables celles du deuxieme type.

De plus, par construction de Y, le fait que F* est transverse & D2 équivaut
au fait que Y soit transverse & 0D? = S'.

Si v(t) := Y;(q) est une trajectoire, pour ¢ € D? quelconque, on pose

w(v):={x € D*|x= lim 7(t,), olt t, — oo pour n — oo}
n—oo

et
a(y) :={z € D?|z = lim 7(t,), ou t, — —co0 pour n — oo }.
n—oo

Notons que, pour le théoréeme B.0.1 dans Pappendice B, les ensembles w(7y) et
a(y) doivent coincider avec :
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0, si v coupe OD? pour t — 400, —00;
une singularité pour Y, c’est a dire un point fixe pour Y ;

une orbite fermée de Y ;

- W o=

un graphe de Y, c’est a dire un ensemble connexe A constitué par des selles
et des séparatrices, de fagon que si p € A est un selle de Y, A contient au
moins une séparatrice stable et une instable pour p.

Notons que, comme Y est transverse & S, on peut supposer que Y|sp2 soit
entrant dans D?, quitte & remplacer Y par —Y ; on a, alors, que w(v) # (), pour
chaque orbite v de Y.

Définition A.2.4. On dit que le sous ensemble I' C D? est un cycle limite
pour Y si I' n’est pas une seule singularité et s’il existe une orbite v de Y, avec
YN =0, telle que T' = w(y) ou T = a(y).

De ce qu’on a dit ci-dessus, un cycle limite non vide I' de Y est soit une
orbite fermée soit un graphe de Y. De plus, c’est facile de vérifier que I" est
toujours connexe et que D? \ I' a au moins deux composantes connexes, dont
une contient entierement D2, comme I' N1 OD? = (), pour ce qu’on a dit tout &
I’heure. Dans la figure A.2, on a représentés quelques I' possibles dans le cas ou
ils sont des graphes de Y.

F1GURE A.2 — Cas de cycle limite qui est un graphe

= - e

Or, dans notre cas, effectivement, les cas représentés dans la figure A.2 sont
les seuls cas possibles dans lesquels I' est un graphe de Y, car on est dans
I’hypothese de F* sans connexions entre selles distinctes.

Soit, maintenant, > ’ensemble de tous les cycles limites. Etant donné un
[ € %, on note R(I') la réunion des clotures des composantes connexes de D? \ T’
qui ne contiennent pas dD2. Sur ¥, on définit aussi un ordre partiel < en disant
que I't <T'9si R(I'1) C R(I'y).
Notons, enfin, que, comme I' est invariant par Y, R(T") I'est aussi.

Proposition A.2.5. Soit (I'),)nen une suite décroissante de cycles limites et
soit ' le bord de Uensemble (), R(I'y,). Alors T's est soit une orbite fermée
soit un graphe de Y. -
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Démonstration. Comme si la suite se stabilise la preuve devient triviale, on peut
supposer qu’elle ne se stabilise pas; donc, quitte a extraire une sous-suite, on a
que I';, # I';,, pour chaque n # m. De plus, comme le nombre de selles de Y est
fini, Y admet un nombre fini de graphes et, quitte a extraire une autre sous-suite,
on peut supposer que chaque I'), soit une orbite fermée. On s’est, donc, ramené
au cas ou une suite strictement décroissante, au sense de <, d’orbites fermées
s’accumule sur I' .
En particulier, chaque R(T';,) est un ensemble, homéomorphe & un disque, in-
variant pour Y et on a que R(I',) C R(I'y+1). Donc, Nyp>1R(Ty) et T's sont
non-vides et invariants pour Y. De plus, ', contient au moins un point p tel que
Y (p) # 0 : en effet, on n’a pas de centres dans I',, car les centres ne peuvent
pas étre points d’accumulation de cycles limites, dés que, au voisinage de chaque
centre de Y, les orbites sont toutes fermées, c’est a dire périodiques, et coincident,
donc, avec leurs points d’accumulation. Par contre, I'o, peut contenir une selle,
mais, dans ce cas, il doit contenir aussi deux ses séparatrices.

Supposons, alors, que ' ne soit pas une orbite fermée; on veut montrer
qu’il est un graphe de Y.
Prenons p € ', un point tel que Y (p) # 0, qu’il existe pour ce qu’on a dit tout
& I'heure, et posons, pour simplicité de notations, w(p) := w(7), ou 7y est Porbite
de Y qui passe pour p au temps t = 0.

On veut montrer que, alors, w(p) doit étre une selle contenue dans I'y,.
En effet, w(p) ne peut pas contenir un centre de Y, pour ce qu'on a dit ci-
dessus. Mais si, par absurde, w(p) n’était pas une selle, forcement on aurait
q € w(p) tel que Y(q) # 0, comme w(p) est connexe : on veut déduire de cela
une contradiction.
Notons que g ¢ O(p) := {Yi(p) |t € R}, comme I'o, n’est pas une orbite fermée
de Y. Fixons, donc, § un segment transverse a Y passant par p. Alors, O(p)
rencontre 0 en une suite de points p,, :=Y; (p), ou ¢, croit (strictement) vers
400 pour n — oo et lim, o pn = ¢q : les deux dispositions possibles pour ces
points p,, sont représentées en figure A.3. Soit, maintenant, i la courbe fermée

F1GURE A.3 — Seules facons possibles pour que la suite p,, converge vers ¢

Pn

de D? qui est réunion de I’arc contenu dans & et joignant p,, & p,y1, qu'on note
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[PrsPnt1], et de Varc p = {Yi(p) [ty < t < tny1} C O(p); soit aussi A la
composante connexe de D? \ 1 qui contient q.
Or, une orbite qui coupe l'arc [p,, pn+1] ne peut pas étre fermée, car elle doit
rentrer dans A, de laquelle elle ne pourra plus sortir ; donc, p,, ne peut pas étre
un point d’accumulation d’orbites fermées de Y, mais c’est une contradiction
avec le fait que p,, € I'.
On a, finalement, prouvé que w(p) est un point de selle dans I'o.
De méme, on a que a(p) est aussi un point de selle contenu dans I'.

Enfin, comme une selle dans I', est un point d’accumulation d’orbites fermées
de Y, ', doit contenir au moins une séparatrice stable et une instable (figure
A4), c’est & dire que T'y, doit étre un graphe de Y. O

FIGURE A.4 — Si ' contient une selle, il contient au moins deux séparatrices

- 1

I—:H-E

A.3 Construction de Haefliger

Dans cette section, on notera avec F un feuilletage de classe C”, r > 2, et de
codimension 1 sur une variété M de classe C? et de dimension n > 3.
Etant donnée une application h : D2 — M, de classe C™, ot D? est le disque
unitaire de R2, on dit que p € D? est un point de tangence de h avec F si
dp(h)(R2) C Th(p)}—~

On a, alors, la proposition suivante :

Proposition A.3.1. Soit A: D? — M une application C™ telle que Alsp> soit
transverse a F. Alors, pour chaque € > 0, il existe g : D> — M de classe O™
vérifiant les propriétés suivantes :
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Lo lg = Aller <e;
2. glope est transverse a F ;

8. pour chaque point p de tangence de g avec F, il existe une carte distinguée
(U, @) au voisinage de g(p) telle que p soit une singularité non dégénérée
pour mog: g H(U) — R, ot on a noté ™ := 7o ¢; en particulier, g a
seulement un nombre fini de points de tangence avec F ;

4. 81T = {p1,...,pi} est l'ensemble des points de tangence de g avec F,
g(p;) et g(pj) sont contenus dans feuilles distinctes de F, pour i # j ; en
particulier, F* = g*(F) n’a pas de connexions entre selles distinctes.

Démonstration. Soient (Q1,¢1), ..., (Qk, ¢r) des cartes distinguées pour F dont
la réunion recouvre A(D?) et puis 7; := 7o ¢; : Q; — R la composition des
cartes distinguées avec la projection le long de la composante transverse, pour

chaque i = 1,...,k; avec ces notations, on peut écrire ¢; = (¢4, ..., ¢! _1,m;) et
que m; L(t) est une plaque de F dans Q;.
On écrit aussi ¢;0A4 = (A}, ..., Al _;,m0A) et on remarque que A est transverse a

Fenp e A~HQ;) si et seulement si d,(m;0A4) # 0. On pose, enfin, W; :== A~1(Q;)
pouri=1,...,k.

Clairement on a U¥_; W; = D? et, comme D? est compact, on peut trouver
des recouvrements ouverts plus fins (V;)5_,, (U;))¥_; telsque U; C V; C V; C W,
pouri=1,...,k.

Soit § = miny<;<k inf{d(A(z),y) |z € V; et y € 9Q;}, ot d est une métrique
riemannienne fixée sur M. Si f : D? — M est telle que ||f — Aljco < §, alors
f(Vi) C Q;. Donc, les composées 7; o f : V; — R sont bien définies ; toutes les
applications qu’on considérera dorénavant satisferont cette propriété.

Notons qu’un point p € Vj; est un point de tangence de A avec F si et seulement
si dp(m; 0 A) = 0, comme cela équivaut au fait que d,(A)(T,D?) C T, Fp.

On va construire g satisfaisant les propriétés 1, 2 et 3 en modifiant récursivement
la restriction A|u{,1Wi pour tout j =1,...,k.

Soit j = 1. Pour le lemme A.1.2 il existe f; : W7 — R telle que f1|y, est une
fonction de Morse, filw,\v, = (710 A)lw\v, et || f1 — 710 Aller < 41
Maintenant on définit g; : D* — M en posant g1|p2\v, = A|p2\v, et g1|lw, =
¢ o (AL, ., AL | f1). Comme m o A = f; sur Wi \ Vi, g1 est bien définie
et m o g1ly, = filv, et, done, g1 est de Morse sur U;. Or, si on choisit §;
suffisamment petit, on a aussi que [|g1 — Ao < £.

Supposons, par récurrence, d’avoir défini g; : D? — M, pour un indice
1 <j < k-1, telle que [|g; — Aller < I, gj\DQ\Udei = A|D2\ug’:1Vi et
m; 0 gjlu, : Ui — R est de Morse, pour chaque i =1,...,j.

Pour le lemme A.1.2, il existe fj11 : Wi — R telle que fiiilw, \v,., =
(i1 0 95) w1\ 110 flu,s est de Morse et || fj11 — i1 0 gjller < dj4a

On pose alors g1 : D — M avec gi+ilpa\v,, = gilp2\v,,, et givilw,, =
¢j_ﬁ1 o(g],.-- gh_1, fj+1), oton a écrit ¢j11 095 = (g1,..., 9 _1,Tj410gj)-
C’est clair que g;+1 est bien définie car fj1|w,,,\v;,, = Tj+1°G5lw, \v;,,- De
plus, si I'on choisit ;41 suffisamment petit on aura que ||g;+1 — g;llcr < 7 et
que 7; 0 g;41|u, est de Morse sur U; pour chaque i =1,...,j + 1, car I’ensemble
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des fonctions de Morse est un ouvert selon la topologie C™.

Récursivement, on obtient une fonction g : D?> — M telle que ; o gk|u, est
de Morse, pour chaque i = 1,...,k et ||gx — A|lcr < €. Donc, g satisfait les
propriétés 1 et 3.

De plus, si € est suffisamment petit, gi|gpz est encore transverse a F.

Du fait que, si 7w est comme dans 2 de 1’énoncé, les singularités de 7 o g
sont non dégénérées, le théoreme A.1.1 entraine qu’ils sont isolées, donc, par
compacité de D2, finies. On a, donc, que les points de tangence de g avec F
sont finis, comme ils coincident avec les singularités dégénérées de 7 o g.

Soit T := {p1,...,pi} Vensemble des points de tangence de g; avec F. On
modifiera g; pour obtenir une g, avec les mémes points de tangence, satisfaisant
la propriété 4.

Supposons, par exemple, que g(p1), g(p2) soient contenus dans la méme feuille F
de F, avec p1 € U;. Posons f; :=m o gily, : Vi = Ret t; = fi(p1). Fixons des
voisinages U C V de p; avec U C V C V C V; et p; soit la seule singularité de
fi dans V.

Soit a : V — R de classe C°, non négative et telle que a|y =1 et afy,\v = 0.
Posons f; := f; + dc, avec § > 0. Comme df; = df; 4+ dday, si 6 est suffisamment
petit, p1 est 'unique singularité de fz dans V et elle est encore non dégénérée. De
plus, les singularités de fl et de f;, dans V;, sont les mémes, car (fl —f)lvi—v =0.
Définissons gy : D> — M en posant gklp2\v = grlp2\v et gilv, = qbi_l )

(gF, ..., 9% |, fl) On peut facilement vérifier que gj, satisfait les propriétés 1, 2,
3 et que ’ensemble des points de tangence de gy, avec F est T'.

Notons que F' N @; contient au plus une infinité dénombrable de feuilles
locales de F' et, donc, il existe § > 0, arbitrairement petit, tel que W;l(tl +6) =
77 (fi(p1)) € F, c’est a dive gy (p1) et gk (p2) sont contenus dans feuilles distinctes
de F.

En itérant le procédé un nombre fini de fois, on peut obtenir une g : D? — M
satisfaisant les propriétés 1, 2, 3 et 4. O

On énonce, maintenant, un corollaire presque immédiat de la proposition
ci-dessus :

Corollaire A.3.2 (Construction d’Heefliger). Soit v : ST — M une courbe C>
transverse a F et homotope a une constante. Alors il existe une application
g:D?* = M de classe C* telle que F* := g*(F) est un feuilletage de D? avec
singularités, satisfaisant les propriétés suivantes :

1. glap> est homotope a ~y et F* transverse ¢ OD? ;

2. les singularités de F* sont selles ou centres ;

3. F* na pas de connexions entre selles distinctes.
Démonstration. Comme 7 est homotope a une constante dans M, on peut
obtenir, par approximation de I’homotopie, une application C* A : D?> — M

telle que A|sp2 = . Il suffit, maintenant, de choisir g comme dans A.3.1, avec €
suffisamment petit. O
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A.4 Construction de la région R d’holonomie
triviale

Avec tous ce qu’on a fait dans 'appendice A jusqu’a ici, on peut, finalement,
construire la région R utilisée dans la preuve de la proposition 6.2.4 du chapitre 6.

Considérons, maintenant, une variété M de classe C*, s > 2, et dimension
n > 3 et supposons qu’elle soit feuilletée par F de classe C? et de codimension 1
tel qu’il existe une courbe lisse fermée v : St — M transverse ¢ F.
Pour le corollaire A.3.2 il existe une application C>® g : D? — M telle que
F* := g*(F) soit un feuilletage singulier sur D?.
De plus, le corollaire A.2.3 entraine qu'il existe un champ de vecteurs Y de classe
C1, tel que :

1. Y est tangent a F*;

2. Y est transverse & 0D? et y entrant dans D?;

3. Y a singularités coincidents avec celles de F* et elles sont toutes non
dégénérées ; en particulier, elles sont en nombre fini et soit de type centre
soit de type selle;

4. il n’existe pas de connexions entre deux singularités de type selle distinctes.

Soit ¥ I’ensemble constitué par les cycles limites de Y, et par les orbites
fermées et les graphes de Y qui sont obtenus comme dans la proposition A.2.5,
c’est a dire ces qui sont le bord de N,,ewR(I",,) ou I';, sont des cycles limites avec
R(T,+1) € R(T,,) pour chaque n € IN.

Notons que ¥ # (), comme si p € D? quelconque, w(p) est un cycle limite.
Maintenant, comme on Pavait déja fait pour ¥ dans la section A.2.2, on définit
sur ¥ une relation d’ordre partiel comme suit : si I' € 3, on note, par R(I') la
réunion des clotures des composantes connexes de D? \ T’ qui ne contiennent pas
9OD? et on pose I'1 < Ty si R(I's) C R(I'y).
Pour la proposition A.2.5, on a que si (I';,),en est une suite croissante dans 3,
au sens de <, c’est & dire telle que R(I',,41) € R(T},), alors il existe I', dans X
tel que I'so < T, pour tout n € IN : cela veut dire exactement que (3, <) est un
ensemble partiellement ordonné inductif.
Donc, pour le lemme de Zorn, il existe dans ¥ un élément minimal I'. Donc, par
construction, ce I" est le bord d’une région ouverte R(I") qui ne contient pas de
cycles limites, c’est & dire que pour chaque p € R(T') on a que O(p) est soit une
singularité, soit une orbite périodique soit contenu dans un graphe.
C’est, alors, facile de vérifier que R(I") vérifie les propriétés suivantes :
1. si p € R(T") est régulier pour Y, O(p) a holonomie triviale, vue comme
feuille de F*, qui est bien un feuilletage hors de dD? et des point singuliers
de Y

2. sip € OR(T) =T, O(p) na pas “holonomie* triviale, c’est & dire qu’elle

est un cycle limite.

Donc, R(T") est bien la région cherchée. La figure A.5 résume quelque typolo-
gies de R(T") possibles.
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FIGURE A.5 — Quelque exemples de régions R(T") possibles

S



Annexe B

Théoreme de
Poincaré-Bendixson

On va, dans cette breve appendice, rappeler un résultat tres connu sur la
dynamique des flots des champs de vecteurs sur le plan.

Soit, pour fixer des notations, 2 C R? un ouvert et soit Y un champ de
vecteurs C'! défini sur Q.
On considere le probleme de Cauchy associé

y'(t) =Y (y(t)), z(0) = 0.

Comme le champ Y est C, il existe pour chaque zg € Q un € > 0 et une solution
x = x(t), définie sur (—e¢, €), pour le probleme de Cauchy considéré.
On appelle alors, comme on avait déja fait dans 'appendice A, ensemble w-limite
de x(t), et on le note w(x), 'ensemble des points d’accumulation de 'orbite
x = {z(t) |t € (—¢,€)}, c’est a dire ensemble X \ x.
On appelle, enfin, graphe de Y une réunion quelconque de points singuliers et de
séparatrices pour Y.

Avec toutes ces notations, on peut finalement énoncer le résultat qui nous
intéresse :

Théoréme B.0.1 (Poincaré-Bendixon). Etant donné un probléme de Cauchy
défini par un champ de vecteurs C! sur un ouvert du plan R?, chaque orbite
admet comme w-limite soit un point fize de Y, soit une orbite périodique, soit
un graphe de Y.

Démonstration. Pour la preuve de ce théoréme, on renvoie a des références
classiques, par exemple la preuve due & Bendixson qui apparait dans [1]. O
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