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Dans cet expos�e� nous pr�esentons la r�esolution du �probl�eme des moments� � �etant donn�e
une suite ��n�n�� de r�eels� existe�t�il une mesure positive � sur R muni de la tribu bor�elienne
�respectivement ������� respectivement �a� b�� telle que les fonctions u � un�n � N� soient
��int�egrables et que �

�n � N �

Z
R

und��u� � �n

�respectivement
R
������

und��u� � �n� respectivement
R
�a�b�

und��u� � �n�� c�est��a�dire existe�t�il

une mesure positive ayant des moments de tout ordre� ces moments �etant les �n�
Ces trois probl�emes sont appel�es respectivement probl�eme de Hamburger� de Stieltjes et de

Hausdor�� Le probl�eme sera dit d�etermin�e s�il poss�ede une unique solution� ind�etermin�e s�il en
poss�ede plusieurs�

Si on exclut le cas trivial o�u �� � � �pour lequel il y a une solution si et seulement tous
les termes de la suite sont nuls�� on peut toujours supposer que �� � � �ce qui sera le cas dans
toute la suite�� Le probl�eme revient alors �a chercher une mesure de probabilit�e dont les moments
d�ordre sup�erieur ou �egal �a � sont les �n�

Il existe principalement deux approches pour ce probl�eme � l�approche �classique�� que nous
utiliserons tout d�abord pour donner un crit�ere d�existence� et une approche passant par la
th�eorie des op�erateurs non born�es dans un espace de Hilbert� que nous donnerons ensuite� Nous
concluerons enn sur quelques exemples�

� Un crit�ere d�existence d�une solution

Dans cette partie� nous allons trouver une condition n�ecessaire et su�sante �a l�existence d�une
mesure solution du probl�eme de Hamburger� Nous appliquerons ensuite cette th�eorie pour prou�
ver un th�eor�eme concernant la convergence �etroite� Puis nous donnerons une premi�ere condition
�classique� d�unicit�e�

Pour d�evelopper cette th�eorie� il faut cependant �ecarter un cas tr�es simple � celui o�u la mesure
est de la forme

mX
k��

�k�ak

�o�u �a d�esigne la mesure de Dirac en a�� Les moments correspondants sont les

mX
k��

�k�ak�
j

On verra plus loin un crit�ere simple permettant d�a�rmer que la mesure pr�ec�edente est l�unique
mesure dont les moments sont donn�es par cette formule� Dans toute la suite de ce rapport� on
supposera toujours implicitement que les suites et les mesures consid�er�ees ne sont pas de cette
forme�

D�e�nition � Une suite ��n�n�� de r�eels est dite d�e�nie positive si chaque forme hermitienne

x ���
mX

i�j��

�i�jxixj �m � N�

est d�e�nie positive� Par une propri�et�e classique concernant les matrices d�e�nies positives� ceci
�equivaut �a dire que �m � N � det��i�j�i�j�����m � ��

�



La d�enie positivit�e de la suite des moments consid�er�ee ��n�n�� est n�ecessaire pour qu�il
existe une mesure � solution du probl�eme de Hamburger associ�e � en e�et� si �n �

R
R
xnd��x��

alors si m � N et �xi�i�����m � C m�� � on a �

mX
i�j��

�i�jxixj �

Z
j

mX
i��

xit
ij�d��t� � �

Cette quantit�e est m�eme strictement positive� car on a �ecart�e le cas o�u � est une somme nie de
multiples de masses de Dirac �si P est un polyn�ome�

R jP j�d� � � implique que � est support�ee
par les z�eros de P ��

L�objet de cette partie est de prouver que cette condition est su�sante� et donc d�obtenir le �

Th�eor�eme � Soit ��n�n�� une suite de r�eels� Alors il existe une mesure � sur R telle que
�n � �� �n �

R
R
tnd��t� si et seulement si la suite ��n�n�� est d�e�nie positive�

Dans les trois prochaines sections� ��n�n�� d�esignera une suite d�enie positive de r�eels�

��� Quelques r�esultats de convergence faible de mesures

Nous �enon cons tout d�abord quelques r�esultats utiles concernant la convergence des mesures
sign�ees�

Nous utiliserons deux th�eor�emes classiques �

Th�eor�eme � �Riesz Le dual topologique de l�espace C��R� des fonctions continues sur R ten�
dant vers 	 �a l�in�ni 
muni de la norme kfk� � supR jf j� est l�espaceM�R� des mesures sign�ees
sur R� muni de la norme � k�k � j�j�R��

Th�eor�eme � Soit E un espace de Banach s�eparable� Alors la boule unit�e du dual E� de E
est s�equentiellement compacte pour la topologie faible�� Autrement dit� si �fn�n�� est une suite
born�ee d��el�ements de E�� alors il existe une extraction 	 et f dans E� telles que f��n	 
� f �

Nous ne nous int�eressons ici qu�aux mesures de probabilit�e� mais il est plus agr�eable de
se placer dans l�espace M�R�� pour pouvoir utiliser des r�esultats sur les espaces de Banach�
Remarquons tout d�abord que l�espace C��R� est s�eparable � en e�et� on v�erie ais�ement gr�ace
au th�eor�eme de Weierstrass que l�espace des fonctions valant un polyn�ome �a coe�cients rationnels
sur un compact ��n� n�� nulles sur � ����n � �� 	 �n � ����� et reli�ees entre ces intervalles
par des fonctions a�nes �n variant dans N� est d�enombrable et dense dans C��R�� Ce qui assure
la compacit�e s�equentielle faible�! de la boule unit�e de M�R�� Ainsi� si ��n�n�� est une suite
de mesures positives dont la masse totale est born�ee �par exemple s�il s�agit de mesures de
probabilit�e�� on peut toujours en extraire une suite convergeant faiblement� c�est��a�dire qu�il
existe une extraction 	 et une mesure sign�ee � sur R telles que �f � C��R��

R
R
fd���n	 �

R
R
fd��

De plus� on a l�in�egalit�e � k�k 
 lim supk�nk �par une propri�et�e classique de la convergence
faible��

Cette mesure est positive � en e�et� si B � B�R�� la fonction caract�eristique �B de B est
une fonction de L��R�B�R�� j�j�� qui peut donc �etre approch�ee en norme L� par des fonctions
continues �a support compact fk� On v�erie alors que

R
R
fkd� �

R
R
�Bd� � ��B� �en utilisant

l�in�egalit�e j R
R
gd�j 
 R

R
jgjdj�j�� Comme les int�egrales des fk par rapport �a � sont positives �en

tant que limites des int�egrales par rapport aux ���n	� qui sont positives�� ��B� �egalement�
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On a nalement prouv�e la �

Proposition � Soit ��n�n�� une suite de mesures positives dont la masse totale est born�ee�
Alors il existe une extraction 	 et une mesure positive � sur R telle que

�f � C��R��

Z
R

fd���n	 �
Z
R

fd�

��� R�esolution du probl�eme tronqu�e

Pour r�esoudre le probl�eme des moments� on commence par r�esoudre le probl�eme �tronqu�e��
c�est��a�dire qu�on cherche une mesure �n dont les �n�� premiers moments sont les �k� k 
 �n���

On introduit la forme lin�eaire S d�enie sur l�espace C �X� des polyn�omes �a coe�cients com�
plexes par �

S�
mX
i��

�ix
i� �

mX
i��

�i�i

�On pr�ecisera s�il est besoin en indice par rapport �a quelle variable on l�applique�� Si on prouve
que les �n sont les moments d�une mesure �� cette forme lin�eaire correspondra �a l�int�egration
par rapport �a �� La forme bilin�eaire sym�etrique sur C �X� d�enie par �P�Q� � S�PQ� est un
produit hermitien �car la suite consid�er�ee est d�enie positive��

Il existe alors une unique suite �Pn�n�� de polyn�omes satisfaisant les deux conditions �
��� Pn est un polyn�ome de degr�e n� �a coe�cients r�eels� dont le coe�cient de xn est strictement

positif�
��� Si �n�m� � N� � S�PnPm� � �n�m�
Cette suite peut �etre obtenue en appliquant la proc�ed�e d�orthonormalisation �a la base �Xn�n��

de R�X�� On peut �egalement en donner une formule explicite � si on note

Dn �

���������

�� �� � � � �n
�� �� � � � �n��
���

���
� � �

���
�n �n�� � � � ��n

���������
�et D�� � �� on a �

Pn�X� �
�

�Dn��Dn����

�����������

�� �� � � � �n
�� �� � � � �n��
���

���
� � �

���
�n�� �n � � � ��n��
� X � � � Xn

�����������
�il su�t de v�erier que cette suite v�erie la condition ���� ce qui vient en remarquant que
S�PnXm� � � si m � n� et S�PnXn� � �Dn��

Dn
�����

Proposition � Les polyn�omes Pn v�eri�ent la relation �

XPn�X� � bn��Pn���X� � anPn�X� � bnPn���X� �n � ��

o�u on a pos�e � an � S�X�Pn�X���� et bn � �Dn��Dn��	���

Dn
� b�� � ��

�



Preuve � Le polyn�ome XPn�X�� qui est de degr�e n � �� s��ecrit comme une combinaison li�
n�eaire des polyn�omes Pk pour k 
 n � �� Le coe�cient de Pk dans cette d�ecomposition est
S�XPn�X�Pk�X��� En consid�erant les coe�cients dominants� on obtient que S�XPn�X�Pn���X�� �
bn� Enn� en remarquant que siQ est un polyn�ome de degr�e inf�erieur ou �egal �a n��� S�XPn�X�Q�X�� �
� �car XQ�X� est de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� ��� on obtient la relation annonc�ee�

Les polyn�omes Pn sont donc les solutions de l��equation lin�eaire � bn��yn�� � anyn � bnyn�� �
Xyn �pour n � ��� avec les conditions initiales P���X� � � et P��X� � �� On introduit
maintenant une deuxi�eme solution de cette �equation lin�eaire� Qn� avec les conditions initiales
Q���X� � �� et Q��X� � �� On v�erie ais�ement� en utilisant l��equation v�eri�ee par les deux

suites� que Qk�X� � SY �Pk�Y 	�Pk�X	
Y�X � pour k � ��

Pour r�esoudre le probl�eme tronqu�e� l�id�ee est d�utiliser le fait qu�on peut exprimer un poly�
n�ome de degr�e inf�erieur ou �egal �a n � � en fonction de ses valeurs sur les racines de Pn et du
polyn�ome Pn�X�� On peut donc exprimer la valeur de S sur ce polyn�ome comme son int�egrale
par rapport �a une somme de mesures de Dirac �en utilisant la division euclidienne par rapport
�a Pn� on peut m�eme le faire pour un polyn�ome de degr�e inf�erieur ou �egal �a �n� ���

Notons ��nk�k�����n les n z�eros du polyn�ome Pn �qui sont simples� car il s�agit de la base
othonormalis�ee de la base canonique pour un produit scalaire sur R�X��� avec

�n� � �n� � � � � � �nn�

Alors� si R�n���X� est un polyn�ome de degr�e inf�erieur ou �egal �a �n� �� on a �

R�n���X� � Pn�X�Mn���X� �Nn���X��

o�u Mn�� et Nn�� sont des polyn�omes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� �� Alors �

Nn���X� � Pn�X�
nX

k��

Nn����nk�
P �
n��

n
k��X � �nk�

�

�ces polyn�omes co"#ncident en les �nk�� c�est��a�dire

Nn���X� � Pn�X�
nX

k��

R�n����nk�
P �
n��

n
k��X � �nk�

�

Par ailleurs� on a aussi � S�R�n��� � S�Nn���� Donc

S�R�n��� �
nX

k��

R�n����nk�
P �
n��

n
k�

S
�
Pn�X�

X � �nk

�

�par lin�earit�e de S�� Et

S
�
Pn�X�

X � �nk

�
� S

�
Pn�X�� Pn��

n
k�

X � �nk

�
� Qn��

n
k�

Finalement� on a obtenu que si R�X� est un polyn�ome de degr�e inf�erieur ou �egal �a �n� ��

S�R�X�� �
nX

k��

nkR��nk�

�



o�u

nk �
Qn��

n
k�

P �
n��

n
k�
�

En particulier� pour R�X� � Xk�

�k �
nX
i��

ni ��
n
i �

k �k � � � � � �n� ��

Pour monter que la mesure obtenue est positive� il faut v�erier que les nk sont strictement
positifs� On utilise pour cela deux formules qui se prouvent ais�ement par r�ecurrence �

�m � �� Pm���X�Qm�X�� Pm�X�Qm���X� �
�

bm��

�m � �� �Y �X�
m��X
i��

Pi�X�Pi�Y � � bm���Pm���X�Pm�Y �� Pm�X�Pm���Y �

En appliquant ces formules en les �nk � on obtient �

nk �
Pn����nk�Qn��

n
k�

Pn����nk�P
�
n��

n
k�

�
�Pn��

i�� Pi��
n
k�

�
� �

Notons

�n �
nX
i��

ni ��ni �

Alors

�k �

Z
R

tkd�n�t� �k � � � � � �n� ���

�n est donc une solution du probl�eme des moments �tronqu�e��

��� Preuve de l�existence

Pour en d�eduire une solution du probl�eme des moments total� nous allons passer �a la limite
quand n � ��� Comme vu plus haut� il existe une extraction 	 et une mesure positive �
telles que� pour toute fonction f continue tendant vers � �a l�inni� on ait �

R
R
fd���n	 �

R
R
fd��

Remarquons tout d�abord que la mesure � poss�ede des moments de tout ordre �il su�t de
montrer que les moments d�ordre pair sont nis� � si k est pair� on consid�ere la fonction hAk qui
co"#ncide avec xk sur ��A�A�� qui est nulle sur �����A���	 �A������ et qui est reli�ee entre
ces intervalles par une fonction a�ne� Alors

�n � N �

Z
R

hAk d���n	 
 �k

Donc� en faisant tendre n vers ��� Z
R

hAk d� 
 �k

Puis en faisant tendre A vers �� et par th�eor�eme de convergence monotone�

Z
R

tkd��t� 
 �k

	



On veut prouver que ces moments sont les �k �ce qui ach�evera la preuve�� c�est��a�dire que
la propri�et�e de convergence des int�egrales est vraie �egalement pour les fonctions x ��� xk�
Montrons�le tout d�abord pour les moments d�ordre pair � si n � k � �� et A � � on a

Z
�����A���A����

t�kd���n	�t� �

Z
�����A���A����

t�k��

t�
d���n	�t��

Donc Z
�����A���A����

t�kd���n	�t� 
 �

A�

Z
�����A���A����

t�k��d���n	�t��

Z
�����A���A����

t�kd���n	�t� 
 ��k��

A�

Soit � � �� Soit A � � tel que
R
�����A���A����

t�kd��t� � � et ��k��
A� � �� Soit � � hAk � Alors

�t � R� t�k���A�A��t� 
 ��t� 
 t�k� Donc �

j
Z
R

��t�d��t��
Z
R

t�kd��t�j � ��

De m�eme� si n � k � ��

j
Z
R

��t�d�n�t��
Z
R

t�kd�n�t�j � ��

D�autre part� il existe N � k � � tel que

�n � N� j
Z
R

�d�n �
Z
R

�d�j � ��

Alors� si n � N �

j
Z
R

t�kd�n�t��
Z
R

t�kd��t�j � ���

Ce qui prouve que Z
R

t�kd��t� � ��k�

En ce qui concerne les moments d�ordre impair de �� on peut prouver le r�esultat de la m�eme
fa con en d�ecomposant �

R
R
t�k��d��t� �

R
������

t�k��d��t� �
R
������

t�k��d��t� �pour des raisons

de signe��
Finalement� on a bien construit une mesure � sur R dont les moments sont les �k� c�est��a�dire

une solution du probl�eme de Hamburger associ�e �a la suite ��n�n���

��� Une application �a la convergence �etroite

Dans cette partie� nous nous proposons de prouver le th�eor�eme �

Th�eor�eme 	 Soit � une mesure d�etermin�ee par ses moments� Soit ��n�n�� une suite de mesures
de probabilit�e ayant des moments de tout ordre� et telle que

�k � ��

Z
R

tkd�n�t� �n

Z
R

tkd��t��

Alors

�n
�e	�� ��






Pour cela� nous devons tout d�abord �etudier un crit�ere concernant la convergence �etroite de
mesures de probabilit�e� Revenons �a la proposition �� On a vu que si ��n�n�� est une suite de
mesures de probabilit�e� on peut en extraire une sous�suite convergeant vers une mesure positive
�� Rien n�assure que � est une mesure de probabilit�e� C�est m�eme faux en g�en�eral� comme le
montre l�exemple de la suite des mesures de Dirac ��n�n��� qui converge vers la mesure nulle
pour la topologie faible�! sur M�R�� Ce probl�eme est li�e �a un ph�enom�ene de �masse partant �a
l�inni�� Pour l��eviter� on introduit la notion de suite tendue de mesures de probabilit�e�

D�e�nition � Une suite ��n�n�� de mesures de probabilit�e sur R est dite tendue si pour tout
� � �� il existe un intervalle �ni �a� b� tel que �n � N � �n��a� b�� � �� ��

On a alors le th�eor�eme �

Th�eor�eme 
 Une suite ��n�n�� de mesures de probabilit�e sur R est tendue si et seulement si
de toute sous�suite ����n	�n�� on peut extraire une sous�sous�suite convergeant �etroitement vers
une mesure de probabilit�e ��

Preuve � Prouvons tout d�abord l�implication directe � d�apr�es le raisonnement pr�ec�edent� il
su�t de v�erier que si ��n�n�� est une suite tendue de mesures de probabilit�e sur R qui tend vers
une mesure � �qui est alors positive� pour la topologie faible�! sur M�R�� alors ��R� � � �en
e�et� ceci assurera qu�il y a convergence des int�egrales de toutes les fonctions continues born�ees��
Soient � � � et a et b dans R tels que �n � �� �n��a� b�� � � � �� Soit fm la fonction valant �
sur �a� b�� � sur ���� a� ��m� 	 �b � ��m���� et reli�ee entre ces intervalles par des fonctions
a�nes� Alors � � � 
 R

R
fmd�n �n

R
R
fmd� �les fm sont continues �a support compact�� PuisR

R
fmd��m ���a� b�� �par th�eor�eme de convergence domin�ee�� Ce qui prouve que ���a� b�� � ����

Puis que ��R� � �� �� Ceci �etant vrai pour tout � � �� ��R� � �� L�in�egalit�e inverse a �et�e vue
plus haut�

Prouvons maintenant la r�eciproque � si la suite ��n�n�� n�est pas tendue� il existe un � � �
tel que pour tout intervalle �a�b�� il existe n tel que �n��a� b�� 
 �� Soit 	�n� � N tel que
���n	���n� n�� 
 � � �� Supposons qu�on puisse extraire de cette sous�suite une sous�sous�suite
�����n	 convergeant �etroitement vers une mesure de probabilit�e �� Soient a et b dans R tels que
��a� � �� ��b� � � et ���a� b�� � �� �� Pour n assez grand� �a� b� � ��	 ��n�� 	 ��n��� et alors
�����n	��a� b�� 
 �����n	���	  ��n�� 	  ��n��� 
 � � �� Mais la convergence �etroite assure que
�����n	��a� b�� � ���a� b��� Donc ���a� b�� 
 �� �� ce qui est absurde�

On peut maintenant prouver le th�eor�eme �enonc�e au d�ebut de cette partie �
Montrons tout d�abord que la suite ��n�n�� est tendue� La suite �

R
R
t�d�n�t��n�� est conver�

gente donc born�ee� disons par M� Par l�in�egalit�e de Markov� �n � N � �n������A�	 �A����� 

M
A� � Ce qui permet de conclure�

Montrons maintenant que toute sous�suite extraite de ��n�n�� convergeant �etroitement a pour
limite �� Supposons donc que ���n	 � �� Exactement de la m�eme fa con que pour le th�eor�eme
d�existence� on obtient que � a des moments de tout ordre� et que

�k � N �

Z
R

tkd���n	�t� �n

Z
R

tkd��t��

Donc � et � ont m�emes moments� c�est��a�dire que � � �� Ce qui ach�eve la preuve�

�



��	 Une premi�ere condition simple d�unicit�e

L�objet de cette partie est d�exposer une condition su�sante simple d�unicit�e dans le pro�
bl�eme de Hamburger� Ce n�est pas une condition n�ecessaire� mais elle permet de statuer dans de
nombreux cas concrets�

Proposition � Soit � une mesure de probabilit�e sur R poss�edant des moments de tout ordre
�k �

R
R
xkd��x� �k � ��� tels que la s�erie

�X
k��

�k
rk

k�

ait un rayon de convergence R � �� Alors � est la seule mesure de probabilit�e ayant pour moments
les �k�

Preuve � L�id�ee de la preuve est assez simple � une mesure de probabilit�e est caract�eris�ee par
sa transform�ee de Fourier� dont les moments sont les d�eriv�ees successives en � ��a un facteur
ik pr�es�� Mais sous les conditions propos�ees� la transform�ee de Fourier est d�etermin�ee par ses
d�eriv�ees successives en ��

Soit donc m une mesure ayant les m�emes moments que �� �m��� �
R
R
ei	xd��x� est d�enie sur

R� Mais si j�j � R

Z
R

cosh��x�dm�x� �

Z
R

�X
k��

��x��k

��k��
dm�x� �

�X
k��

Z
R

��x��k

��k��
dm�x� �

�X
k��

����k��k
��k��

Comme etx � � cosh�tx� �si �t� x� � R
��� on en d�eduit que x ��� exp�i�x� est int�egrable sur

R �par rapport �a m� pour jIm���j � R� On peut donc prolonger �m en une fonction holomorphe
sur fz � C � Im�z� �� � R�R�g� Il en va �evidemment de m�eme pour ��� Ces deux fonctions ont
m�eme d�eveloppement de Taylor en �� Donc elles co"#ncident sur fz � C � Im�z� ���R�R�g� et en
particulier sur R� Ce qui prouve que m � ��

Remarque � ce crit�ere fournit l�unicit�e de la mesure dont les moments sont les

mX
k��

�k�ak�
n

Cette mesure est
mX
k��

�k�ak

Il fournit �egalement l�unicit�e dans le probl�eme de Hausdor� � en e�et� si � est une mesure de
probabilit�e sur �a� b�� c�est �egalement une mesure de probabilit�e sur R� et on a si k � N �

j
Z
�a�b�

xkd��x�j 
 max�jaj� jbj�k

�



� Quelques notions sur les op�erateurs autoadjoint dans

un espace de Hilbert

Nous allons maintenant utiliser la th�eorie des op�erateurs lin�eaires d�un espace de Hilbert
pour d�emontrer des r�esultats sur la nature et l�unicit�e des mesures solutions du probl�eme des
moments� Nous commencerons par pr�esenter quelques g�en�eralit�es sur les op�erateurs et introduire
les mesures spectrales�

��� D�e
nitions

On appelle op�erateur d�un espace de Hilbert H� une application lin�eaire A d�un sous�espace
vectoriel dense dans H� appel�e domaine de A et not�e D�A�� dans H� Si A et B sont deux
op�erateurs de H� on dit que B prolonge A et on note A � B si D�A� � D�B� et �u �
D�A�� Au � Bu� C�est une relation d�ordre sur l�ensemble des op�erateurs de H�

L�espace H�H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire h�u�� u��� �v�� v��i � hu�� v�i�
hu�� v�i� On dit alors que l�op�erateur A est ferm�e si son graphe G�A� � f�u�Au�� u � D�A�g est
un espace de Hilbert pour h� iH�H� c�est �a dire s�il est ferm�e dans H�H� A est dit quasi�ferm�e
si l�adh�erence de G�A� dans H�H est le graphe d�une fonction� Dans ce cas cette fonction est
un op�erateur de H que l�on note A et qui est ferm�e� On l�appelle cl�oture de A�

Si f est une application lin�eaire de D�A� dans C � la densit�e de D�A� dans H implique qu�il
existe au plus un vecteur u de H tel que �v � D�A�� f�v� � hv� ui� Cependant� D�A� n��etant
pas suppos�e complet et f continue� l�existence de u n�est pas assur�ee� Appliqu�e �a f�v� � hAv� ui
ceci introduit la d�enition suivante �

D�e�nition � On note D�A�� l�ensemble des vecteurs u de H tels qu�il existe A�u � H v�eri�ant �
�v � D�A�� hAv� ui � hv� A�ui� On appelle adjoint de A l�application A��

A� n�est pas toujours un op�erateur � D�A�� n�est pas n�ecessairement dense dansH� Le r�esultat
suivant est une condition n�ecessaire et su�sante pour cela�

Proposition 	 D�A�� est dense dans H si et seulement si A est quasi�ferm�e� Dans ce cas
A�� � A�

Preuve � On v�erie facilement que G�A�� � f��Ax� x�� x � D�A�g	� Consid�erons l�op�erateur
de H � H d�eni partout par I�u� v� � ��v� u�� On a I� � �Id et I est isom�etrique� Comme
G�A�� � I�G�A��	� si D�A�� est dense dans H� A� est un op�erateur ferm�e et

G�A��� � I�I�G�A��	�	 � I��G�A��		 � G�A�		 � G�A�

Ainsi G�A� est le graphe d�un op�erateur� donc A est quasi�ferm�e et A�� � A�
R�eciproquement� si D�A�� n�est pas dense dans H� on peut trouver un �el�ement u de H qui lui
est orthogonal� Ainsi ��� u� � I�G�A���	� Donc I�G�A���	 n�est pas le graphe d�une fonction� A
�etant suppos�e quasi�ferm�e� on a H�H � I�G�A���	 G�A�� d�o�u H�H � G�A��	 I�G�A����
D�o�u I�G�A���	 � G�A� est bien le graphe d�une fonction� et donc D�A�� est dense dans H�
Remarque � L�expression du graphe de A� nous montre que A

�
� A� et que si A � B� B� � A��

Corollaire � Si A est quasi�ferm�e� on a A � A�� avec �egalit�e si et seulement si A est ferm�e�

D�e�nition 	 Si pour tous u et v dans D�A�� hAu� vi � hu�Avi� on dit que l�op�erateur A est
sym�etrique� On dit qu�il est auto�adjoint si A � A�� Un op�erateur dont la cl�oture est autoadjoint
est quali��e d�essentiellement autoadjoint�

Si A est sym�etrique� on a A � A�� donc A est quasi�ferm�e�

��



��� Spectre d�un op�erateur

Si A est un op�erateur� on note kerA � fu � D�A�� Au � �g et $�A� � fAu� u � D�A�g
D�e�nition 
 Un vecteur v de H est un vecteur propre de A si c�est un vecteur non nul de
D�A� tel que Av � �v� avec � � C � On dit alors que � est une valeur propre de A� On appelle
sous�espace propre associ�e �a �� l�espace ker�A� ���

Proposition 
 Si A est un op�erateur et � � C � ker�A� � �� � $�A � ��	� Ainsi � est valeur
propre de A� si et seulement si $�A� �� n�est pas dense dans H�

Preuve �

v � ker�A� � �� � �u � D�A�� h�A� � ��v� ui � �

� �u � D�A�� hv� Aui � hv� �ui
� v � $�A� ��	

Proposition � Si A est sym�etrique� alors les valeurs propres de A sont r�eelles et deux vecteurs
de deux sous�espaces propres di��erents� orthogonaux�

Preuve � Cette preuve est classique et identique au cas de la dimension nie�

D�e�nition � On dit qu�un complexe � est une valeur r�eguli�ere de l�op�erateur A si et seulement
si A � � est bijective de D�A� sur H et �A � ���� est un op�erateur continu de H dans D�A��
L�ensemble des valeurs non r�eguli�eres de A est appel�e spectre de A et not�e Spec�A��

La notion de spectre est en fait li�ee �a la r�esolution d��equation du type �A � ��u � v� o�u u
est l�inconnue� C�est pourquoi l�on introduit la notion de r�esolvant�

D�e�nition � Soit � une valeur r�eguli�ere de A� On appelle r�esolvant de A pour � l�op�erateur
continu R� � �A� ���� de H dans D�A��

Proposition � Soient � et � deux valeurs r�eguli�eres de A� Alors R� �R
 � ��� ��R�R
� En
particulier R�R
 � R
R��

Preuve � Il su�t d��ecrire R� � R��A� ��R
 et R
 � R��A� ��R
 et de faire la di��erence�

Dans la suite� nous allons nous restreindre �a l��etude des op�erateurs auto�adjoints�

Th�eor�eme � Le spectre d�un op�erateur auto�adjoint est un ferm�e de R�

Preuve � Montrons d�abord que Spec�A� � R� Soit � � C nR � On a d�ej�a vu que � n�est pas valeur
propre de A� ainsi que �� donc A� � est injectif et $�A� �� � H par la proposition �� Il nous
reste donc �a montrer que $�A� �� � H� Supposons le contraire et posons � � a� ib avec a et
b r�eels� Si u � D�A�� h�A� ��u� �A� ��ui � jj�A� a�ujj� � jbj�jjujj�� d�o�u jjujj 
 �

jbj jj�A� ��ujj�
�A � ���� est donc continu et peut se prolonger �a H entier� Ceci est absurde car A � � �etant
ferm�e� �A� ���� l�est aussi�
Montrons maintenant que Spec�A� est ferm�e � si � � RnSpec�A�� il existe � � � tel que jj�A�
��ujj � �jjujj pour u � D�A�� donc pour � su�sament proche de �� on a jj�A���ujj � �

�
jjujj� Ceci

prouve que �A����� est bien d�enie et continue de $�A��� dans D�A�� Comme pr�ec�edemment
on montre� puisque A� � est ferm�e� que $�A� �� � H� donc � �� Spec�A��

��



��� Fonctions de Nevanlinna

On notera d�esormais H� � fz � C � Im�z� � �g�
D�e�nition � On appelle fonction de Nevanlinna une application analytique f de H� dans lui�
m�eme v�eri�ant la condition de croissance �

M � sup
�
H�

Im���jf���j ��

Il s�agit essentiellement dans cette section de d�emontrer le th�eor�eme de repr�esentation de ces
fonctions �

Th�eor�eme � Soit f une fonction de Nevanlinna� Il existe une mesure �nie � sur R de masse
totale inf�erieure �a M telle que

�� � C � f��� �

Z
R

d��t�

t� �

Preuve � Nous ne donnerons ici qu�un sch�ema de preuve� L�id�ee est d�abord de montrer �en
utilisant le th�eor�eme des r�esidus par exemple�� que pour tout r � � il existe une mesure nie �r
sur R telle que

��� Im� � r� f��� �

Z
R

d�r�t�

t� ir � �

et �r�R� 
M �
On utilise alors la proposition � pour obtenir une mesure � sur R� limite faible d�une sous suite
de ��r�r��� On montre enn que cette mesure convient�

��� Mesures spectrales

D�e�nition � Soit H un espace de Hilbert� On appelle mesure spectrale sur H� la donn�ee d�un
espace mesur�e �X�A� et d�une application � � A�H �� H telle que

� pour toute partie mesurable A� ��A� �� est un projecteur orthogonal de H

� ��X� �� � IdH

� si �An�n
N est une famille d�enombrable d��el�ements disjoints de A� alors les espaces �$��An� ���n
N
sont deux �a deux orthogonaux et ��

S
n
N An� �� �

P
n
N ��An� ���

Si u et v sont deux �el�ements de H� on pose ��A� u� v� � h��A� u�� vi�
Proposition � Si u et v sont dans H� ���� u� v� est une mesure sign�ee sur X et ���� u� u� est
une mesure positive de masse totale inf�erieure �a jjujj�� De plus� si A � A� on a j�j�A� u� v� 
p
��A� u� u�

p
��A� v� v� 
 jjujj�jjvjj�

Preuve � On v�erie facilement �a partir du troisi�eme point de la d�enition� que ���� u� u� est une
mesure� Ensuite si u et v sont dans H� A dans A� on a ��A� u� v� � h��A� u�� vi � hu� ��A� v�i �
��A� v� u�� De plus� ��A� u� u� � jj��A� u�jj� 
 jjujj�� Ainsi ��A� �� �� est une forme sesquilin�eaire
positive� D�o�u on a

��A� u� v� �
�

�

�
��A� u� v� u� v�� ��A� u� v� u� v�

�i��A� u� iv� u� iv� � i��A� u� iv� u� iv�
�

��



Ce qui montre que ���� u� v� est une mesure sign�ee sur �X�A�� Enn la derni�ere in�egalit�e d�ecoule
de l�in�egalit�e de Cauchy�Schwarz appliqu�ee �a la forme sesquilin�eaire positive ��A� �� ���

Soit 	 une application mesurable de X dans C � Si v est tel que 	 � L������ v� v��� on peut
alors d�enir� pour u � H� �v�u� �

R
X
	�t� d��t� u� v�� �v est alors une forme lin�eaire sur H�

Posons D�	� �� � fu � H�
R
X
j	�t�j� d��t� u� u� ��g�

Lemme � L�application �v est une forme lin�eaire continue si et seulement si v � D�	� ���

Preuve � Soit donc v � D�	� ��� Si u � H� alors

j�v�u�j 

�Z

X

j	�t�j�d��t� v� v�
�����Z

d��t� u� u�

����

�

�Z
X

j	�t�j�d��t� v� v�
����

jjujj

On voit que jj�vjj 

�R

X
j	�t�j�d��t� v� v������

R�eciproquement si jj�vjj ��� d�apr�es le th�eor�eme de Riesz il existe w � H tel que �v�u� � hu� wi
pour tout u � H� On a alors jjwjj� � �v�w� �

R
X
	�t� d��t� w� v�� Or on sait que si A � A�

��A�w� v� � h��A� v�� wi �
Z
X

	�t�d��t� ��A� v�� v�

Or� siB � B�R�� ��B� ��A� v�� v� � ��A � B� v� v�

Ainsi ���� w� v� est la mesure de densit�e 	 par rapport �a ���� v� v�� Donc
R
X
j	�t�j�d��t� v� v� �

jjwjj� ��� D�o�u �v est continue si et seulement si v � D� et dans ce cas�

jj�vjj �
�Z

X

j	�t�j�d��t� v� v�
����

Ainsi si v � D�	� ��� le th�eor�eme de Riesz nous dit qu�il existe un unique vecteur de H� not�e
�
R
X
	 d���v v�eriant

�u � H� hu�
�Z

X

	 d�

�
�vi �

Z
X

	�t� d��t� u� v�

L�unicit�e nous prouve que l�application v ��� �
R
X
	 d���v est une application lin�eaire d�enie sur

D�	� ��� En e�et l�ensemble des formes lin�eaires continues �etant un espace vectoriel et v ��� �v
�etant antilin�eaire� D�	� �� est un sous�espace vectoriel de H� On note

R
X
	 d� cette application�

Supposons maintenant que D�	� �� est dense dans H� Soient u et v dans D�	� ��� On a �

hu�
�Z

X

	 d�

�
�vi �

Z
X

	�t�d��t� v� u�

� hv�
Z
X

	d��ui

� h
Z
X

	d��u� vi

Ainsi l�adjoint de
R
X
	 d� co"#ncide avec

R
X
	d� sur D�	� ���

��



��	 Mesure spectrale associ�ee �a un autoadjoint

Le but de cette section est de montrer que si A est un op�erateur autoadjoint� alors il existe
une mesure spectrale telle que A se construise �a partir de cette mesure comme dans la section
pr�ec�edente�

Si A est auto�adjoint� on d�enit une application continue sur le demi�plan complexe sup�e�
rieur par Ru��� � hR�u� ui pour u � H et � � H�� Comme Ru�
	�Ru��	


�� � hR
R�u� ui et que
l�application � ��� R
 est continue sur le demi�plan sup�erieur� on voit que Ru est holomorphe
sur H��
De plus comme �R��

� � R�� �iImRu��� � hR�u� ui � hR�u� ui � �� � ��hR�R�u� ui� donc
�iImRu��� � �iIm���hR�u�R�ui� d�o�u Ru��� � H��
Enn� si � � a � ib avec a r�eel et b � �� jj�A � ��ujj� � jj�A � a�ujj� � b�jjujj�� donc
sup�
H�

Im���jRu���j 
 jjujj�� Ainsi Ru est une fonction de Nevanlinna�

On peut appliquer le r�esultat de la section � et obtenir� pour tout u � H� une mesure posi�
tive �u sur R telle que �u�R� 
 jjujj� et

Ru��� �

Z
R

d�u�t�

t� �

Posons alors� si B est un bor�elien de R et u et v dans H �
��B� u� v� � �



��u�v�B�� �u�v�B�� i�u�iv�B� � i�u�iv�B��

Proposition � Pour tout couple �u� v� de H�� ���� u� v� est une mesure sign�ee sur R� et on a�
pour Im��� � � � Z

R

d��t� u� v�

t� �
� hR�u� vi

Ainsi� l�application H� �� C qui associe ��B� u� v� �a �u� v� est sesquilin�eaire positive continue�

Preuve � En e�et� ���� u� v� est une combinaison lin�eaire de mesures positives nies� et est donc

une mesure sign�ee� Par sesquilin�earit�e de h� i� on a bien hR�u� vi �
R
R

d
�t�u�v	
t�� � Pour prouver la

sesquilin�earit�e de ��B� �� ��� nous aurons besoin du lemme suivant �

Lemme � Si � est une mesure sign�ee sur R� alors

si a � R� ��fag� � lim
��

Im

�
�

Z
R

d��t�

t� �a � i��

�

Si a et b sont dans R� a � b� alors

���a� b�� � ���a� b�� �
�

�
lim
��

Z b

a

�Im

Z
R

d��t�

t� �u� i��
�du

Il est clair que le lemme implique la sesquilin�earit�e de ��B� �� ��� Par ailleurs� ��B� �� �� �etant
positive� on peut lui appliquer l�in�egalit�e de Cauchy�Schwarz� ce qui donne �

j��B� u� v�j 

p
��B� u� u�

p
��B� v� v� 


p
��R� u� u�

p
��R� v� v� 
 jjujj�jjvjj

Il nous reste donc �a d�emontrer le lemme� C�est un simple calcul �

�

Z
R

d��t�

t� �a� i��
� �

Z
R

t� a� i�

�t� a�� � ��
d��t�

�

Z
R

��t� a�

�t� a�� � ��
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La partie imaginaire de cette quantit�e tend vers ��fag� par convergence domin�ee�
Choisissons maintenant a � b �
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D�o�u le r�esultat par convergence domin�ee�

Ainsi il existe� par le th�eor�eme de Riesz� un op�erateur EB continu de H tel que pour tout
couple �u� v� d��el�ements de H� on ait ��B� u� v� � hEBu� vi�
Proposition �� Pour tout bor�elien B� l�op�erateur EB est un op�erateur de projection orthogo�
nale�

Preuve � Soit B un bor�elien de R� Montrons d�abord que EB est hermitien� En e�et pour u et v
dans H� on a hEBu� vi � ��B� u� v� � hEBv� ui � hu�EBvi� De plus montrons que si u et v sont
dans H� ���� EBu� v� est la mesure de densit�e �B par rapport ���� u� v�� Avant cela montrons que
���� R�u� v� est la mesure de densit�e �

t�� par rapport �a ���� u� v�� Si � � H� �

Z
R

�

t� �
d��t� R�u� v� � hR�R�u� vi

� h �
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�R� �R��u� vi
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d��t� u� v�

Ceci �etant vrai pour tout �� le lemme � nous assure l��egalit�e des mesures� On montre de m�eme
que c�est aussi la mesure ���� u� R�v��
Pour d�eterminer ���� EBu� v� il su�t maintenant d��ecrire pour � � H� �

Z
R

�B�t�

t� �
d��t� u� v� � ��B�R�u� v�

� ��B� u�R�v�

� hEBu�R�vi
� hR�EBu� vi

Ici encore cette �egalit�e valant pour tous les �� le r�esultat en d�ecoule� Maintenant comme la
densit�e de ���� EBu� v� par rapport �a ���� u� v� est idempotente� hE�

Bu� vi � hEBu� vi pour tous
u et v� Donc EB est un projecteur� Comme on a d�ej�a vu son hermiticit�e� c�est un projecteur
orthogonal�

Soit �Bn� une suite de bor�eliens disjoints� Les projecteurs EBn commutent alors deux �a deux
et si n �� m� EBnEBm � �� ce qui montre que les espaces $�EBn� sont deux �a deux orthognaux
et comme �SBn �

P
�Bn� on a ESBn �

P
EBn � On v�erie �egalement que ER � Id� On a donc

��



construit une mesure spectrale � sur R� Il reste �a voir que l�on peut bien r�ecup�erer A �a partir
de �� Si u � D�A�� v � H et � � H�� on peut �ecrire u � �A� ����w et alors

Z
R

�t� ��d��t� u� v� �

Z
R

d��t� w� v� � hw� vi � h�A� ��u� vi

Donc A �
R
R
t d��

On peut enn �enoncer le th�eor�eme annonc�e �

Th�eor�eme � Si A est un op�erateur autoadjoint de H � il existe une mesure spectrale � sur R

telle que D � D�A� et
R
R
td��u � Au pour u � D�A�� De plus A commute avec tous les EB�

Preuve � Il reste seulement �a prouver l��egalit�e D � D�A�� Comme
R
R
t�d��t� u� u� � jjAujj� pour

u � D�A�� on a bien D�A� � D et comme
R
R
t d� est une extension sym�etrique de A qui est

autoadjoint� D � D�A�� La commutativit�e de A et des EB est une simple v�erication formelle�

D�e�nition �� Si A est un op�erateur autoadjoint et % une application de R dans R mesurable et
born�ee� � la mesure spectrale associ�ee �a A� on pose %�A� �

R
R
	 d�� C�est un op�erateur continu

d�e�ni sur H�

Proposition �� Si � est une valeur propre de A et % � �f�g� l�op�erateur 	�A� est la projection
orthogonale sur ker�A� ���

Preuve � On a %�A� � Ef�g� donc %�A� est un projecteur� Cherchons son image � Ef�gu � u
si et seulement si

R
R
�f�gd��t� u� u� �

R
R
d��t� u� u� c�est �a dire si et seulement si ��R� u� u� �

��f�g� u� u�� Ceci nous donne hu�Aui � �jjujj� et jjAujj� � ��jjujj� d�o�u Au � �u� Ainsi %�A�
est la projection orthogonale sur ker�A� ���

Nous allons maintenant voir comment toutes ces g�en�eralit�es s�appliquent au probl�eme des
moments�

� Retour au probl�eme des moments

��� Classi
cation de Von Neumann

Nous noterons d�esormais� si P et Q sont deux polyn�omes de C �X�� hP�Qi � S�PQ�� L�id�ee
est maintenant de consid�erer le compl�et�e H de C �X� pour la norme induite par h� i� Il est natu�
rellement muni d�une structure d�espace de Hilbert� On note A l�op�erateur lin�eaire de H d�eni
sur C �X� par A�P � XP � A est sym�etrique et pour tout n � N � �n � hAn�� �i� L�existence d�une
mesure spectrale repr�esentant A nous donnerait alors une solution au probl�eme� Tout ceci nous
invite �a chercher une extension autoadjointe de A� C�est ce que nous allons faire� en classiant
les extensions sym�etriques de A�

Revenons �a un espace de Hilbert H quelconque et �a un op�erateur sym�etrique ferm�e A quel�
conque de cet espace� On cherche en fait les extensions de A qui sont sym�etriques� Si B est une
telle extension de A� on a n�ecessairement A � B � B� � A�� On se ram�ene donc �a chercher B
parmi les restrictions de A� �a un sous espace D�B� de D�A�� contenant D�A�� �Etudions l�espace
D�A��� Muni du produit scalaire� h	� �iA� � h	� �i � hA�	�A��i� c�est un espace de Hilbert

�	



car A� est ferm�e� Posons K� � ker�A� � i� et K� � ker�A� � i� et d�� d� leurs dimensions
respectives�

Proposition �� On a D�A�� � D�A� �	 K� �	 K� 
l�orthogonalit�e �etant prise au sens de
h�� �iA��
Preuve � En e�et� soit u � D�A��� A �etant ferm�e� $�A � i� est ferm�e �c�est une simple v�eri�
cation�� Donc d�apr�es la proposition � � H � ker�A� � i� � $�A � i�� On peut alors �ecrire
�A� � i�u � �iv � �A � i�w o�u A�v � iv et w � D�A�� D�o�u �A� � i��u � w � v� � �� Ainsi
D�A�� � D�A� � K� �K�� Enn si u � K� et v � K�� hu� vi � h�iA�u� iA�vi � �hA�u�A�vi�
donc K� �A� K�� On montre de m�eme que D�A� �A� K� et donc que la somme est directe�

Si B est une extension sym�etrique de A� on peut �ecrire D�B� � D�A��	N o�u N � K��K��
B est alors sym�etrique si et seulement si la restriction de A� �a N est sym�etrique� En e�et� si
	 � 	� � 	� et � � �� � �� avec 	� et �� dans D�A� et 	� et �� dans N � on a

h	� � 	�� A
���� � ���i � hA��	� � 	��� �� � ��i � h	�� A

���i � hA�	�� ��i
Si l�on pose D�B�� � D�A� �N � avec N � � K� �K�� les �el�ements de N � sont alors exactement
ceux de J�N�	 o�u J est l�op�erateur de K� � K� d�eni par J�	� �� � �	���� �l�orthogonal est
ici pris pour le produit scalaire d�eni sur D�A����
Enn on a K��B� � K� � J�N�	 � K� �N	� car pour 	 � K�� on a J	 � �	�

Regroupons tous ces r�esultats �

Proposition �� Soit B une extension sym�etrique de A� Alors on a D�B� � D�A� � N o�u N
est un sous�espace de K� � K�� D�B�� � D�A�� J�N�	 et K��B� � K� �N	�

D�e�nition �� Soient E et F deux espaces de Hilbert� On appelle isom�etrie partielle de E dans
F � la donn�ee d�un op�erateur U d�e�ni sur E et la donn�ee d�un sous�espace ferm�e U de E et d�un
sous�espace ferm�e V de F � tels que U soit unitaire de U dans V et nulle sur l�orthogonal de U �
On en d�eduit maintenant le th�eor�eme de classication des extensions sym�etriques �

Th�eor�eme � Si A est un op�erateur ferm�e d�un espace de Hilbert H� les extensions sym�etriques
de A sont en correspondance bijective avec les isom�etries partielles de K� dans K��
Si B correspond �a U unitaire de U� dans U�� alors D�B� � D�A� � f	 � U	� 	 � U�g et
K��B� � K� � U	� 
l�orthogonalit�e est cette fois�ci consid�er�ee au sens classique dans H��

Preuve � En e�et si B est une extension sym�etrique de A� alors d�apr�es la proposition� D�B� �
D�A� � N � Si 	 � 	� � 	� � N � on a h	�A�	i � hA�	� 	i � �i�jj	�jj� � jj	�jj�� � �� donc
jj	�jj � jj	�jj� De plus si 	��	� et 	��	�� sont tous deux dans N � alors 	��	�� y est aussi� donc
jj	� � 	��jj � � et 	� � 	��� Ainsi N est bien le graphe d�une isom�etrie partielle U d�enie sur U�

de K� dans K� et N � f	�U	� 	 � U�g� R�eciproquement� il est facile de voir qu�une isom�etrie
partielle d�enit bien de cette fa con une extension sym�etrique de A� Enn pour d�eterminer K��B��
on voit que 	 � K� est dans l�orthogonal de N si et seulement si il est dans celui de U�� mais
alors la condition d�orthogonalit�e co"#ncide avec celle de H�

Corollaire � Soit A un op�erateur ferm�e sym�etrique� A poss�ede des extensions autoadjointes
si et seulement si d� � d� et ses extensions autoadjointes sont en correspondance bijective
avec les op�erateurs unitaires de K� dans K�� En particulier� un op�erateur sym�etrique A est
essentiellement autoadjoint si et seulement si d� � d� � � ce qui est encore �equivalent �a ce qu�il
poss�ede une unique extension autoadjointe�

�




Preuve � Comme D�A�� � D�A� � K� � K�� un op�erateur sym�etrique ferm�e est autoadjoint
si et seulement si d� � d� � �� donc une extension sym�etrique B de A est autoadjointe si et
seulement si U	� � K� � U	� � K� � f�g� c�est �a dire si et seulement si U� � K� et U� � K��
Il su�t enn de remarquer qu�un op�erateur ferm�e sym�etrique non autoadjoint poss�ede plusieurs
extensions autoadjointes �s�il en poss�ede��

Enn nous nirons par un r�esultat sur les op�erateurs muni de certaines sym�etries qui nous
sera utile dans l�application au probl�eme des moments�

D�e�nition �� On appelle conjugaison d�un espace de Hilbert H une application anti�lin�eaire�
isom�etrique� C de H dans lui�m�eme v�eri�ant C� � Id� Un op�erateur A est dit r�eel pour une
conjugaison C si C stabilise D�A� et AC � CA�

Proposition �	 Soit C une conjugaison� Alors tout op�erateur sym�etrique r�eel poss�ede des ex�
tensions autoadjointes�

Preuve � En e�et si 	 � K�� AC	 � CA	 � �iC	� donc C	 � K�� R�eciproquement CK� � K��
Ainsi C est une application anti�unitaire de K� dans K�� D�o�u d� � d��

��� Solutions de Von Neumann

On reprend d�esormais pour H l�espace de Hilbert compl�et�e de C �X�� La famille �Pn� d�enie
en section ��� forme une base hilbertienne de H� Ainsi H s�identie �a l�espace l��N� et on peut
le munir naturellement d�une conjugaison �an� ��� �an�� L�op�erateur A est alors r�eel pour cette
conjugaison� Il poss�ede donc des extensions autoadjointes� ce qui au passage nous donne une
autre preuve de l�existence de solutions� Ces solutions joueront un grand r�ole dans la suite�

D�e�nition �� Une solution au probl�eme de moments ��n� associ�ee �a un op�erateur autoadjoint
prolongeant A est appel�ee une solution de Von Neumann�

Pour l�instant nous avons uniquement montr�e qu�il existait toujours des solutions de Von
Neumann sous l�hypoth�ese que la suite de moments est d�enie positive� Cependant nous verrons
dans la suite qu�il peut exister des solutions qui ne sont pas de Von Neumann� Avant cela �etudions
plus en d�etail l�op�erateur A pour classier toutes les solutions de Von Neumann du probl�eme�
Commen cons par chercher l�adjoint de A�

Rappelons que les polyn�omes �Pn� et �Qn� v�erient la relation de r�ecurrence � bnyn�� �
anyn � bn��yn�� � Xyn� D�enissons alors un op�erateur F de l�espace des suites complexes
H�� � l��N 	 f��g� dans l��N� par F�u�n � bnun�� � anun � bn��un�� �avec la convention
b�� � ��� On peut alors indentier H �a l�hyperplan de H�� d��equation u�� � �� Montrons
que dans ce cas� une suite �un�n�� est dans D�A�� si et seulement si elle est dans l� ainsi que
F  j�u� �o�u j est l�injection de H dans H�� d�enie ci�dessus�� et que dans ce cas A� agit comme
F  j� En e�et� supposons qu�il existe deux suites u et v dans l� telles que pour toute suite �
nie w� on ait hu�Awi � hv� wi� Ceci donne bnun���anun�bn��un�� � vn� c�est �a dire v � F ju�

Remarquons qu�une solution u de l��equation A�u � zu v�erie une condition de r�ecurrence �
bnun�� � �an � z�un � bn��un�� � �� donc est enti�erement d�etermin�ee par le couple �u��� u���
Mais comme u�� � � si u � H� on voit que dimker�A� � z� 
 � pour tout z � C � En particulier

��



d� 
 �� On obtient aussi le fait que si u � ker�A� � z�� on a u � � si et seulement si u� � ��
Fixons ceci dans un lemme pour la suite �

Lemme � Si z � C � ker�A� � z� est de dimension inf�erieure �a �� Si sa dimension est �� l�ap�
plication

ker�A� � z� �� C

u ��� u�

est un isomorphisme�

Il est peut��etre bon �a ce stade d��etudier �a quelle condition deux �el�ements de H�� v�erient
l�identit�e hFu� vi � hu�Fvi �condition importante pour d�eterminer les extensions autoadjointes
de A�� Ceci se traduit par �

X
n��

bnun��vn � bn��un��vn � bn��unvn�� � bn��unvn�� � �

C�est �a dire
lim
n��

Wn�u� v� � �

o�u Wn est un �wronskien� de u et v � Wn�u� v� � bn�un��vn � unvn����

�Etudions plus en d�etail le cas o�u d� � � �
Dans ce cas� l�op�erateur A est essentiellement autoadjoint et a donc une unique extension

autoadjointe� et il y a une unique solution de Von Neumann au probl�eme des moments� Ceci ne
nous dit pas qu�il ne peut pas y avoir d�autres solutions qui ne seraient pas de Von Neumann�
cependant il est assez satisfaisant que ce soit le cas � il y a unicit�e du probl�eme des moments�
En e�et� dans ce cas� A est autoadjoint� donc si � � H�� �A � ��D�A� est dense dans H� et il
en est de m�eme de �A � ��C �X�� Ainsi on peut trouver une suite de polyn�ome �Rn� telle que
jj�� �X � ��Rnjj � �� c�est �a dire� si � est une solution quelconque du probl�eme �

Z
R

j�� �t� ��Rn�t�j�d�� �

d�o�u

Z
R

j �

t� �
�Rnj�d�� �

et donc

Z
R

�

t� �
d� � lim

n��

Z
R

Rnd�

Or comme Rn est un polyn�ome�
R
R
Rnd� ne d�epend pas de � mais uniquement des �n� Comme

� est caract�eris�ee de fa con unique par ses valeurs sur les t ��� �
t�� d�apr�es le lemme �� � est

enti�erement caract�eris�ee par les �n et il y a donc unicit�e�

�Etudions maintenant le cas o�u A est non essentiellement autoadjoint� c�est �a dire d� � ��

Lemme 	 Sous ces hypoth�eses� pour tout z �� R� dimker�A� � z� � ��

Preuve � On a �A�Re�z��� � A� �Re�z�� ainsi l�op�erateur �
Im�z	

�A�Re�z�� n�est pas essentiel�

lement autoadjoint� mais poss�ede une extension autoadjointe donn�ee par �
Im�z	

�B�Re�z�� o�u B

est une extension autoadjointe de A� Ainsi dimker� �
Im�z	

�A� � Re�z�� � i� � dimker� �
Im�z	

�A� �

��



Re�z�� � i�� c�est �a dire dimker�A�� z� � dimker�A�� z�� Maintenant si ker�A�� z� � �� alors
$�A� z� serait dense dans H� donc $�A� z� � H et si u � D�A��� �A� � z�u � �A� z�v avec
v � D�A�� D�o�u �A� � z��u� v� � � et u � v� Ainsi D�A�� � D�A�� ce qui est absurde vu que
A n�est pas autoadjoint� donc dimker�A� z� � ��

Lemme 
 Si B et C sont deux extensions autoadjointes de A avec B �� C� alors pour tout
z �� R � Z

R

d�B�t�

t� z
� hP�� �B � z���P�i �� hP�� �C � z���P�i �

Z
R

d�C�t�

t� z

Preuve � Comme ker�A� � z� �� �� il existe u �� � dans ker�A� � z�� Ainsi u� � hP�� ui �� � et
P� �� $�A� z� � ker�A� � z�	� Donc �B � z���P� et �C � z���P� ne sont pas dans D�A�� S�ils
�etaient �egaux� comme D�B��D�A� et D�C��D�A� sont de dimension �� on aurait D�B� � D�C�
et B � C� Et comme �B � z���P� � �C � z���P� � ker�A� � z� et est non nul on a le r�esultat
annonc�e par application du lemme ��

On peut maintenant annoncer notre premier th�eor�eme d�unicit�e �

Th�eor�eme �� Soit ��n�n
N une suite de moments d�e�nie positive� Le probl�eme des moments
associ�e a une unique solution si et seulement si l�op�erateur A associ�e est essentiellement autoad�
joint�

��� Crit�eres d�unicit�e

Nous allons �etudier dans cette section des crit�eres d�unicit�e plus e�ectifs que celui de la sec�
tion pr�ec�edente�

Introduisons quelques notations� Pour tout z � C � on note ��z� la suite �Pn�z��n
N � On sait
que cette suite v�erie une relation de r�ecurrence lin�eaire bn�n���z���an�z��n�z��bn���n���z� �
� avec les conditions initiales ����� ��� � ��� ��� Ainsi d� � � si et seulement si ��i� est dans l��
On note �egalement ��z� la suite �Qn�z��n��� Elle v�erie la m�eme relation de r�ecurrence lin�eaire�
mais avec les conditions initiales ����� ��� � ���� ��� Rappelons que� pour z � C �

Qn�z� � SX
�
Pn�X�� Pn�z�

X � z

�

Soit � une solution du probl�eme� On pose G
�z� �
R
R

�
t�zd��t� pour z � H�� On sait que �

est enti�erement d�etermin�ee par G
 d�apr�es le lemme ��

Th�eor�eme �� On a

h �

�x� z�
� Pn�x�iL��
	 � Qn�z� �G
�z�Pn�z�

et donc
��X
n��

jQn�z� �G
�z�Pn�z�j� 
 ImG
�z�

Imz

Si � est une solution de Von Neumann alors il y a �egalit�e�

Preuve � La premi�ere �egalit�e r�esulte de Qn�z� �
R
R

Pn�t	�Pn�z	
t�z d��t�� la seconde de l�in�egalit�e de

Bessel et de Z
R

�

jt� zj�d��t� �
�

z � z

Z
R

� �

t� z
� �

t� z

�
d��t�

��



Enn la derni�ere a�rmation d�ecoule du fait que si � est une solution de Von Neumann� l�espace
des polyn�omes est dense dans H qui s�identie alors �a L����� Ainsi la famille �Pn� est une base
hilbertienne de L���� et l��egalit�e est une cons�equence de l��egalit�e de Parseval�

Nous allons maintenant d�eduire de ce r�esultat un nouveau crit�ere d�unicit�e ainsi qu�une vision
g�eom�etrique des di��erentes solutions�

Th�eor�eme �� Soit z � C nR � Les conditions suivantes sont �equivalentes �
� 
i� A n�est pas essentiellement autoadjoint

� 
ii� la suite ��z� est dans l�

� 
iii� la suite ��z� est dans l�

� 
iv� ��z� et ��z� sont toutes deux dans l�

De plus si une de ces conditions est v�eri��ee� il existe un disque ferm�e D�z� contenu dans le m�eme
demi�plan que z tel que si � est une solution du probl�eme des moments� G
�z� soit dans D�z�
et si � est une solution de Von Neumann� on a de plus G
�z� � �D�z�� En outre tout point de
ce disque est un G
�z� pour � une solution du probl�eme� Ainsi on a unicit�e au probl�eme si et
seulement ce disque est r�eduit �a un point�

Preuve � Si A est essentiellement autoadjoint� alors A � A� et ker�A�� z� � �� R�eciproquement�
on a vu que si A n�est pas essentiellement autoadjoint� dimker�A�� z� � �� Comme ker�A�� z�
est r�eduit �a � si et seulement si ��z� n�est pas dans l�� on a bien l��equivalence entre �i� et �ii��
Posons � � G
�z�� L��equivalence entre �ii�� �iii� et �iv� vient du fait que ��z�� ���z� est toujours
dans l��
Supposons maintenant une de ces conditions r�ealis�ee� En d�eveloppant l�in�egalit�e du th�eor�eme
pr�ec�edent� on arrive �a aj�j� � b� � b� � c 
 � o�u a � jj��z�jj�� b � h��z�� ��z�i � i

�Imz
et

c � jj��z�jj�� Il s�agit de l��equation d�un disque� non vide puisqu�il existe des solutions au probl�eme
des moments� De plus� les solutions de Von Neumann donnant une �egalit�e� les � correspondant
�a ces solutions sont situ�es sur le bord du disque� Comme on a vu qu�il existait au moins deux
solutions de Von Neumann di��erentes� le rayon de ce disque est strictement positif�
Soient u et v des bases de K� et K�� Les extensions autoadjointes B de A �donc les solutions de
Von Neumann� sont param�etr�ees par les points � tels que u��v soit une base de D�B�� Ainsi on
a une application du cercle dans �D�z� d�enie par � ��� G
�z� o�u � est la mesure associ�ee �a B��
Montrons que cette application est continue � en posant �B� � z���P� � w � tu o�u w � D�A� et
t � C � on a n�ecessairement �B�� z���P� � w� tu� ��z� d�o�u si �B�� z���P� � w�� t��u� �v�
et ��z� � w� � a�u� b�v avec w�� w� � D�A� et a�� b�� t

� � C � on a par identication

w� � w � w�

t� � t� a�

t�� � b�

ce qui montre que l�application � ��� �B� � z���P� est continue�
De plus on a vu que l�application � ��� G
�z� � hP�� �B � z���P�i est injective� Il s�agit d�un
hom�eomorphisme du cercle sur son image �incluse dans un cercle�� elle est donc surjective dans
�D�z� et donc tout point du bord de D�z� correspond �a une solution de Von Neumann� Il nous
reste �a montrer que tout point du disque correspond �a une solution du probl�eme des moments� or
si � et �� sont deux mesures solutions� ���������� l�est aussi pour tout � � ��� ��� Ainsi les points

��



de toutes les cordes du disque correspondent �a des solutions et comme tous les points du cercle
correspondent �a des solutions de Von Neumann� on en conclut que l�application � ��� G
�z� est
surjective dans D�z��

��� Solutions de �F � z�u � � quand z � C

Nous allons exprimer les solutions de �F � z�u � � en fonction de celles de �F � z��u � �� o�u
z� est un nombre complexe x�e� Soit �un� une solution de l��equation �F � z�u � �� On cherche
�a l��ecrire sous la forme�

un��

un

�
� �n

�
Pn���z��
Pn�z��

�
� �n

�
Qn���z��
Qn�z��

�

Ceci est bien possible car on a Wn���z�� ��z�� � ��� ce qui r�esulte d�un r�esultat plus g�en�eral que
voici �qui r�esulte d�un calcul facile� �

Lemme � Si z et z� sont dans C � on aWn�����z�� ��z
��� � Wn�����z�� ��z�����z��z��n�z��n�z��

Ainsi
�n � bn�Qn���z��un �Qn�z��un���� �n � bn�un��Pn�z��� unPn���z���

Et du lemme� on obtient les formules de r�ecurrence suivantes �

�n � �n�� � �z � z��unQn�z��

� �n�� � �z � z��Qn�z����n��Pn�z�� � �n��Qn�z��

�n � �n�� � �z � z��Pn�z����n��Pn�z�� � �n��Qn�z���

D�o�u �
�n
�n

�
� �� � �z � z��Sn�z���

�
�n��
�n��

�

o�u

Sn�z�� �

�
Qn�z��Pn�z�� Qn�z��

�

�Pn�z��� �Pn�z��Qn�z��

�
�

�
Qn�z��
�Pn�z��

�
� Pn�z�� Qn�z�� �

Cette matrice est de trace et de d�eterminant nuls� De plus� on a
P

n�� jjSn�z��jj � � pour
une norme d�alg�ebre quelconque si ��z�� et ��z�� sont dans l� �comme toutes les normes sont
�equivalentes il su�t de le v�erier pour une norme� par exemple pour la norme d�alg�ebre induite
par jj�jj��� Nous pouvons maintenant d�emontrer le th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme �� Soit ��n� une famille de moments pour laquelle il existe une solution au probl�eme
des moments� et soit A l�op�erateur associ�e� S�il existe z� � C tel que ��z�� et ��z�� soient dans
l� 
et donc toutes les solutions de Fu � z�u�� alors pour tout z � C les solutions de Fu � zu
sont dans l� et les applications z ��� ��z� et z ��� ��z� sont analytiques�

Preuve � Si on pose Tn�z� z�� � �� � �z � z��Sn�z�������� � �z � z��S��z���� on a

jjTn�z� z��jj 

nY
i��

�� � jjSijj� 
 exp�
nX
i��

jjSnjj�

d�o�u
sup
n��

jjTn�z� z��jj 
 exp�jz � z�j
X
n��

jjSn�z��jj� ��

��



Ainsi si u est une soution de conditions initiales

�
���
���

�
� on a supn jj

�
�n
�n

�
jj uniform�ement

born�e en n par une constante C� Alors junj� 
 C��Pn�z��
� �Qn�z��

��� Donc u est dans l�� Enn
l�analycit�e de ��z� et ��z� d�ecoule de celle des Tn�z� z���

L�in�egalit�e
P

n jjSnjj �� implique �egalement que la suite �Tn�z� z��� converge uniform�ement
sur tout compact vers un op�erateur T��z� z��� Ainsi la fonction z ��� T��z� z�� est analytique�

Proposition �
 Si le probl�eme des moments est ind�etermin�e� alors les extensions autoadjointes
de A peuvent �etre classi��ees par R	f�g de la fa�con suivante � D�Bt� � D�A�� C �t����� �����
et D�B�� � D�A� � C �����

Preuve � Montrons d�abord que si u �� D�A� est tel que hA�u� ui � hu�A�ui� alors la restriction de
A� �a D�A��C u est autoadjointe� Ceci r�esulte de dimD�A���D�A� � �� Comme pour tout t � R�
A��t��z� � ��z�� � P�� on a bien les deux hypoth�eses� R�eciproquement si B est une extension
autoadjointe D�B��D�A� est de dimension �� Soit ker�B� est non nul et D�B� � D�A� � C ����
et B � B�� soit ker�B� � � et alors $�B� � H� On choisit u dans D�B� tel que A�u � P��
alors u �� D�A�� et posons t � hu� ����i� Alors A��u � �t���� � ������ � � donc appartient �a
kerA�� Cependant comme hu � �t���� � ������ P�i � �� on a u � t���� � ���� par le lemme ��
Ainsi toute extension autadjointe de A est de la forme pr�ec�edente� On obtient ainsi une autre
param�etrisation par le cercle des solutions de Von Neumann�

Th�eor�eme �	 Si z � C nR et t � R 	 f�g� on a

hP�� �Bt � z���P�i � �D�z�t� B�z�

C�z�t � A�z�

o�u

T��z� �

�
A�z� B�z�
C�z� D�z�

�

et les fonctions A� B� C et D sont enti�eres�

Preuve � Un �el�ement u solution de �A� � z�u � � est dans D�Bt� si et seulement si

lim
n��

Wn�u� t���� � ����� � �

ce qui se traduit par ��n��nt� �� Si l�on pose

�
��
��

�
� T��z�

�
���
���

�
� la condition devient

�� � t��� De plus remarquons que comme les matrices Sn sont nilpotentes� det�Tn�z�� � � et
par continuit�e� det�T��z�� � �� Donc T��z� est inversible� on peut poser

�
���
���

�
� T��z���

�
t
�

�

Soit alors u l��el�ement de H�� solution de �F � z�u � � de conditions initiales �u��� u�� �
������ ����� Alors d�apr�es ce qui pr�ec�ede� u � D�Bt�� et �A� � z�u � �u��P� �en oubliant le
terme d�indice ��� on peut projeter u dans l��N��� On a donc �

hP�� �Bt � z���P�i � � u�
u��

�
���
���

Ceci nous donne le r�esultat�

��



��	 Solutions de Von Neumann dans le cas ind�etermin�e et densit�e

dans L�

Nous supposerons d�esormais que nous �etudions une suite de moments pour lesquels le pro�
bl�eme des moments est ind�etermin�e�

Th�eor�eme �
 Si � est une solution de Von Neumann 
associ�ee �a Bt�� alors � est port�ee par
les valeurs propres de Bt� De plus si x est valeur propre de Bt� alors x n�est pas valeur propre
de Bt� pour t

� �� t et �t�fxg� � �P
n�� jPn�x	j� 
�t d�esigne la mesure associ�ee �a l�op�erateur Bt��

Preuve � L�application z ��� �D�z	t�B�z	
C�z	t�A�z	 est m�eromorphe sur C et prend des valeurs r�eelles sur

R� Ainsi � est port�ee par les p�oles de cette fonction qui correspondent aux valeurs propres de
Bt� De plus si x est valeur propre de Bt� on a vu que cette valeur propre est simple� Soit u le
vecteur propre associ�e� L�op�erateur �fxg�Bt� est la projection orthgonale sur u� D�o�u

�t�fxg� � hP�� �fxg�Bt�P�i � hP�� ui�

En normalisant ��z� on obtient

�t�fxg� �
�P

n�� jPn�z�j�

Nous allons maintenant achever cette partie par une caract�erisation des mesures � solutions
telles que les polyn�omes soient denses dans L�����

Th�eor�eme �� Soit � une solution au probl�eme des moments� Les polyn�omes sont denses dans
L���� si et seulement si � est une solution de Von Neumann�

Preuve � Notons F �z� l�homographie d�enie par la matrice

�
D�z� �B�z�
�C�z� A�z�

�
� Nous avons

vu qu�elle envoie bijectivement R 	 f�g sur le bord du disque D�z�� Donc elle envoie soit le
demi�plan sup�erieur soit le demi plan inf�erieur sur l�int�erieur du disque �on pourrait montrer que
c�est le demi�plan sup�erieur en �etudiant plus pr�ecis�ement A� B� C et D mais ceci n�intervient
pas vraiment�� Notons & le demi plan envoy�e sur l�int�erieur du disque� Si � est une solution
au probl�eme des moments� la fonction F �z����G
�z�� est holomorphe de H� dans &� Par le
th�eor�eme de l�application ouverte� son image est soit un singleton soit un ouvert de &� Ainsi
si � n�est pas une solution de Von Neumann� son image n�intersecte pas R 	 f�g �sinon elle
serait constante �egale �a t et alors G
 � G
t d�o�u � � �t�� Ceci implique que pour tout z � H��
G
�z� est dans l�int�erieur de D�z�� Ainsi l��egalit�e de Parseval n�est pas v�eri�ee et donc �

t�z n�est
pas dans l�adh�erence des polyn�omes pour tout z � H�� On a d�ej�a montr�e pr�ec�edemment la
r�eciproque�

��



� Quelques exemples

Nous pr�esentons ici quelques exemples de suites qui sont ou non des suites de moments� Nous
supposons toujours que �� � ��

��� La suite �n � �

Le crit�ere simple assure que s�il y a une solution� elle est unique�
Cette suite n�est pas d�enie positive �D� � ��� La seule possibilit�e est donc que la mesure

correspondante soit une somme nie de mesures de Dirac� Le probl�eme revient donc �a chercher
s�il existe m � N � ��k�k�����m � �R��m tels que

Pm
k�� �k � � et �ak�k�����m � �R�m tels que

�n � N
� �

mX
k��

�k�ak�
n � ��

Par exemple en regardant la comportement �a l�inni� on voit que la seule possibilit�e est

� � ��� ���� � ���

�ce qui impose � 
 � pour que cette mesure soit une mesure de probabilit�es��

��� La suite �n �
�

n��

Une solution est la mesure uniforme sur ��� ��
Le crit�ere simple assure encore une fois l�unicit�e de cette solution�

��� La suite �n � n�

Une solution est la loi exponentielle� de densit�e exp��x��R��x� par rapport �a la mesure de
Lebesgue� En e�et� Z

R�

une�udu � '�n� �� � n�

Le crit�ere simple assure encore une fois l�unicit�e de cette solution�

��� La loi gaussienne

Consid�erons la loi N ��� ��� de densit�e

�p
��

exp��x
�

�
�

par rapport �a la mesure de Lebesgue� et calculons ses moments� Cette mesure �etant sym�etrique�
�n � � si n est impair� Et si n � �k �

�n �

Z
R

u�k
�p
��

exp��u
�

�
�du �

�

�
p
��

Z
R�

tk���� exp�� t

�
�dt

�changement de variables t � u��� Donc

�n �
�

�
p
��

�k � �

�
��k � �

�
� � � �

�

�
'�

�

�
� �

�k � �
�
��k � �

�
� � � � �

�p
�

�
n�

�n�����n����
�

Le crit�ere simple assure l�unicit�e�

��



��	 Un exemple de non�unicit�e

Voici un exemple de non unicit�e pour le probl�eme des moments� exemple d�u �a Stieljes�
Consid�erons la loi �log�normale�� c�est �a dire la loi de exp�N� quand N suit la loi normale

N ��� ��� de densit�e f�t� � �p
��

�
t
exp�� �ln t	�

�
��������t�� Le changement de variable x � ln�t� � k

nous donne �
Z �

�

tk sin��� ln�t��f�t� dt �
�p
��

exp�
k�

�
�

Z
R

exp��x
�

�
� sin���x� dx � �

Ainsi les mesures de densit�es f�t��� � � sin��� ln�t��� pour � ��� �� �� ont les m�emes moments�
Ces moments sont �

�k �
�p
��

exp�
k�

�
�

Z
R

exp��x
�

�
� dx

� exp�
k�

�
�

Au passage� remarquons que ces mesures sont di�uses� Ce ne sont donc pas des solutions de Von
Neumann� Ainsi l�espace des polyn�omes n�est pas dense dans L� pour ces mesures�
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