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Le texte qui suit a pour but premier de comparer la topologie (algébrique) et la géométrie
algébrique, c’est-a-dire de mettre en évidence ce qui les rapproche mais aussi ce qui les dis-
tingue. Cette comparaison débouche sur la notion de motif qui permet d’aborder mon théme
de recherche.

1. Comparaison entre la topologie et la géométrie algébrique

1.1. Cas de la topologie. — Par définition, la topologie algébrique a pour objet principal
d’associer & des espaces topologiques des invariants sous forme d’objets algébriques : nombres,
groupes (abéliens), algébres... Le mot « invariant » signifie ici qu’a deux espaces topologiques
homéomorphes doivent correspondre les mémes nombres, des groupes isomorphes...
L’invariant le plus rudimentaire d’un espace topologique est le nombre de ses composantes
connexes (par arcs). Un invariant plus raffiné est donné par le groupe fondamental : si (X, z)
est un espace topologique pointé, I’ensemble des classes d’homotopie de lacets dans (X, x) est
muni d’une structure de groupe, on le note 71 (X, ). Plus précisément, un lacet de (X, x) est
une application continue ~: [0,1] — X envoyant 0 et 1 sur z, deux lacets vy et 4 sont dits
homotopes s’il existe une application continue H: [0,1] x [0,1] — X telle que, si pour tout
t € [0,1], on note Hy: [0,1] — X T'application 7 —— H(t,7), alors pour tout ¢ € [0, 1], Hy
est un lacet de (X,z) et Hy = v, Hy = +'. Autrement dit, on peut déformer v pour obtenir
~" sans toucher aux extrémités de ces chemins. La concaténation des chemins définit une loi
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sur I’ensemble des lacets, qui en fait un groupe une fois que I'on quotiente par la relation
d’homotopie. Il est clair que toute application continue pointée (X,z) — (Y,y) entre espaces
topologiques pointés induit un morphisme de groupes 71 (X,z) — m(Y,y) : on dit que le
groupe fondamental est un foncteur covariant de la catégorie des espaces topologiques pointés
vers celle des groupes. En particulier, deux espaces topologiques pointés isomorphes (c’est-a-
dire que I'on dispose d’un homéomorphisme préservant les points marqués) ont des groupes
fondamentaux isomorphes.

La notion d’homotopie se généralise de la maniére suivante : on dit de deux applications
continues pointées f,g: (X,z) — (Y,y) qu'elles sont homotopes s’il existe une application
continue H: [0,1] x X — Y telle qu’avec les notations précédentes Hy = f, Hy = g et que,
pour tenir compte des points-bases, H(t,xz) = y pour tout ¢ € [0, 1].

Une des vertus du groupe fondamental 7; (et de ensemble 7y des composantes connexes
d’un espace topologique) réside dans l'invariance par homotopie : deux applications continues
pointées homotopes f,g: (X,z) — (Y, y) entre espaces topologiques pointés induisent le méme
morphisme 1 (f) = m1(g): m(X,z) — m (Y, ).

1.1.1. Invariants abéliens. — Nous allons nous intéresser de plus prés aux invariants abéliens
des espaces topologiques, que nous supposerons dorénavant vérifier quelques hypothéses rai-
sonnables (on peut ainsi ne s’intéresser qu’a ces espaces que 1’on appelle CW-complexes), et
nous appellerons simplement « espaces » de tels espaces topologiques. Pour définir correcte-
ment les invariants abéliens, il convient de définir la suspension.

Définition 1.1. — Si X est un espace pointé, on note XX la suspension de X : si x et x sont
respectivement les points-bases de X et de S!, £.X s’obtient a partir de I'espace topologique
X x S! en quotientant par la relation d’équivalence consistant a contracter le sous-ensemble
X x {x}U{z} x S! en un point : le point-base de LX.

On note SY un espace topologique pointé discret ayant deux élements. On remarque que la
sphére S de dimension n est la n-iéme suspension de S°.

Pour simplifier certains énoncés, nous nous limitons aux théories cohomologiques & valeurs
dans la catégorie des Q-espaces vectoriels :

Définition 1.2. — Une théorie cohomologique est un foncteur contravariant H* de la caté-
gorie des espaces topologiques pointés a valeurs dans les Q-vectoriels Z-gradués vérifiant les
axiomes d’Eilenberg-Steenrod :

C1 : Deux applications continues pointées f et g homotopes induisent le méme morphisme
H*(f) = H*(g);
C2 : On dispose d’un isomorphisme fonctoriel H**1(2X) ~ H*(X);
C3 : Pour toute application continue pointée f: X — Y entre espaces, les morphismes
canoniques donnent naissance & une suite exacte d’espaces vectoriels gradués :
H* (cone(f)) 2 B*(Y) L H*(X)

ou cone(f) est I’espace topologique obtenu en quotientant X x [0,1]| |Y | |{*} par la
relation d’équivalence ~ engendrée par X x {0} U {zo} x [0,1] U {yo} ~ *, on zq et yg
sont les points-bases respectifs de X et de Y, et par (z,1) ~ f(x) pour tout z € X ; ny
désigne l'application évidente Y — cone(f);



THEORIE HOMOTOPIQUE DES S-SCHEMAS 3

C4 : Pour toute famille d’espaces pointés (X;);cr, 'application canonique

H*(Vie X;) — HI:I*(Xz’)
i€l
est un isomorphisme o V;c;X; est le bouquet des espaces pointés X; (on prend 'union
disjointe et on identifie tous les points-bases).

L’axiome C1 est I'invariance par homotopie, I’axiome C2 est appelé axiome de suspension.
L’axiome C3 est fondamental, il permet notamment de faire de nombreux calculs explicites.
L’axiome C4 résume seulement une compatibilité évidente de la cohomologie avec les sommes
directes ; c’est un axiome néanmoins crucial pour la démonstration du théoréme de représen-
tabilité de Brown que nous énoncerons plus tard.

On a le théoréme d’unicité suivant :

Théoréme 1.3 (Eilenberg-Steenrod). — Il existe (a isomorphisme unique prés) une uni-
que théorie cohomologique H* sur les espaces pointés telle que l’aziome de dimension suivant
soit verifié :

C5 : ﬁq(SO) =0s1q#0et ﬁO(SO) est muni d’un isomorphisme avec le groupe Q.

La théorie cohomologique en question s’appelle la cohomologie singuliére que 1’on peut
définir en utilisant beaucoup d’autres méthodes, nous reviendrons sur ce constat plus loin.
Les propriétés suivantes de la cohomologie singuliére sont une conséquence assez classique des
axiomes :

Lemme 1.4. — Pour tous entiers n € N et q € Z, I:Iq(S") est nul si ¢ # n et isomorphe
a Q si ¢ = n. Pour toute variété différentiable compacte pointée M, les Q-espaces vectoriels
HY(M) sont de dimension finie pour tout q € Z et nuls pour presque tout q.

Remarque 1.5. — On pourrait évidemment définir la cohomologie singuliére & valeurs dans
un Q-espace vectoriel V' quelconque, non nécessairement de dimension 1, on notera H*(X, V)
de tels groupes de cohomologie.

1.1.2. Ezemple : K-théorie topologique. — Nous allons définir la K-théorie topologique en
utilisant les grassmanniennes. Soient d,r € N. On peut considérer I'espace Vy, = Cdld+r)
que l'on identifie & I'ensemble des applications C-linéaires C* — C%". On peut considérer
louvert Ug, de Vg, formé des applications linéaires injectives de C? dans C4*". Le groupe
GL4(C) agit naturellement a droite sur Vg, wvia I'action sur C%, en laissant stable U,
On note Grq, le quotient Uy, /GL4(C) qui est évidemment muni d’une structure de variété
différentiable. Grg , s’identifie a I'ensemble des sous-espaces vectoriels de C*" de dimension d.
On dispose d’'immersions fermées canoniques Grg, — Grg,41 et Grg, — Griiq, la premiere
consistant & envoyer un sous-espace vectoriel W de C%*" sur son image par l'inclusion évidente

CH — CH7 1 et la seconde consistant a envoyer un tel W sur C @ W grace a l'identification
Cl+d+r — ¢ D Cd+r,

Définition 1.6. — Pour tout entier d € N, on note Grg o la limite inductive des Grg, pour
r € N. Enfin, on note Gro o la limite inductive des Grg o, pour d € N.

On peut faire le méme passage a la limite pour les Uy,. Ainsi, pour tout d € NU {oco}, on
a une action libre de GL4(C) sur Uj .
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Définition 1.7. — Si X est un espace topologique pointé, on note QX D’espace des lacets
de X : c’est I’ensemble des applications continues pointées S' — X muni de la topologie de la
convergence compacte.

Dans une catégorie convenable d’espaces topologiques pointés, €2 est le foncteur adjoint a
droite de .

Lemme 1.8. — Pour tout entier d € NU{oo}, Ug « est contractile. L’espace quotient Gry o, =
Udoo/GL4(C) est ce que l'on appelle un classifiant du groupe topologique GL4(C). On peut
ainst poser

BGL;(C) = Grg e
et on a alors :
Q(BGL(C)) ~ GL(C)

Théoréme 1.9 (Bott). — Il existe une équivalence d’homotopie canonique
B: 7 x BGLu(C) = Q*(Z x BGL4(C))

Définition 1.10. — On pose K,, = Z x BGLy,(C) si n est un entier naturel pair et K,,11 =
Q(ZxBGL(C)) sin est un entier naturel impair. On définit, pour tout n € N, une application
continue pointée o: K,, — QK11 de la facon suivante : si n est pair, c’est 'application de
Bott § et si n est impair, c’est 'identité.

Définition 1.11. — Un spectre E est une suite d’espaces pointés (E,,)neny munis de mor-
phismes d’assemblage o: E,, — QE,,+1 pour tout n € N. On dit que E est un Q-spectre si,
pour tout n € N, o: E,, — QE,,+1 est une équivalence d’homotopie.

Ainsi, K est un spectre, et méme un 2-spectre. Par ailleurs, il existe une maniére naturelle
d’associer un spectre X°°X (souvent noté abusivement X) a un espace pointé X. En effet, on
peut poser X,, = X" X et définir le morphisme d’assemblage 3" X = X,, — QX411 = Qertlx
en prenant le morphisme adjoint de Iidentité de "1 X. On pose alors ¥®°X = X.

Venons-en maintenant & la théorie cohomologique représentée par un spectre.

Définition 1.12. — Soit E un spectre. Pour tout espace pointé X et tout entier n € Z, on
pose E"(X) = [X, colimg>q., Q97 "E,| ou [A, B] désigne 'ensemble des classes d’homotopie
d’applications continues pointées A — B si A et B sont deux espaces pointés. Si X vérifie une
certaine propriété de finitude, on a des isomorphismes canoniques

E"(X) = colimg>o,, [X, Q7 "E,] = colimg>o,, [E97"X, E]

Si X est un espace, on pose X4 = XLI{*} que l'on pointe par , et on définit E"(X) = E"(X,).
On dit que les foncteurs E*(—) forment la théorie cohomologique représentée par le spectre E.

En utilisant les résultats de base de la topologie algébrique, on peut en effet montrer que les
foncteurs ainsi construits forment une théorie cohomologique (& valeurs dans la catégorie des
groupes abéliens). L’avantage des (2-spectres est que dans le systéme inductif qui calcule la
théorie cohomologique associée a un {2-spectre, les fleches sont des isomorphismes ; par ailleurs,
on peut remplacer tout spectre par un {2-spectre représentant la méme théorie cohomologique.
On a de plus le théoréme suivant, appelé théoréme de représentabilité de Brown :
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Théoréme 1.13 (Brown). — Toute théorie cohomologique (i.e. des foncteurs satisfaisant
les aziomes C1, C2, C3 et C4 sus-mentionnés) est isomorphe a la théorie cohomologique
représentée par un spectre.

Définition 1.14. — On définit la K-théorie topologique comme étant la théorie cohomolo-
gique représentée par le spectre K, et on pose

Kn(X) = K™(X)
pour tout n € Z et tout espace X.

Le lemme suivant fait le lien entre cette définition de la K-théorie topologique et le groupe
de Grothendieck des fibrés vectoriels complexes :

Lemme 1.15. — Si X un espace compact, alors Ko(X) s’identifie au groupe de Grothendieck
des fibrés vectoriels complexes sur X, autrement dit, Ko(X) est le groupe abélien symétrisé du
monoide (pour la somme directe) des classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels complezes
sur X.

L’ingrédient technique principal de la démonstration consiste & montrer que sur un espace
compact, tout fibré vectoriel complexe est facteur direct d’un fibré trivial. Le lemme suivant
est une conséquence relativement facile du théoréme de Bott.

Lemme 1.16. — Pour tout entier relatif n, Rn(SO) =0 sin est impair et si n est pair, alors
K, (S°) ~ Z.
Remarque 1.17. — Comme dans cette introduction on s’intéresse surtout aux théories co-

homologiques & coefficients dans la catégorie des Q-espaces vectoriels, on admettra qu’il existe
. . . Vael .
un spectre K ® Q dont la théorie cohomologique associée K (—; Q) soit a valeurs dans la ca-
tégorie des Q-espaces vectoriels et soit telle que pour tout espace pointé X de type fini (par
exemple une variété différentiable compacte & bord), alors K™(X; Q) = K™ (X) ®z Q.
Ainsi, on remarque que la K-théorie topologique ne vérifie certainement pas 'axiome de la
dimension : c’est une théorie cohomologique qui n’est pas « ordinaire ».

Remarque 1.18. — Gréace a la décomposition de Cartan du groupe de Lie GL4(C), on voit
que 'on obtiendrait la méme théorie en considérant I'espace BU, plutot que BGL(C), ou
U, désigne le groupe unitaire et Uy 1a limite inductive de ces groupes topologiques pour les
inclusions évidentes.

1.1.3. Décomposition des théories cohomologiques. —

Définition 1.19. — Un morphisme de spectres E — F est une équivalence stable si le mor-
phisme induit au niveau des théories cohomologiques associées & E et F est un isomorphisme.

Remarque 1.20. — Tl suffit de « tester » les théories cohomologiques sur la sphére S° pour
vérifier que l'on a affaire & une équivalence stable. Comme on néglige ici la torsion, on dit
qu’un morphisme de spectres E — F est une équivalence stable ®Q si, au niveau des théories
cohomologiques représentées par E et F, on obtient un isomorphisme apreés tensorisation avec
Q en les évaluant sur la sphére S°.

Définition 1.21. — On note Sng la catégorie obtenue en inversant formellement les équi-
valences stables ®Q. On I'appelle la catégorie homotopique stable ®Q.
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On peut montrer que Sng est une catégorie triangulée admettant des sommes directes

arbitraires et que si E est un spectre et X un espace pointé de type fini, alors En(X )R Q =
Homggytor (X°° X, E[n]) pour tout n € Z, —[1] désignant le foncteur de décalage.
Q

Théoréme 1.22 (Atiyah-Hirzebruch). — Pour tout spectre E et tout espace pointé X, il
existe un isomorphisme canonique, pour tout n € Z, ou l’on note E la théorie cohomologique
représentée par E :
E"(X) = [[H"*(X,E'(S")
qEZ

Remarque 1.23. — Si on n’avait pas négligé la torsion, on aurait seulement obtenu une
suite spectrale dite d’Atiyah-Hirzebruch. La moralité de ce théoréme est qu’en topologie, a
décalage pres, il existe essentiellement une unique théorie cohomologique a valeurs dans les
@-vectoriels : 1a cohomologie singuliére. De plus, il n’y a pas plus de morphismes entre théories
cohomologiques a coefficients rationnels que ceux que ’on imagine.

En particulier, on a le résultat suivant :

Proposition 1.24. — Pour tout espace pointé X, on a les isomorphismes swivants, pour tout
newr:
Ka(X;Q) = [[ H* (X;Q)
qEZ
1.2. Cas de la géométrie algébrique. — On fixe un corps de base k. En remplagant

la notion d’espace topologique par celle de faisceau d’ensembles simpliciaux sur le site des
schémas lisses sur k pour la topologie de Nisnevich et l'intervalle [0,1] par la droite affine
A', on peut refaire I’essentiel des constructions de la section précédente : c’est la théorie
homotopique des schémas de Fabien Morel et Vladimir Voevodsky (cf. [Voe| et [DEA]).

Essayons d’abord de mettre en évidence les similitudes et les différences entre les deux
théories. La premiére différence est qu’en géométrie algébrique, il existe plusieurs cercles : le
cercle simplicial S! (le méme qu’en topologie) et le cercle de Tate S; = (G,,,1). On peut
montrer que la droite projective (P!, c0) est le smash-produit de ces deux cercles, confirmant
Iintuition selon laquelle P! est une sphére de dimension 2.

Ainsi, a priori, les théories cohomologiques sont Z2-graduées et non seulement Z-graduées.
Quand on tient compte de cette différence, on peut tout & fait suivre pas & pas la construc-
tion de la K-théorie topologique pour construire un spectre représentant la K-théorie algé-
brique (cf. [MV] et [DEA, corollaire 7.20]). Le théoréme de périodicité de Bott se traduit ici
par K, (P! x X) ~ K, (X)®zZ[0(1)]/([0(1)] — 1)? pour tout schéma X de type fini, séparé et
lisse sur k, ce qui est un cas particulier du théoréme du fibré projectif de Quillen (cf. [Qui]).

Par exemple, si £ est un nombre premier différent de ’exposant caractéristique de k, la
cohomologie étale l-adique HE, (X7, Z¢(q)) d'une variété algébrique X sur k est bien une Z-
algeébre bigraduée, on —(1) désigne le twist avec les racines de l'unité d’ordre une puissance
de ¢; par ailleurs, cette théorie cohomologique est représentée par un spectre (cf. [DEA,
théoreme 8.57]).

Une autre différence notable avec la topologie est que la cohomologie d’une variété algébrique
vient avec des structures plus riches qu’en topologie. Ainsi, dans ’exemple de la cohomologie
étale ci-dessus les groupes de cohomologie sont munis d’une action évidente du groupe de
Galois absolu de k. En outre, si k est de caractéristique 0 et muni d’un plongement complexe
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o, alors on peut considérer la théorie cohomologique X —— HP(X(C),;Z). D’apres Deligne
(cf. [Del]), ces groupes de cohomologie sont munis d’une structure de Hodge, pure de poids p
si X est projective et lisse (puisqu’alors X (C), sera une variété kihlérienne compacte).

Par ailleurs, on peut aussi considérer, si k est de caractéristique 0, la cohomologie de de
Rham algébrique X — H"(Xzar; Q% /k). Si k = Q, la cohomologie singuliére & coefficients
rationnels des points complexes et la cohomologie de de Rham algébrique sont deux théories
cohomologiques & valeurs dans la catégorie des Q-vectoriels de dimension finie sur les schémas
de type fini et lisses sur Q, cependant elles ne sont pas isomorphes fonctoriellement, elles ne
le deviennent qu’aprés tensorisation avec C sur Q, en vertu d’un théoréme de comparaison de
Grothendieck qui s’énonce uniquement en termes de géométrie algébrique complexe :

Théoréme 1.25 (Grothendieck, [Grot|). — Soit X un schéma de type fini, lisse et séparé
sur C. Alors, on a un isomorphisme canonique (x : H*(XZM;QB(/(C) = H*(X(C);C) ou le
deuzieme groupe désigne la cohomologie singuliere & coefficients complezes.

Démonstration. — On peut montrer sans difficulté que le morphisme Gx est un morphisme
de théories cohomologiques provenant d’un morphisme de spectres (3: Hf}% — Hg}f{f dans la ca-
tégorie homotopique stable SH(C) de Morel et Voevodsky, analogue en géomeétrie algébrique
de la catégorie homotopique stable SH*P. On sait que dans SH'P, pour vérifier qu’un mor-
phisme entre spectres induit une équivalence au niveau de la théorie cohomologique associée,
il suffit de le tester sur les sphéres; en géométrie algébrique, il faut le faire sur toutes les
variétés lisses sur C, c’est-a-dire ce que dit précisément le théoréme. Néanmoins, grace a la
résolution des singularités de Hironaka et & quelques théorémes fondamentaux de la théorie
homotopique des schémas (triangles distingués de Mayer-Vietoris et de pureté homotopique),
on peut montrer qu’il suffit en fait de le vérifier dans le cas ot X est une variété projective et
lisse sur C, et alors cela résulte du théoreme (GAGA) de Serre sur la cohomologie des faisceaux
cohérents sur une variété projective sur C. U

Remarque 1.26. — Dans sa démonstration originelle, Grothendieck procédait différemment.
Cette méthode a ’avantage de faire découler naturellement ce résultat d’un principe général
interne a la théorie homotopique des schémas disant que la catégorie des objets de présentation
finie de SH(C) est engendrée, en un certain sens, par les variétés projectives lisses sur C, de
méme que la catégorie triangulée des objets de présentation finie de SHYP est engendrée par
s?.

Ainsi, en géométrie algébrique, il existe de nombreuses maniéres de « réaliser » la cohomo-
logie d’une variété algébrique : dans ce contexte, le théoréme 1.22 devrait étre formulé d’une
tout autre maniére pour avoir une chance d’étre vrai. En topologie, on a vu qu’il y avait
une équivalence de catégories SHE?p ~ (Vect@)Z qui provient en fait d’une adjonction entre

SH'P et D(Ab) au niveau « entier » oit D(Ab) désigne la catégorie dérivée de la catégorie
des groupes abéliens, le foncteur SH*P — D(Ab) étant induit par le foncteur qui 4 un espace
topologique pointé associe le complexe calculant son homologie singuliére. La question se pose
donc de savoir ce qui peut remplacer la catégorie des groupes abéliens (ou sa catégorie dérivée)
en géométrie algébrique.
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2. La notion de motif

On fixe toujours un corps k. La notion de motif est originellement due & Alexander Gro-
thendieck : conjecturalement la catégorie des motifs miztes serait une catégorie abélienne dans
laquelle devrait prendre ses valeurs une certaine théorie cohomologique « universelle ». D’une
certaine maniére, cette notion devrait étre le bon analogue des groupes abéliens intervenant
comme coefficients des théories cohomologiques en topologie. Pourvu que I'on considére des
coefficients rationnels, les objets de cette catégorie devraient étre munis d’une filtration par
le poids®) dont les objets gradués devraient s’identifier & des motifs purs pour ’équivalence
numérique tels que définis par Grothendieck.

A Theure actuelle, il existe des définitions inconditionnelles d’une catégorie triangulée
DM(k), au moins si k est un corps parfait, dont on espére qu’elle admet une t-structure(®
motivique dont le coeur serait la catégorie des motifs mixtes sur k, pour laquelle il existe aussi
des candidats si k est un sous-corps de C (Nori).

Une des constructions de DM(k) se trouve dans le livre [VSF|. L’idée de base est de
partir de la catégorie des variétés lisses sur k que l'on a rendu additive en considérant non
pas des morphismes de variétés comme morphismes dans cette nouvelle catégorie, mais des
combinaisons linéaires & coefficients entiers de correspondances (cf. [DEA, chapitre 8] pour
plus de détails sur cette construction).

Considérons les choses d’un point de vue axiomatique. On note M le foncteur qui & une
variété algébrique lisse sur k associe son motif dans DM (k). On note Z (ou Z(0)) le motif du
point i.e. de Speck. On peut définir un autre motif Z(1) comme étant M(P')[—2] ou M est
le foncteur « motif réduit » (analogue de la cohomologie singuliére réduite pour les espaces
pointés). En effet, pour toute théorie cohomologique raisonnable (par exemple, la cohomologie
étale (-adique), la cohomologie de la droite projective est concentrée en degrés 0 et 2, donc si
on enléve la partie de degré 0, il ne reste qu’un groupe de cohomologie en degré 2. Z(1) est
appelé le motif de Tate. Pour tout entier n € N, on pose Z(n) = Z(1)®" oi ® est le produit
tensoriel dans DM(k) : en effet, on exige l'existence d’une formule de Kiinneth se traduisant
par M(X xY) = M(X)®M(Y) pour deux variétés lisses X et Y. Comme Z(1) est censé étre
de « dimension 1 », on peut définir Z(n) = Z(1)®™ méme pour n < 0.

2.1. Cohomologie motivique. — On peut alors définir la cohomologie motivique :

Définition 2.1. — Pour toute variété lisse X sur k, on appelle cohomologie motivique de X
les groupes suivants :

H”(X;Z(q)) = Hompna) (M(X), Z(q)[p])

Certaines conjectures de Beilinson visant a définir la cohomologie motivique ont été établies
(cf. 'introduction de [VSF]) : la cohomologie motivique peut se réaliser comme la cohomologie

(M Dans Particle [GS, Théoreme 3], Gillet et Soulé construisent une filtration « par le poids » sur les groupes
de cohomologie & support compact & coefficients dans un anneau A quelconque d’une variété X sur le corps
des nombres complexes. Cette filtration coincide avec la filtration par le poids étudiée par Deligne dans [Del]
dans le cas A = Q.

() Rappelons qu'une t-structure sur une catégorie triangulée est essentiellement une maniére de « filtrer » les
objets de sorte que les objets « centrés » par rapport a la t-structure, c’est-a-dire les objets du cceur, forment
une catégorie abélienne. L’exemple le plus trivial de ¢-structure est la ¢-structure évidente sur la catégorie
dérivée D(«/) d’une catégorie abélienne «7. Dans cet exemple, le coeur s'identifie & &7 puisqu’il est constitué
des complexes n’ayant de la cohomologie qu’en degré 0.
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Zariski de X a valeurs dans des complexes de faisceaux que ’on peut encore noter Z(q), ce qui
est conforme aux notations de la définition précédente! Il convient donc d’essayer de décrire
les complexes de faisceaux Z(q).

Théoréeme 2.2. — Z(0) s’identifie au faisceau Zariski contant Z et Z(1) est quasi-isomorphe
a G [—1]. De plus, pour q < 0, Z(q) est quasi-isomorphe a 0.

Ainsi, H?(X;Z(0)) est nul pour p # 0 et isomorphe a Z™X) si p = 0; HP(X;Z(1)) =
Ox(X)* sip=1, Pic(X) si p=2 et 0 pour les autres valeurs de p.

Le bon analogue de la proposition 1.24 découlant de la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch
consiste en le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 (Grothendieck-Bloch-Lichtenbaum-Friedlander-Suslin-Levine)
Soit X une variété projective lisse sur un corps (parfait) k, il existe une suite spectrale

EY! = HP (X Z(q)) = Kog—p(X)

ou les différentielles sur E, sont de bidegré (r — 1,2r — 1). De plus, les différentielles de cette
suite spectrale sont de torsion.

2.2. Théorémes de finitude. — Une des difficultés avec la cohomologie motivique réside
dans I’absence de théorémes de finitude généraux. Une conjecture de Bass affirme cependant
que les groupes de K-théorie algébrique des anneaux réguliers de type fini sur Z sont de type
fini. Cette conjecture implique par exemple que si X est une variété lisse sur un corps fini, alors
tous les groupes de cohomologie motivique de X & coefficients rationnels sont de dimension
finie sur QQ grace a la suite spectrale énoncée & la fin du numéro précédent.

On a néanmoins le théoréme suivant qui résulte de travaux de nombreux auteurs (Mor-
dell, Weil, Néron, Severi, Hironaka, Tate, ...) concernant principalement 1’é¢tude des variétés
abéliennes :

Théoréme 2.4. — Soit X un schéma régulier, de type fini sur Z. Alors, pour q € {0,1} et
tout p € Z, le groupe HP(X;7Z(q)) est un groupe abélien de type fini. Plus précisément, Pic(X)
et Ox(X)* sont des groupes abéliens de type fini.

La premiére formulation est légérement abusive, compte tenu du fait que ’on n’a introduit
ici la cohomologie motivique que sur un corps de base. La démonstration de ce théoréme est
relativement difficile : on notera qu’il comporte comme cas particulier le théoréme de finitude
du groupe des classes d’idéaux d’un anneau d’entiers de corps de nombres. Voici un autre
théoréme allant dans cette direction :

Théoréme 2.5 (Quillen). — Soit K un corps de nombres, on note Ok 'anneau des entiers
de K. Alors, pour tout n € N, le groupe de K-théorie algébrique K, (Ok) est de type fini.

Par ailleurs, et c’est techniquement et conceptuellement plus difficile, Borel a calculé les
rangs de tous ces groupes de K-théorie algébrique en fonction du nombre de places réelles et
complexes du corps de nombres envisagé (cf. [Bor| et [DR]). Plus généralement, la conclusion
du théoréme de Quillen est vraie pour un schéma régulier, de type fini sur Z et de dimension
de Krull <1 : les groupes de K-théorie algébrique d’une courbe lisse sur un corps fini sont de
type fini (Harder).
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