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[
Σq−nX,�q

]

9	X �
 �� �
��!�& �� ��
�X+ = X�{�} ��� �'�� ��	�� ��� �& � �� ����	 �n(X) = �̃
n
(X+)�

:� �	 ��� ��
 ���!���
 �̃
�
(−) ������ �� ����	� !��������	��� �����
���� ��� �� 
��!�� ��

5� �	�	
�� ��
 ��
���
 �� ��
� �� �� ������	� ������	���& �� ��� �� �E� ������ ��� ��
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 �	�
	 !��
��	
 ������ ��� ����	� !��������	��� $) ������
 ���
 �� !�����	� ��

������
 ����	��
%� �'������� ��
 Ω(
��!��
 �
 ��� ���
 �� 
2
��� 	���!	� ��	 !��!��� ��
����	� !��������	��� �

�!	�� ) �� Ω(
��!��& ��
 I�!��
 
�� ��
 	
������	
��
 < ��� �	�����
&
�� ��� ������!�� �� 
��!�� ��� �� Ω(
��!�� �����
���� �� �/�� ����	� !��������	����
:� � �� ���
 �� ������� 
�	���& ������ ������� �� �����
����	�	� �� A��B� ,
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��������� �	��� 6 :� ����	 �� �(����	� ������	��� !���� ��� �� ����	� !�������(
�	��� �����
���� ��� �� 
��!�� �& � �� ��
�

�n(X) = �
−n(X)

���� �� n ∈ Z � �� �
��!� X�

�� ����� 
�	��� ��	 �� �	�� ���� !�� ����		�� �� �� �(����	� ������	��� � �� ������
�� D������	�!J ��
 ����
 ��!��	��
 !�����#�
 ,

����� �	��� 6 *� X �� ������ �������" ����� �0(X) ���������� �� ������ �� +����������,
��� ���� ���������� ��������� ��� X" ��������� ���" �0(X) ��� �� ������ ������ �-������� ��
����.�� ����� �� ����� �������� ��� ������� ��������������� �� ���� ���������� ���������
��� X


�'	�����	�� �!��	��� ��	�!	��� �� �� �����
��	�� !��
	
� ) ������ ��� 
�� �� �
��!�
!����!& �� ���� ��!��	�� !�����#� �
 ��!��� �	��! �'�� ���� �	�	��� �� ����� 
�	���
�
 ��� !��
�����!� ����	����� ��!	�� �� ������� �� A��

����� �	��� 6 !��� ���� ������ ������) n" �̃n(90) = 0 �� n ��� ������ �� �� n ��� ����" �����

�̃n(90) � Z


������� �	��� 6 ����� ���
 !�� 	�����!	�� �� 
'	����

� 
���� ��# ����	�
 !�(
�������	���
 ) !��1!	��
 ���
 �� !�����	� ��
 Q(�
��!�
 ��!��	��
& �� ������ ��'	� �#	
�
�� 
��!�� � ⊗ Q ��� �� ����	� !��������	��� �

�!	�� �̃

�
(−; Q) 
�	 ) ������
 ���
 �� !�(

����	� ��
 Q(�
��!�
 ��!��	��
 � 
�	 ���� ��� ���� �� �
��!� ��	�� X �� �-�� ��� $���
�#����� ��� ���	�� �	E����	���� !����!� ) ����%& ����
 �̃

�
(X; Q) = �̃

�
(X) ⊗Z Q�

3	�
	& �� �������� ��� �� �(����	� ������	��� �� ���	�� !���	����� ��
 �'�#	��� �� ��
�	���
	�� , !'�
 ��� ����	� !��������	��� ��	 �'�
 ��
 - ���	��	�� .�

������� �	��� 6 D�F!� ) �� ��!����
		�� �� ����� �� ������ �� �	� GLd(C)& �� ��	
��� �'�� ��	�����	 �� �/�� ����	� �� !��
	����� �'�
��!� AU∞ ���= ��� AGL∞(C)& �>
Ud ��
	��� �� ������ ��	�	�� � U∞ �� �	�	� 	���!	�� �� !�
 ������
 ������	���
 ���� ��

	�!��
	��
 ��	����
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�� 	���	 �� �	���� ��
 ����	�
 !��������	���
 �

�!	��
 ) � � � �
 �� 	
������	
���

������� �	
�� 6 4� 
�1 �� - �
�� . ��
 ����	�
 !��������	���
 
�� �� 
����� 90 ����
���	��� ��� �'�� � �E�	�� ) ��� ���	�����!� 
����� ����� �� ����	�� 	!	 �� ��
	��& �� �	
��'�� �����	
�� �� 
��!��
 �→ � �
 ��� ���	�����!� 
���� ⊗Q 
	& �� �	���� ��
 ����	�

!��������	���
 �����
����
 ��� � � �& �� ��	�� �� 	
������	
�� ����
 ��
��	
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Q �� ��
 ������� 
�� �� 
����� 90�
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 ⊗Q� :� �'������� �� !�����	� ������	��� 
���� ⊗Q�
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:� ��� ������ ��� �$���
Q �
 ��� !�����	� �	������� ������ ��
 
����
 �	��!�


���	��	��
 � ��� 
	 � �
 �� 
��!�� � X �� �
��!� ��	�� �� 2�� ��	& ����
 �̃
n
(X) ⊗ Q =

Hom
��

���

Q

(Σ∞X,�[n]) ���� �� n ∈ Z& −[1] ��
	���� �� ���!��� �� ��!������

������� �	

 �%	
&�'�$
�(����)' � 6 !��� ���� ������� � �� ���� ������ ������ X" ��

������ �� ������������ ���������" ���� ���� n ∈ Z" �1 ���� ���� �̃ �� ������� �������������
����������� ��� �  

�̃
n
(X) =

∏

q∈Z

H̃n−q(X, �̃
q
(90))

������� �	
�� 6 9	 �� �'���	 ��
 ����	�� �� ��
	��& �� ����	 
������� ����� ���

�	� 
��!���� �	� �'3	2��(K	�C����!�� �� �����	� �� !� ������� �
 ��'�� ������	�& )
��!����� ���
& 	� �#	
� �

��	������� ��� ��	��� ����	� !��������	��� ) ������
 ���
 ��

Q(��!��	��
 , �� !��������	� 
	����	���� ;� ���
& 	� �'2 � ��
 ���
 �� �����	
��
 ���� ����	�

!��������	���
 ) !��1!	��
 ��	�����
 ��� !��# ��� �'�� 	���	���

5� ���	!��	��& �� � �� ��
��� 
�	��� ,

���� ����� �	
�� 6 !��� ���� ������ ������ X" �� � ��� ������������� ��������" ���� ����
n ∈ Z  

�n(X; Q) =
∏

q∈Z

H2q−n(X; Q)

��� ��� �� �� �����	�
� ������
���� � :� �#� �� !���
 �� ��
� k� 5� ������G��
�� ��	�� �'�
��!� ������	��� ��� !���� �� ��	
!��� �'��
�����
 
	���	!	��# 
�� �� 
	� ��


!����
 �	

�
 
�� k ���� �� ������	� �� 7	
���	!� � �'	�������� [0, 1] ��� �� ���	� �1��
A1& �� ��� ����	�� �'�

��	�� ��
 !��
��!	��
 �� �� 
�!	�� ���!����� , !'�
 �� ����	�
������	��� ��
 
!����
 �� L��	�� M���� � H���	�	� H�����
J2 $!�� N*��O � N+�%O%�
5

�2��
 �'����� �� ���� �� ��	���!� ��
 
	�	�	���
 � ��
 �	E����!�
 ���� ��
 ���#

����	�
� �� ����	��� �	E����!� �
 ��'�� ������	� ������	���& 	� �#	
� ���
	���
 !��!��
 , ��
!��!�� 
	���	!	�� 91

s $�� �/�� ��'�� ������	�% � �� !��!�� �� ��� 9
1
t = (Gm, 1)� :� ���

������ ��� �� ���	� ���+�!	�� (P1,∞) �
 �� 
��
�(�����	 �� !�
 ���# !��!��
& !�������
�'	��		�� 
���� �������� P1 �
 ��� 
����� �� �	���
	�� 2�
3	�
	& � ������& ��
 ����	�
 !��������	���
 
�� Z2(�������
 � ��� 
������� Z(�������
�

P���� �� 	�� !���� �� !�� �	E����!�& �� ��� �� ) ��	 
�	��� ��
 ) ��
 �� !��
��!(
	�� �� �� �(����	� ������	��� ���� !��
��	�� �� 
��!�� �����
���� �� �(����	� ����(
��	��� $!�� N,*O � N+�%& !������	�� Q��"O%� �� ������� �� ���	��	!	� �� A� 
� ����	 	!	
��� �n(P1×X) � �n(X)⊗Z Z[O(1)]/([O(1)]−1)2 ���� �� 
!���� X �� 2�� ��	& 
����� �
�	

� 
�� k& !� ��	 �
 �� !�
 ���	!��	�� �� ������� �� ���� ���+�!	� �� P�	���� $!�� N-�
O%�
*�� �#�����& 
	 	 �
 �� ������ ����	�� �	E���� �� �'�#��
�� !���!��	
	��� �� k& ��

!��������	� ���� 	(��	��� Hp
��(Xk, Z�(q)) �'��� ���	�� ������	��� X 
�� k �
 �	�� ��� Z�(

������� �	�������& �> −(1) ��
	��� �� B	
 ���! ��
 ��!	��
 �� �'��	� �'����� ��� ��	

��!�
�� 	 < ��� �	�����
& !�� ����	� !��������	��� �
 �����
���� ��� �� 
��!�� $!�� N+�%&
������� ��RQO%�
0�� ���� �	E����!� ������ ���! �� ������	� �
 ��� �� !��������	� �'��� ���	�� ������	���

�	�� ���! ��
 
��!���
 ���
 �	!��
 ��'�� ������	�� 3	�
	& ���
 �'�#����� �� �� !��������	�
���� !	(��

�
 ��
 ������
 �� !��������	� 
�� ���	
 �'��� �!	�� ��	���� �� ������ ��
D���	
 ��
��� �� k� 5� ����& 
	 k �
 �� !���!��	
	��� 0 � ���	 �'�� ��������� !�����#�
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σ& ����
 �� ��� !��
	����� �� ����	� !��������	��� X �−→ Hp(X(C)σ ; Z)� ;'����
 ;��	���
$!�� N+��O%& !�
 ������
 �� !��������	� 
�� ���	
 �'��� 
��!��� �� K����& ���� �� ��	�
 p

	 X �
 ���+�!	�� � �	

� $��	
��'����
 X(C)σ 
��� ��� ���	�� JS����	���� !����!�%�
*�� �	�����
& �� ��� ��

	 !��
	�����& 
	 k �
 �� !���!��	
	��� 0& �� !��������	� �� ��

 ��� ������	��� X �−→ Hn(X���; Ω•
X/k)� 9	 k = Q& �� !��������	� 
	����	��� ) !��1!	��


��	�����
 ��
 ��	�
 !�����#�
 � �� !��������	� �� ��  ��� ������	��� 
�� ���# ����	�

!��������	���
 ) ������
 ���
 �� !�����	� ��
 Q(��!��	��
 �� �	���
	�� ��	� 
�� ��
 
!����

�� 2�� ��	 � �	
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�� Q& !������� ����
 �� 
�� ��
 	
�������
 ���!��	�������& ����
 ��
�� ���	����� ��'����
 ��
��	
�	�� ���! C 
�� Q& �� ���� �'�� ������� �� !������	
�� ��
D������	�!J ��	 
'����!� ��	������ �� ����
 �� ������	� ������	��� !�����#� ,

������� �	
� �.��	'���
�)/0 N.��	O � 6 *��� X �� ������ �� �-�� ���" ����� �� ������

��� C
 2����" �� � �� ������������ ��������� βX : H�(X���; Ω•
X/C

) ∼→ H�(X(C); C) �1 ��

�������� ������ ������� �� ����������� ���������� � ���3������ ���������
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 �	1!��� ��� �� �����	
�� βX �
 �� �����	
��
�� ����	�
 !��������	���
 �������� �'�� �����	
�� �� 
��!��
 β : ����

�� → �
���
�� ���
 �� !�(

����	� ������	��� 
���� �$(C) �� M���� � H�����
J2& �������� �� ������	� ������	���
�� �� !�����	� ������	��� 
���� �$���� :� 
�	 ��� ���
 �$���& ���� ���	��� ��'�� ���(
��	
�� ���� 
��!��
 	���	 ��� ���	�����!� �� �	���� �� �� ����	� !��������	��� �

�!	��&
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 ����������# �� �� ����	�
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 � �� ����� ������	���%&
�� ��� ������ ��'	� 
�1 �� ��	 �� �� ���	��� ���
 �� !�
 �> X �
 ��� ���	�� ���+�!	�� �
�	
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�� C& � ����
 !��� ��
��� �� ������� $D3D3% �� 9���� 
�� �� !��������	� ��
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!���#
!������
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��� ������ � �'������� �� ��	�� ��!����� ����������� !� ��
��� �'�� ��	�!	�� �������
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�� C& ��
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 ��+�
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 ��������� ���
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3	�
	& �� ������	� ������	���& 	� �#	
� �� �������
�
 ���	���
 �� - ����	
�� . �� !�����(
���	� �'��� ���	�� ������	��� , ���
 !� !���#�& �� ������� ���� �����	 /�� ������� �'���
�� ���� ���	��� ���� ���	� ��� !���!� �'/�� ���	� 5� ������	�& �� � �� ��'	� 2 ���	
��� ���	�����!� �� !�����	�
 �$���

Q � (H�!Q)Z ��	 ����	�� �� ��	 �'��� ��+��!	�� ����
�$��� � �(Ab) �� �	���� - ��	�� . �> �(Ab) ��
	��� �� !�����	� ���	��� �� �� !�����	�
��
 ������
 ����	��
& �� ���!��� �$��� → �(Ab) ��� 	���	 ��� �� ���!��� ��	 ) �� �
��!�
������	��� ��	�� �
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� !�����	� ���	���%
�� ������	� ������	����
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�� �� ��	
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:� �#� ��+���
 �� !���
 k� �� ��	�� �� ��	� �
 ��	�	�������� ��� ) 3��#����� D��(
����	�!J , ���4������������ �� !�����	� ��
 ��	�
 ������ 
���	 ��� !�����	� ����	���� ���

�������� �����	 ������� 
�
 ������
 ��� !���	�� ����	� !��������	��� - ��	���
���� .� ;'���
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 ��	�����
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 ��+�
 �� !�� !�����	� �����	�� /�� ���	
 �'��� ����	�� ���
�� ��	�
(1) ��� ��
 ��+�
 ������
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'	���	��� ) ��
 ��	�
 ���
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 �'��� !�����	� �	�������

+,(k)& �� ��	�
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 �� +,(k) 
� ����� ���
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 ��

���	� �� �� !�����	� ��
 ���	��
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�� k ��� �'�� � ����� ���		�� �� !��
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 �� ���	��
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��
 ���
 !�� �������� !�����	�& ��	
 ��

!���	��	
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 �	���	��
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 �� !����
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 $!�� N+�%& !���	�� �O ����
���
 �� ���	�
 
�� !�� !��
��!	��%�
���
	�����
 ��
 !��
�
 �'�� ��	� �� ��� �#	���	���� :� ��� , �� ���!��� ��	 ) ���

���	�� ������	��� �	

� 
�� k �

�!	� 
�� ��	� ���
 +,(k)� :� ��� Z $�� Z(0)% �� ��	� ��
��	� �
�
 �� Speck� :� ��� ����	� �� ���� ��	� Z(1) !���� ��� ,̃(P1)[−2] �> ,̃ �

�� ���!��� - ��	� ����	 . $�������� �� �� !��������	� 
	����	��� ����	� ���� ��
 �
��!�

��	��
%� 5� �E�& ���� ��� ����	� !��������	��� ��	
������� $��� �#�����& �� !��������	�
���� 	(��	���%& �� !��������	� �� �� ���	� ���+�!	�� �
 !��!����� �� �����
 0 � 2& ���! 
	
�� ������ �� ���	� �� ����� 0& 	� �� ��
� ��'�� ������ �� !��������	� �� ����� 2� Z(1) �

������ �� ��	� �� ���� *��� �� ��	�� n ∈ N& �� ��
� Z(n) = Z(1)⊗n �> ⊗ �
 �� �����	
��
��	�� ���
 +,(k) , �� �E�& �� �#	�� �'�#	
��!� �'��� ������� �� VW���� 
� ����	
��
��� ,(X ×Y ) = ,(X)⊗,(Y ) ���� ���# ���	��
 �	

�
 X � Y � ����� Z(1) �
 !��
� /��
�� - �	���
	�� 1 .& �� ��� ����	� Z(n) = Z(1)⊗n �/�� ���� n < 0�

��� ��'������
� ��	
4
���� � :� ��� ����
 ����	� �� !��������	� ��	�	��� ,

��������� 
	�� 6 *��� ��� ���	�� �	

� X 
�� k& �� ������� !��������	� ��	�	��� �� X
��
 ������
 
�	���
 ,

Hp(X; Z(q)) = Hom
�(k)(,(X), Z(q)[p])

����	��
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 �� A�	�	�
�� �	
�� ) ����	� �� !��������	� ��	�	��� �� �� ����	�

$!�� �'	�����!	�� �� N*�3O% , �� !��������	� ��	�	��� ��� 
� ����	
�� !���� �� !��������	�
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������	���� ��� ������	�� � ��� �� ��	�� � ��� ��� �������
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��������	� � ������� 
����
� � 
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	���� ���� �� ������ A !���
��!�� ����� "��	��� X ��� �� 
����
��� ���#��� 
�����$��% &���� ������	�� 
�'�
	�� �"�
 �� ������	�� ��� �� ��	�� ����	�� ��� ���	��� ���� �����
���� �� 
�� A = Q%
(2)(�������� !����� t)����
���� ��� ��� 
������	� ��	������� ��� ������	�������� ��� ���	��� �� � ������ � ���
�#*��� �� ����� !�� ��� �#*��� � 
������ � ��� ������� � �� t)����
���� 
����)�)�	�� ��� �#*��� �� 
+�� ,������
��� 
������	� �#��	����% -��$����� �� ���� ��	"	�� �� t)����
���� ��� �� t)����
���� �"	����� ��� �� 
������	�
���	"�� �(A ) ����� 
������	� �#��	���� A % ���� 
�� �$����� �� 
+�� ��	����	�� � A ��	�!��	� ��� 
����	���
��� 
�����$�� ���.��� �� �� 
��������	� !���� ����� 0%
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� 6 Z(0) ���������� �� )������� 5����,� ������� Z �� Z(1) ��� ���������������
� Gm[−1]
 0� ����" ���� q < 0" Z(q) ��� ��������������� � 0


3	�
	& Hp(X; Z(0)) �
 ��� ���� p 	= 0 � 	
������� ) Zπ0(X) 
	 p = 0 < Hp(X; Z(1)) =
OX(X)× 
	 p = 1& *	!(X) 
	 p = 2 � 0 ���� ��
 ����
 ������
 �� p�
�� ��� �������� �� �� �����
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��1�4
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*��� X ��� ������� ���4������ ����� ��� �� ����� ����)���� k" �� ������ ��� ����� ���������

5pq
2 = Hp(X; Z(q)) =⇒ �2q−p(X)

�1 ��� ��#����������� ��� 5r ���� �� ������ (r − 1, 2r − 1)
 0� ����" ��� ��#����������� �� �����
����� ��������� ���� �� �������
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�� �� �	���
	��
��	� 
�� Q ��F!� ) �� 
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	�� 6 *��� X �� ������ ��������" �� �-�� ��� ��� Z
 2����" ���� q ∈ {0, 1} ��
���� p ∈ Z" �� ������ Hp(X; Z(q)) ��� �� ������ ������ �� �-�� ���
 !��� �����������" *	!(X)
�� OX(X)× ���� ��� ������� ������� �� �-�� ���
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 2����" ���� ���� n ∈ N" �� ������ �� ��������� ��������� �n(OK) ��� �� �-�� ���
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	��
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 ������
 �� �(����	� ������	��� �'��� !����� �	

� 
�� �� !���
 ��	 
�� ��
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