Equation de Continuité dans le tore T¢ et Probleme de Cauchy
pour le champ de vecteur non-lisse
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Résumé

Le but de ce texte est d’étudier le probleme de Cauchy pour I'équation de continuité
dans T¢. On peut la résoudre a 1’aide de la solution du systéme planaire qui possede le méme
champ de vecteur que 1’équation de continuité précédente. De plus, I'unicité des solutions
pour cette équation de continuité est équivalente a 'unicité des solutions pour le systeme
correspondant. La partie essentielle pour prouver ce théoreme (posé par L.Ambrosio) est le
principe de superposition qui explique que toute la solution est une solution de superposition.
Et la définition de la solution de superposition dépend de I’ensemble des solutions du systeme
qui correspond a notre équation de continuité.

1 Introduction

Le probléeme de Cauchy pour ’équation de continuité homogene %qﬁ + V. - (bgg) = 0 vient
du domaine de physique. Supposons que v = v(t,x,y, 2) et p = p(t,x,y, z) sont respectivement
la vitesse et la densité d’'un fluide. On considere un espace de volume Vj. Alors la masse du
fluide dans V} est fv pdV et la masse de fluide qui s’épanche de I'espace V) par une unité de

temps est favo p?d .
Par la conservation des matieres, on a

—8/ pdV:}[ o TdS
ot Jy, Vb

0
o Lavy / div(pv)dV =0 pour tout espace de volume Vj
Vo ot Vo

Et notre équation est sa forme locale.
En général, I’équation de continuité n’a pas de solution classique si aucunne régularité sur le
champ de vecteur b n’est assurée. La méthode de I’équation différentielle ordinaire caractéristique

peut U'impliquer. Les détailles peuvent étre trouver dans le chapitre 3 du livre de L.Evans (cf.
la référence [4]).



Dans ce texte, on étudie les solutions a valeurs des mesures boréliennes signées pour 1’équation
de continuité (PDE) dans la tore T? = RY/Z? = ST x S x ... x S ot ST est la cercle d’unité

dans C. C’est un cas spécial pour les solutions faibles Ci)arce que chaque mesure peut étre
considérée comme une distribution. Ici on introduit aussi un systéme planaire (ODE) qui est
relié a la (PDE) précédente parce qu'ils ont le méme champ de vecteur. Alors on pense a trouver
le lien entre eux.

d
(PDE) —ut+ Vg (bgu) =0 avectel

z'(t) = b(t, z(t))

avec xg € T¢
z(0) = xg 0

(ODE) {

ou b est un champ de vecteur I x T — R%, qui dépend du temps.

by : x> b(t,z) € R? Vo e T? (1)

pt est une mesure complexe pour tout ¢t € I et I est un segment fixé dans R.

Le résultat de cet article est le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. YA C T un borélien, alors les propositions suivantes sont équivalentes

(a) La solution de (ODE) est unique pour tous x € A .

(b) La solution de (PDE) a valeur des mesures boréliennes positives est unique pour toute valeur
initiale i = po qui est concentrée sur A (c’est-a-dire i(T4\A) =0 ).

Remarque 1.1. Comme p; est une solution faible du (PDE), alors on considére que toutes ces
mesures sont de masses finies. (c’est-a-dire py(T%) < 00).

En comparant avec le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ce théoreme nous donne un lien entre
ces 2 équations différentielles dans la situation générale (il n’y pas de condition de régularité sur
le champ de vecteur commun).

Dans la section suivante, on introduit d’abord les préliminaires sur T¢ et les solutions faibles
a valeurs des mesures signées.

Dans la section 3, on étudie le probleme de Cauchy de ces 2 équations dans le cas ou b est
lipchitzienne. On peut obtenir la formule explicite de la solution de (PDE) en fonction de sa
valeur initiale et de la solution de (ODE).

Ensuite, on passe au cas général. Avant de montrer le théoréeme 1.1, on va introduire un autre
théoreme important, qui est utilisé pour montrer ce théoreme. C’est le principe de superposition.
Et on met la preuve du théoreme 1.1 a la fin du texte.



2 Préliminaires

On commence par introduire le groupe compact T¢. Une solution du (PDE) sur T¢ représente
une solution Z%périodique sur R%.

2.1 T?: Groupe compact

Définition 2.1. Un groupe topologique est un groupe G muni une topologie telle que l’opération
de ce groupe est continue, c’est-a-dire que ’application

¢o: GxG—=G

(z,y) — 2y

est continue

Alors pour chaque a € G, les applications  — ax, & —> za et x — 1 sont continues.
1% q ) pp s

Donc la topologie de G est déterminéé localement par une base de voisinage de son élément
neutre e.

Soit f une fonction a valeurs dans G, on peut définir sa translation a gauche Lgf et sa
translation a droite Rgf, pour tout s € G, par

Lyf :x+— f(sx), Rsf:z+— f(zs) (x€qG)

Si le groupe topologique G est de plus compact, alors C'(G), 'ensemble des fonctions com-
plexes continues définies sur GG, est un espace de Banach, avec la norme usuelle.

Théoreme 2.1. Tout groupe compact G admet une mesure de probabilité m borélienne et
réguliére, qui est invariante par la translation a gauche et a droite et par l'inversion, c’est-a-dire
que

/G Fdm = /G (Laf)dm = /G (Rof)dm Vs € G,Vf € C(G)]

[ f@yim@) = [ fain(@) vt € C@)
G G
On appelle m la mesure de Haar sur G.

La mesure de Haar sur un groupe compact joue un roéle similaire que la mesure de Lebesgue
sur R%. Pour montrer ce théoréme, on a besoin le théoreme suivant (Théoreme de point fixé de
Kakutani) pour construire une forme linéaire positive sur C(G), ensuite on applique le théoreme
de représentation de Riesz pour obtenir la mesure que I'on désire.

Théoreme 2.2. (Kakutani) Supposons que K est une partie nonvide convexe compacte d’un
espace vectoriel topologique locallement convex X . Soit G est un groupe équicontinue des appli-
cations affines de K dans K. Alors G posséde un point fizé commun dans K.



Remarque 2.1. Une fonction affine est un composé d’une application linéaire et une transla-
tion.

Ce théoreme se généralise le théoreme de point fixé de Schauder et de plus, il s’agit de
I'existence d’un point qui est fixé par tous les éléments de G. Leurs preuves peuvent étre trouvés
dans le livre ”Functional Analysis” par W.Rudin (cf le théoréme 5.11 et 5.14 de la référence
10)).

T? est un groupe compact métrisable spécial. On sait que T = R/Z est homéomorphe au
cercle d'unité S' = {(x,y) : 22 + y?> = 1} par 'application :

s +— (cos 27s, sin 27s)

Donc on prend la structure de T¢ comme

Slx Sl x...x 6!
d

dans R??. Donc c’est groupe abélien compact.
On peut représenter la mesure de Haar pour T comme la mesure de [0, 1] & densité

0 — exp (27i0)

cest-a-dire que dm' = e?™9df, VO € [0,1].
On peut donc prendre la mesure de Haar pour T¢ comme la mesure produit

m:m1®m1®---®m1

d

On peut aussi définir la convolution par 2 fonctions intégrables sur T¢ par la méthode
similaire que la situation R?. En fait, soient f € L'(T9), g € L'(T%), alors

/Td |f(z —y)g(y)ldm(y) < +o0

pour m-presque partout z € T¢. Donc on peut définir
fxg:= /Td flx = y)g(y)dm(y)

De plus, on a f*g € LY (T et ||f = glls < ||f]]1]lg]l1. La démonstration est pareille que la
convolution dans RZ.
Si f € C°(T%), u est une mesure borélienne sur T¢. On peut définir leur convolution par

frp(x) = /w flx —y)du(y) (2)

qui est aussi lisse.



2.2 Mollification
Cas R?

Soit U ouvert dans R, Ve > 0, on note U, := {x € U|dist(z,0U) < ¢}. Définissons h(z) :=
C- (—:-Xp(m2 )1jzj<1, on choisit la constante C' pour que [pqh = 1. he(z) := Eidh(x/e). Donc

Jgahe = 1 et supp(he) C B(O,¢€). Soit une fonction f : U — R localement intégrable, on
définit sa mollification comme

Fo(@) = he x f(a /h:c— >dy—/B(O)he<y>f(x—y>dy

pour tout & € Ue. Alors on a (cf la section C.4 de la référence [4]) :

L fe e C*(Ue) et sup,ep, [f(x)] < sup,ep [ f(2)]

2. f¢ — f presque partout lorsque € J 0

3. Si f est continue sur U, alors f¢ — f uniformément sur tout compact de U
4.8i1<p < oo, alors f¢ — f dans LY (U).

Cas T¢

Sur le point de vue de topologie algébrique, on peut relever T¢ & R¢ par I’application de
quotient

p: R*— T

3
(01,02, ,04) —> (exp (2mib1), exp (2mwiba), - - - ,exp (2miby)) ®)

Remarque 2.2. La restriction Dj[o,1[¢ €st bijective de [0, 1[d dans T par la définition du revétement,

on note q : T — [0,1[¢ comme son inverse.

Soit une fonction ¢ : T¢ — R mesurable, soit ; une mesure borélienne de T? et v = qs .-

Alors on a
/ edy —/ (¢ op)dv
Td [0,1[

v est borélienne sur [0, 1[%. Ensuite on peut définir une mesure z sur R?, qui est Z?-périodique,

telle que
fi(A) = v(A)

pour tout A borélien dans [0, 1[%. Ji est borélienne et i(E) = fi(E + (ay,az,--- ,aq)) pour tout
E borélien et tout a; entier. Et on appelle que i est le relevement de u. Et on a

/Td@duz /K(soop)dil



pour tout K boite unitaire de R%.
En relevant T¢ & R%, on peut mollifier les mesures boréliennes sur Z%. Soit y € C2°(R?) une
fonction de plateau. Alors la fonction y * i est une fonction lisse Z?-périodique parce que

i+ a) = [ o +a=)di)

= / x(z —y)du(y + a)
Rd

- / x(@ — y)dfi(y)
R4
= x * fi(z)

pour tout a € Z¢4.
De plus, si p est une mesure de probabilité, alors x * 11 est aussi une mesure de probabilité
sur [0,1[% si Jga X = 1 parce que [ est Z%périodique.

Nous mollifons p; et b, par la convolution avec les fonctions gaussiennes p.(z) = C -
e @exp (—|z|?/€?) (qui sont lisses et on choisit C' pour que I'intégrale [pqp=1).

Comme supp(p) = R%, alors pour toute mesure u positive, la convolution p * u est a valeurs
dans les réelles strictement positives.

On note p ;4 le relevement de la mesure p; et by, =byop: R? — R?. Ensuite,

by it * p
Hiy 3= g * e, o= (4)
Myt
Alors pj, et by, sont 2 fonctions lisse définies sur R? et Z%-périodiques. Donc on peut choisir les

fonctions définies sur T : S et b telles que

M;,t = g o P, bit =bjop (5)
Alors b¢ € LY([0, T]; WH°(T?% RY)) et b§, u§ sont lisses.
En fait, VK compact dans R?, comme 1, est lisse et a valeurs des réelles strictement positives,
1Bk, > 0 telle que ,u,it > Bk, sur K et p. < C/ed, donc

C
b; < — b
i) < g [ s

On note py = M;:t|Td et by = bitle.

duy Vo e K. (6)

Alors
T T
|ttt < M [ [ Praldungat < 4o
0 0 K

De maniére équivalente, on transfere la fonction gaussienne p. comme une fonction Z4-
périodique X :



526('/1:) — Z pg(x — n) e C . Gid Z e(fl-'l?*?”LlQ/eQ) T € Rd (7)

neczd nezd

pour tout € €]0, 1[. Alors il existe des fonctions lisses y. définies sur T¢ telles que

Xve = XeOPp
et de plus, on a

/Td Xep — pl(era), lorsque €l 0 (8)

pour toute fonction de teste ¢, ol ea est I’élément neutre de T<. On note ¢ la masse de dirac
concentrée en eps. Donc x. —> & étroitement si € | 0.

Lemme 2.1. f; est une distribution sur T, fi — 0 au sens de distribution si et seulement
si fj * o — @ ponctuellement si j — +00, Vi € D(T?).

Démonstration.
fix@) = (fj, @), (6,7p) =¢(x) (9)
ou 7, : y — ¢(x — y) homéomorphe de D dans D. O

€

Soit  une mesure sur T%, p€ := x¢ * . Comme supp(x.) = T%, on a ¢ > 0.

/Td uedm = /]I‘d /’]I‘d Xe(z —y)du(y)dm(z) = /[Fd Xe(z — y)dm(z)du(y) =1 (10)

d ~
parce que [p xedm = f[o,l[d Xe = 1.
On rappelle que la convolution peut étre définie entre 2 distributions a supports compacts.
(cf 6.36 de la référence [10]) Alors, soient u € D(T9), v € D(T?), on définit

uxv:—s u((v*@)Y) (11)

Donc pour ¢ € D(T?), on a
(usxv)*xp=ux*(v*gp)

Et on a puf — u au sens de distribution, si € | 0. (cf le théoreme 6.32 de la référence [10])

2.3 Identité de distribution pour le (PDE)

En relevant T¢ & R, chaque solution de (PDE) dans T? est une solution de R?. Donc on
regarde le cas dans R% d’abord.



(PDE) dans R?

Définition 2.2. y; est une solution du (PDE R?) d valeurs des mesures si
// |bg|d|pe|dt < +o0, sup pt(A) < 400 (12)
1JA tel

et
d

%wt, @) = / bt - Viodps (13)
Rd

pour ¢ € CE(RY), avec ot (pus, ) = [pa pdps.
En fait,
dput

D, —
dt+ (bgpt) =0

d
@aﬂuta @) + (Dg - (bgpig), ) =0

d
@%WMD) = (i, by - V) Vo € C(RY)

parce que
d

(D - (o), @) = > (D7 (b ), p) = —/ Vi - bedp
=1 Re

D’autre part, comme (u¢, ) € D'(I), on a encore
[ [ oawde+ [ [ Vo buduit =0 e D)o e DERY (1)
I R4 I R4

et application t — (s, ) € WD (1) parce que

d

Gtmee) = [ e Todu e L) (15)
R4

(PDE) dans T¢

On passe au casjd : & chaque t € I, pu; et by sont définies sur T¢, alors il existe une mesure
fi; et une fonction by définies sur R? et Z%périodiques. Une fonction de teste ¢ € C(T?) se
releve & une fonction lisse @ qui est Z%périodique. En définissant

(1ies ) = / ol A @) = / i (16)
Td [0,1[¢

Vi € C°(T9), Vg € C®(R?) qui est Z%-périodique. On a (s, @) = {fiz, P)1.



Définition 2.3. p; est une solution du (PDE) a valeurs des mesures si

// beldlueldt < +00,  sup u(T%) < +oo (17)
I1JTd tel
et d

§<Mt,<ﬂ> = (fit, by - Vo)1 (18)

On remarque que by (resp. p;) vérifie la formule (17) est équivalente que be (resp. fiz) vérifie
la formule (12). Les calculs pour le crochet (i1, ®); sont similaires aux calculs pour le crochet de
distribution en utilisant I'intégration par partie, parce que p et ¢ sont Z%-périodiques. Donc on
peut définir pour V3, f € C®(R?) qui sont Z%périodiques,

(0°F, @)1 = (1)@, 0%, (I3 = (& o). (19)

2.4 Continuité Absolue

Définition 2.4. f est une fonction définie sur un intervalle I = [a,b] a valeur complezxe, on
dit que f est continue absoluement, notée AC, si Ve > 0, il existe un 6 > 0 tel que

D 1B = flaw)] < e
=1

pour tout n € N et pour toute collection des segments disjoints (a1, P1), (a2, B2), -+, (an, Bn)
dans le segment I tels que

n

> (Bi—a)<s

=1

Remarque 2.3. La continuité absolue implique la continuité uniforme, qui implique la conti-
nuité.

Théoréme 2.3. f est une fonction AC a valeur complexe définie sur I = [a,b], alors f est
différentiable presque partout sur I, f' € L'(I) et

@) - fia) = | “ftdt (a<z<b)

(cf le théoreme 7.20 de la référence [11]).



2.5 Intégrabilité uniforme

Définition 2.5. Soit H est une famille des variables altéatoires sur un espace probabilisé E.
H est uniformément intégrable (équiintégrable) si

k(b) = sup E‘X‘1{|X\>b} —0
XeH

lorsque b — +00.

Ensuite on introduit 2 propositions reliées a 'intégrabilité uniforme, qui sont utilisés dans la
preuve du théoreme 4.1.

Proposition 2.1. H est une famille des variables aléatoires, alors elle est uniformément

intégrable si et seulement s’il existe une fonction croissante convexe telle que @ — 400 et

sup Ef o | X| < 400
XeH

Démonstration. Supposons d’abord que H est uniformément intégrable,

E|X|1{x)>5) :/0 (| X1y x1>6y > y)dy
:/ P(X| > y v b)dy
0
> [*20x1> ay

Alors on a

oo

o) = sup [ 2(X] > y)dy < k)
XeH Jb

pour tous b. Donc h(b) — 0 si b — +oo. De plus, h(0) < b+ h(b) pour tous b positive, alors

h(0) est fini. Ensuite on estrait une sous-suite (b, )nen strictemet croissante qui tends vers 400

h(0
et h(b,) < M9

On défni

“+00
9(x) =Y 1, 4oof(¥) Vo €RY
n=0

c’est une fonction strictement croissante et g(z) — +o0 si x — +00

f(z)

alors f est une fonction convexe croissante et =~ — +00 si x — +oo par la loi d’'Hopitale.

10



pour tous VX € H.
Donc

sup Ef o | X| < 2h(0) < +o0.

XeH
Réciproquement, si une telle f existe ; on peut supposer que f > 1, car sinon peut le remplacer
par F=fV1.
On défini .
¢(x) ==
f(z)

qui tends vers 0 lorsque  — +00. Donc
[ X[Lgxspy = fo|X[@o| X[ xspy < folX] Sup (t)
>
Alors
k(b) := sup E|X|1{x|>p < csup¢(t)
Xen t>b
qui tend vers 0 lorsque b — 400, avec ¢ = supyey Ef o | X|, ce qui termine la preuve. O

Proposition 2.2. La famille H est uniformément intégrable st et seulement si H est bornée
dans L' et Ve > 0, il existe un § > 0 tel que pour tout événement A

P(A) <= sup E|X|14 <€ (20)
XeH

Démonstration. Comme |X[1y < bly + |X|1x|5p pour tout événement H et tout b dans R,
on a

sup E|X |1y < bP(H) + k(b), be Ry
XeH

11



Si H est uniformément intégrable, alors k(b) — 0. supycy E|X| = £(0) < b+ k(b)) < 400 . A
chaque € > 0, 3b > 0 tel que k(b) < €¢/2. Ensuite on prend § = €¢/2b pour obtenir (20).
Réciproquement, € > 0, on chiosit ¢ qui vérifie (20). Par I'inégalité de Markov, on a

—_

sup P(|X| > b) <

2k(0),
XeH _b()

il existe un b tel que P(|X| > b) < §, pour tout X € H. En remplacant H par {|X| > b}, on
termine la preuve.

O

2.6 Famille tendue et théoréme de Prohorov

Définition 2.6. Soit G est une famille des mesures sur l’espace mesurable X. Si Ve > 0, il
existe K, un sous-ensemble compact de X, tel que sup,cg w(X\K) < €, alors on dit que G est
tendue.

Théoréme 2.4. (Prohorov) (S,d) est un espace métrique séparable et P(S) est l’ensemble
des mesures de probabilités sur l’espace S, avec la tribu borélienne. Soit K C P(S), alors K est
tendue si et seulement si son adhérence est séquentiellement compact dans P(S) avec la topologie
faible* qui correspond a la convergence étroite.

La preuve de ce théoreéme peut étre trouvé dans le livre ”Real analysis and Probability” par
R.M.Dudley (cf la section 11.5 de la référence [5]).

Définition 2.7. X est un espace topologique quelconque, ¥ : X — Ry. Alors on dit que ¥ est
coercive si W0, c] est compact dans X, pour tout c positive.

Théoréme 2.5. X est un espace topologique. F est une famille des mesures sur X. Alors F est
tendue si et seulement s’il existe une fonction coercive ¥ : X — [0, +o0] telle que fX WUdp <1,
Yu e F.

Démonstration. Si la famille F est tendue, alors a chque n € N, il existe un compact K,, C X
tel que u(X\K,) <27 et K,, C K,4+1 (sinon, on choisit 'union de K,, et K, 1). Et on définit

+o00
B(2) = Y Ly, (@),
n=1
alors c’est une fonction coercive parce que
Y0, ¢ = Ky, n—1<c<n

et de plus

12



“+o0o +oo
/ Udp = p(X\K,) <) 27" =1
X n=1 n=1

pour Vu € F
Réciproquement, si une telle fonction W existe, Ve > 0, on choisit K := ¥~1[0,e!]. Alors
pour tout p € F, on a

12/ \Pduz/ Wdp > e p(X\K)
X X\K

Donc F est tendue.

3 Probleme de Cauchy avec la régularité b, est lipchitzienne

On rappelle le théoreme de Cauchy-Lipchitz :

Théoréme 3.1. Sib est continue et Lipschitzienne par rapport a la variable x dans un voisinage
de (to, o) (la constante de Lipschitz est indépendente que t). Alors il existe un temps T > 0 tel
que VS € (0,7], le (ODE) posséde une unique solution X : (tg — S, tg + S) — T9.

Dans cette section, on suppose que b € L'([0,T]; Wh*°(T4;R9)), alors le théoreme de
Cauchy-Lipschitz peut assurer l’existence et 'unicité de la solution du (ODE).
Supposons que X (t,-) est la solution du (ODE), on peut montrer que X (t,-) est aussi Lipschit-
zienne :

SIX () = X ()P
=2(be(X (t,z) — be(X (t,y))), X (t,2) — X(t,y))
<2Lip(by)| X (t,2) — X (t, )|

avec Lip(f) la constante de Lipschitz la plus petite de f. Par lemme de Gronwall, on a

Lip(X(t,-)) < ea:p(/o Lip(bs)ds) < +o0.

13



3.1 Unicité pour (PDE) dans R?

On va résoudre la (PDE) a l'aide des X (¢,-). D’abord, on va montrer l'unicité de la so-
lution de (PDE). Chaque solution du (PDE) dans la tore T¢ est une solution Z9-périodique
du (PDE) dans RY, en relevant b & b. On remarque que b € L'([0, T]; WH>®(T%RY)) < b €
LY([0,T); W1 (R R%)). Donc il suffit de montrer 'unicité des solutions du (PDE) avec la

loc
régularité correspondante pour b.
D’abord, on définit X;(z, s) est la solution du ODE (R%) avec la position initiale 2 au temps
initial s. Soit v; un champ de vecteur borélien R4 — R? tel que pour tout compact B C R?

T
/ (sup |v¢| + Lip(ve, B))dt < +00 (21)
0 B

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on a Vo € R? et Vs € [0,7] le (ODE R%)

Xs(z,s) ==z, %Xt(x, s) = v (Xy(z, s)) (22)

admet une solution maximale unique définie sur un intervalle I(z, s) relativement ouvert dans
[0, T] contenant s comme in point intérieur (relativement). Si de plus appilcation t — | Xy(z, s)|
est bornée pour Vt € I(z,s)°, alors I(z,s) = [0,7T]; finalement si v; satisfie

T
S = / (sup |ve| + Lip(vs, RY))dt < 400, (23)
0 Rd
alors on a .
/ sup |0 X¢(z,s)|dt < S, sup  Lip(X;(-,s),RY) < &9 (24)
0 xzcRd t,s€[0,T]

Si le champ de vecteur v; est lisse sur R¢x]0, T, la solution X;(z,t) du systeme est aussi
lisse.

Remarque 3.1. (Méthode caractéristique) La méthode caractéristique nous donne une formule
de représentation pour les solutions classiques de l’équation de transport :

O + (v, Vo) =1 sur Rdx]O,T[, oz, T) = pr(x) T € Rd, (25)

sip € CLRIX]0,T)), or € CLHRY) et v satisfie la formule (23), alors les solutions mazimales
peuvent étre définies dans [0,T]. On peut obtenir que

T
o(z,t) := pp(Xp(x,t)) /t V(Xs(x,t),s)ds (26)

est une solution du (25).
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Démonstration. Comme X4(X;(x,0),t) = X4(x,0), on a

T
o(X,(2,0),8) = o1 (Xp(x,0)) - / B(Xa(,0), 5)ds (27)

ensuite on fait la dérivée par rapport a la variable ¢ pour obtenir

%0 o V) (X, 0),1) = (X, 0),1 (28)

vz € R

On passe & I'unicité pour les solutions du (PDE R%).

Proposition 3.1. (Unicité et Comparaison) Soit (O't)te(ng) est une famille des mesures signées
telles que Oyoy + V - (vyoy) = 0 dans RY x (0,T), avec ag < 0 et

T
//d|vt\d|ut]dt< o0, / (o1](B) + sup ] + Lip(ur, Bt < +o.  (29)
I JR 0

pour tout B compact dans R%. Alors, on a oy < 0 pour tout t € [0,T].
(cf la proposition 8.1.7 de la référence [2]).

Démonstration. Vi € C®(R4x]0,T[) fixée, supposons que 0 < 1 < 1. On choisit une fonction
de plateau x € C°(RY) telle que 0 < x < 1, |Vx| < 2, supp(x) C B(0,2) et x =1 sur B(O,1).
Et on définit xr : z — x(z/R), Yz € R?

On choisit w; tel que wy = v, sur B(O,2R)x]0,T[ et wy = 0 si t ¢]0, T et

sup |wy| + Lip(w;, RY) < sup  |vg| + Lip(v, B(O, 2R)), Vit € [0,T]. (30)
R4 B(0O,2R)

Ensuite, w{ est obtenue par une mollification double sur w; par rapport & I'espace R? et au
temps [0, 7]. Donc les application  — w§(x) et t — w§(x) sont lisses. Et de plus,

T T
sup/ (sup|w§|—|—Lip(w§,]Rd))dt§/ sup|wt|+Lip(wt,Rd)dt
eclo,1[Jo  Rd 0 Rd
T (31)
< / ( sup || + Lip(v, B(O,2R)))dt < oo

0 B(O2R)

Par la méthode caractéristique dans la remarque 3.1, on peut construire une solution ¢* :
RY —10, T de 'équation aux dérivées partielles suivantes :

%cpe + (w Vo) =1 sur Rdx]O,T[, e (x, T)=0 Vxe€ R? (32)
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Par la formule de représentation (26) ,(31) et l'estimation (24), on voit que ¢° est lisse, =T <
¢ <0 et |[Ve©| est uniformément bornée par rapport aux parametres ¢, ¢t et x. (i.e. la borne ne
dépend pas de ces 3 parametres)

On applique 'identité de distribution pour I’équation de continuité a la fonction de teste
XrYS : (¢ est a support dans B(O,2R) x [0,T] et ¢ ne s’annule pas forcément au bord T')

T
0
[ xe@e @ Tdor= [ xala)et @, 0doo([ [ (xrgot o xnTe+ V) dowdt) = 0
Rd R4 0 Rd t
33)

—

Donc

o
| \/

/ Xr(7)p (x,0)dog
Rd

T agpe . .
/ / (xR 5 + (vt, xRV + ¢V xR))dodt
0 Jrd t

T
= [ xmlo (v = 0, Vi) + o (T, i)t
0 R

T T
2/ / XR(¢+<U,5—wf,ng))datdt—T/ / Vol lorldlor|dt
0 R4 0 Rd

On met € | 0. Comme |V¢€| est uniformément bornée et w; = vy sur supp(xr)x]0,T[, on a

T T
/ / ot gT/ / Vorllorldlo|dt < / / wldlorldt — 0 (34)
0 R4 0 R4

lorsque R —> 4o00. On obtient finalement fOT fRd Ydoydt < 0 pour tout 1 € C°(R?).
O

Alors, si b € LY([0,T); Wh°[T?; R4)), alors b vérifie la formule (29). Soient (11); et (1),
sont 2 solutions du (PDE) dans T? avec la méme valeur initiale pg = v, on prend o; = fi; — 1,
qui aussi vérifie la formule (29) parce que 'on a supposé au début la formule (17). Donc la
proposition précedent nous dit que py = vy pour tout .

3.2 Résoudre le PDE dans T¢

Maintenant, on se donne une formule explicite pour la solution du (PDE).

Théoreme 3.2. Pour toute valeur initiale [, la solution & valeurs des mesures de (PDE) est
donnée par piy := X (t, )¢ ¢’est-a-dire que [1q odpy = [pa (X (¢, 2))da(x f[o [ o(X(t,x))dpo,
ot X est la solution du (ODE) dans RY : X'(t,z) = I/ovt()?(t,x))

Avant de le prouver, on doit remarquer qu'une valeur initiale 7 doit vérifier que

T
/ / | X' (t, z)|dudt < +o0
0 Td
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pour assurer que p; verifie la formule (17).

Démonstration. Par le lemme précédente, il suffit de vérifier que ¢ — (uy, p) € WH(0,T) et sa
dérivée faible est ¢ — <,ut,i)vt V@), Y € C®(T%). D’abord, on montre la continuité absolue
de l'application t — (u, @).

YV € C™ fixé, on choisit arbitrairement n intervalles disjoints (a;, b;) C (0,7), avec 1 < i < n.
Alors on a

Z ’90 bhx CL“ Z |/ VQO t 113‘ (t, .’E)dt‘

< IVl / (sup [be|)dt
Uiz (ai,b;) T

On l'integre par rapport a f, alors

S o, sl = 3 [ 1o (b)) = o(X (a5 ) ()
=1 =1

< |Vl T (T - / (sup [be)dt
U?:l (ai,bi) Td

Comme la terme & droite peut devenir arbitrairement petit lorsque Y ;" (b; — a;) — 0, ce qui
implique la continuité absolue. Vo € T?, X'(t,x) = by(t, X (¢, z)) pour tout ¢ € [0,T] = ZL%p.p
t € [0, T)]. Par théoreme de Fubini-Lebesgue, on a pour .Z%-p.p. t € [0,T], X'(t,z) = b,(t, X (t,z))
est valide pour fi-p.p. En fait, on considere

/ /u petopes X C20 O )

= 1 : dtdp(x
/ /(t,x)Ede[O,T] [ X (t)£bu (X (1.2))) W)
:O

Par le théoréme 2.3, I'application t — {(uy, ) € W0, T).
Ensuite, on calcule sa dérivée faible.

%wt,@ = jt/[(),l[d P(X(t,x))drio(x)

— [ V@(X(t2)X(t2)dio(x)
[0,1[4

= V(X (t, 2))be(X (¢, 2))dpio(x)
[0,1[¢

= VE(X (t,2))bedfi;
0,1

= <E;Hta v@>1 .
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pour [Z1]-p.p t€0,T).

4 Principe de Superposition

Apres avoir établit toutes les solutions du (PDE) avec la régularité que b est lipschitzienne,
on passe a montrer le théoreme 1.1. L’implication (a) = (b) a besoin un théoreme rigide :
Le principe de superposition, qui est la partie essentielle dans la démonstration du théoreme
d’Ambrosio.

Posons I'r = C ([0, T];’]I‘d) et on définit e, : I'r — T¢ comme application d’évaluation

ey —>y(t),t € 0,1

Définition 4.1 (Solution de superposition). Soit n € .4, (T% x T'r) est une mesure concentrée
sur l'ensemble des couples (xz,7) tels que 7 est une solution de (ODE) qui est absoluement
continue, avec y(0) = x. On définit

) = / ples())dn(e,y) Ve C(T). (35)
TdxT'p

Par théoréme d’approximation, p; est une mesure : pour tous ¢ : T¢ — R borélienne, on
définit pareillement que la formule (35).
D’abord, on vérifie que t — p; est une solution de (PDE) avec la condition initiale i :=

() 4.
Pour montrer la continuité absolue, on choisit une ¢ € C°°(T9) fixée (donc lipschitzienne),

on voit que
T
M = / / | be(er) | dndt < +o0
0 JTdxDp

Alors soient des intervalles quelconques (a;, b;) C [0,77], on a forcément que

n

> Ul o) = (ul o)l < Z/ lo(ev, (7)) — @lea, (7))ldn(z, )
i=1 i=1 JT¢xTr

< Lip(y) / / Ibe(e0) | dndt
Ui(ai,bi) TdXFT

On peut voir que la terme dans la formule (36) tend vers 0, si Y. (b; — a;) — 0. Donc on a
montré la continuité absolue de I'application ¢ — (], ¢). Alors par théoréme 2.3, application
t e {u), ) € WHL(I) pour tout ¢ € C(T).

Il nous reste a évaluer la dérivée de cette application : on voit que pour n—presque partout
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(z,7) € T? x T'r l'identité 7/(t) = by(y(t)) est valide pour L'-presque partout ¢ € [0, T]. Par le
théoreme de Fubini-Lebesgue, on a

T
/ / L (1) 7 (H)#be (v()) A dt
0 JTdxIp

T
= / / L{(y,0) 7/ (H)#be (v()) AN
TdXFT 0

=0

Donc, on a pour Ll-presque partout ¢ € [0,7], l'identité v'(t) = by(y(t)) est valide pour 7-
presque partout (z,7) € T¢ x T'p.

d, . d
e =g [ etetn

- / (VE(e)). Bu(er (7)) dif
[0,1]

dXFT

L1-presque partout t € [0, T].
Donc on définit p est une solution de superposition du (PDE).

Théoréme 4.1 (Principe de superposition). Si y; € .4, (T?) peut résoudre le (PDE), alors
e est une solution de superposition c’est-a-dire qu’il existe unn € My (T xT'p) tel que py =
pour tout t € [0,T7].

La preuve de ce théoreme se décompose comme 2 étapes. En la premiere étape, on mollifie
[t par rapport a une gaussienne pour obtenir une famille tendue des mesures dont tous ses
éléments ont la méme masse. Alors on peut utiliser la compacité séquentielle pour choisir une
certaine 1 pour montrer que ;] = ;. Dans la deuxiéme étape, on vérifie que 7 est concentrée sur
Pensemble des couples (x, ) tels que 7 est une solution de (ODE) qui est absoluement continue,
avec 7(0) = z, c’est-a-dire que p; est vraiement une solution de superposition.

Démonstration. Etape 1 (Mollification )
On mollifie y; et by comme on a fait dans la section 2.2. On a

b *
€ € 1t H,t*Pe
= * = et te
Hiyg 2= Hit * Pe ’ Lt e,
€ .__ € € .__ €
Mg = Nz,thrd ) bf := bl,t‘ﬁrd

Alors, on a b€ € L([0, T]; WH(T?; R?)) et bS est lisse.
d € €, € d
it Da(biug) = — i+ pe + (Dy - brpe)  pe = 0 (36)
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parce que i est une solution de (PDE). Et ici, on revient au cas lisse pour le champ de vecteur
b®.

d
(PDE?) s + Dy(bjuy) =0 avectel

"(t) = bE(t, z(t
(ODE’) (1) (t2()) avec o € T¢
x(0) = g
Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz et la théoréeme 3.2, on a
pg = X, -)gut (37)
Ensuite, on définit
776 = (m7X€(7$))ﬁM8 (38)

(1)ee)o,1] est bornée parce que g est bornée et

n°| = u§(T)
= / / pe(x — y)dpuo(y)dx
[07 [d Rd

:/[Ol[d /dee(u)dUd:uO(y) T=ytu
= 11o(T%)

Par la proprosition 2.1 , il existe une fonction convexe croissante telle que,

O(x)
— — 400
x T—r+400

T
0 JTd
on suppose v = p(x — -)u; et utilise I'inégalité de Jensen
O(|bi¢(x)]) i (@)

_ fRd ’ble,t(y)‘Pe(m —y)du(y) . B
- < Jra pe(z — y)dpi i (y) > /]Rd pe(r — y)dui(y)

< [ e

_ /Rd (15, (v))pe (& — y)dpu s (y)
= (O(by¢|)ure) * pe().
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On definit
U(z, Jo ©(ADdt  si e AC([0, T]; TY)
+00 si v e\ AC([0, T]; T4)

et definit \I/(y) := W(erd,7y) pour chaque v € I'r. C’est une fonction coercive. En fait, pour

chaque ¢ positive, on prend A = {¥ < ¢},

sup\Il = sup/ O(|vi)dt < c (39)
’YGA yEA

En utilisant la proposition 2.1, (;Y)’Y ¢ i est uniformément intégrable. Donc (’y)7 i est équicontinue,
par la proposition 2.2 et

() — ()] < / "Wt vay (40)

On a aussi (’Y)ve 7 est uniformément bornée, alors A est compact par théoreme d’Ascoli.
Donc A = {¥ < ¢} est compacte aussi, ¥ est une fonction coercive.

T
L. ehan.y
T
= [ [ elbixe(e.aiduo(ear
Td JO
T
= [ [ eltitwlai )
0 Td
T
< /[ Ol peyazat

T
- / / /<@<|bz,t<y>|m,t<y>>pe<m—y)dydxdt
o Jop Jrd
T
< / O (|be () ) g ()t
0 Td

alors, [ Wdn® est uniformément bornée pour Ve € (0, 1), donc en appliquant le théoréme 2.5,
(1)e€)0,1] est une famille tendue des mesures qui ont la méme masse Ve €]0,1[. En appliquant
le théoreme 2.4(Prohorov) on obtient que (1)ccjo,1| relativement séquentiellement compact par
rapport a la convergence étroite.

alors, il existe suite (€, )nen qui tends vers 0 et une mesure 7 sur 'espace T¢ x I' telle que

nr =, (41)

Ten

lorsque n — oo. Donc p/ — pl, par la formule (35).

D’autre part,
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[ooa = [ et

Donc pf* = p§.

Parce qu’on a
Hi = Ht * pe —
e—0

dans D'(T4) . Alors p) = pu.

Etape 2 (p/ est une solution de superposition)
Il suffit de vérifier que

t
[ h=o- [ brhdslin=0 vte o1
TdxTp 0
D’abord,on va prouver que Ve € C(T4), on a
t T
[ b =o [ et < [ [ b - s)dntos
TdxTp 0 0o Jrd
Ensuite , comme C(T?) est dense dans L!(v;[0,7] x T%), avec
T
[ et = [ [ etsnduos
[0,T] x T4 0 Jrd
alors on peut choisir ¢” € C(T?) telle que ¢ — b dans L' (v; [0, 7] x T9).
t
[, 1o —o= [ bue)dslantz. )
TdxTp 0

t
_  lim (t) — 2 — /0 ca((s))ds|dn(z, )

n—-+o0o TdxTp

IN

T
lim /0 » |b(s) — c(s)|dus(x)ds =0.

n—-+o0o
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Il nous reste a montrer l'inégalité (43). En fait,

L. b0 =e= [ ea@)dsin .y
SAJWM%W%M%W%@

< // |bé(x) — cSa|dus (z ds—i—// lcs(x) — cix|dus(x)ds
Td

s/ m4>wmmm]/ms — claldp (x)ds
0 d

avec  cf:= C“tft*pé ¢ uniformément sur T™. Alors on obtient (43).
€E—
Donc 7 est concentrée sur I’ensemble des couples (x, ) tels que v est une solution de (ODE)
qui est absoluement continue, avec y(0) = z, donc p; est une solution de superposition. ]

5 ODE VS. PDE

Finalement, on termine ce texte par la démonstration du théoreme 1.1 en utilisant le théoreme
4.1.

Démonstration. On montre d’abord I'implication (b) = (a). Pour chaque z € A , on choisit
i = 0. S’il existe 2 solutions différentes X (¢) et Y (¢) du (ODE) avec X (0) = Y (0) = x . Alors
Vi € C(TY),

jt/w @d(SX(t) = %(@(;{(t»)
= be(X(t) VE(X ()
= /bt V@d(sX(t)

Donc, dx () est une solution a valeurs des mesures du (PDE) avec la valeur initiale d,. Similai-
rement, on peut prouver que dy ;) est encore une solution du (PDE) avec la valeur initiale 6.
Alors,
5Y(t) = 5X(t) = X=Y.
Réciproquement, par le principe de superposition, on peut représenter chaque solution
par une solution de superposition. Donc il existe une mesure 7 concentrée sur I’ensemble des
couples (x,7) tels que 7 est une solution de (ODE) qui est absoluement continue telle que

/Td pdpy = /Td (/FT w(v(t))d%(v)) dpo(z) (44)
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avec 1, est la mesure de probabilité concentrée sur ’ensemble des solutions absoluement continue
du (ODE) qui commence par z. Lorsque a est satisfiée, les mesures 7, sont uniques pour tous
x € A. (En fait, 1, est la masse de dirac concentrée sur le unique chemin qui résout le (ODE)).
Donc la solution (de superposition) de (PDE) est aussi unique.

O

Remarque 5.1. La définition de p ne dépend pas de x, qui nous conduit de penser sa projection
de n sur I'r séparament. D’autre part, on peut aussi considérerles mesures o sur I'r, qui sont
concentrées sur l’ensemble des solutions du (ODE), avec la condition initiale x fixée. Ces 2
points de vues sont équivalentes parce que si on se donne une mesure n sur ’espace T¢ x 'y, on
peut construire o par projeter n sur I'r. Si on se donne une n, on peut considérer la probabilité
conditionnelle 1, concentrée sur ’ensemble des solutions du (ODE) qui commence par x et est
induit par la variable aléatoire ey : v — v(0) dans T et par la loi i, c’est-a-dire que

/MFT o(x,y)du(z,v) = /w (/FT go(a:,'y)dnx(y)> dfi(z). (45)

6 Conclusion

La partie la plus intéressante dans ce texte est le principe de superposition, qui est prouvé
par la méthode de mollification et le théoreme de Prohorov. De plus, on le démontre dans la
situation compacte (T¢), qui s’agit des solutions Z%périodiques. Ce qui est le plus difficile, c’est
que l'on doit relever T¢ & R? pour bien régler tous les calculs, surtout la convolution entre
une fonction de plateau Z?-périodique définie sur R? et une mesure (distribution) sur T?. Dans
l'article original de L.Ambrosio (cf la référence [1]), il manque la démonstration de I'unicité
des solutions du (PDE) si by est lipchitzienne. Et on retrouve sa preuve dans la référence [2]
(proposition 8.1.7). L’unicité dans le cas T est impliquée par P'unicité dans le cas R, donc on
le fait directement dans R%. En point de vue de la géométrie riemanienne, T? peut se plonger
dans un espace euclidien. Donc le principe de superposition est possible d’étre généralisé pour
les variété compacte abstraite.

Le théoreme d’Ambrosio nous donne une méthode pour déterminer si les solutions de (PDE)
sont uniques dans une situation assez générale, a l'aide de I’équation différentielle ordianaire
qui ont le méme champ de vecteur. Mais son application n’est pas assez extensive parce que le
probleme de I'unicité pour les systemes planaires est connii seulement dans les situations assez
spéciales, par exemple b est Lipschitzienne ou b posseéde d’autre régularité (cf les pages 12-18
de la référence [1]).
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