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Résumé

Les espaces projectifs a coordonnées définies sur un corps sont fort
connus et vérfient un certain nombre de propriétés. Néanmoins, ce n’est
pas la seule fagon de définir un plan projectif. On peut aussi les voir
comme un ensemble de points et de droites qui vérifient un certain nombre
d’axiomes (approche d’Euclide). Les axiomes qu’on impose alors sont véri-
fiés par les plans projectifs issus de ’algébre linéaire. Néanmoins, les plans
issus de l'algébre linéaire ne sont pas nécessairement les seuls & vérifier les
axiomes qu’on fixe. On verra d’abord qu’il existe un systéme d’axiomes qui
redonne exactement les plans projectifs habituels. On verra aussi qu’on
obtient des plans projectifs avec une certaine régularité lorsqu’on affaiblit
(mais pas trop) les axiomes. On découvrira une corrélation entre les pro-
priétés géométriques du plan et les propriétés algébriques de ’ensemble
des coordonnées. Ceci nous donnera ’occasion de découvrir des plans pro-
jectifs & coordonnées dans un objet un peu moins régulier qu’un corps et
de mettre le jour sur les algébres d’octonions. On verra enfin qu’il existe
trés peu de plans finis exotiques dans un sens qu’on verra. On obtiendra
un début de classification des plans projectifs axiomatiques, plus préci-
sément on aura une classification claire de plans projectifs axiomatiques
suffisamment réguliers.



Premiére partie

Plans projectifs habituels et
axiomes qui suffisent pour les
retrouver

1 Les plans projectifs habituels

Soit K est un anneau a division (i.e. un corps qu’on ne suppose pas comimu-
tatif). On remarque que les bases des espaces vectoriels sur K ont les mémes
propriétés que lorsque K est commutatif (c’est-a-dire que les bases de K> ont
toutes trois éléments, et les plans vectoriels de K sont engendrés par n’importe
quelle paire de vecteurs linéairement indépendants qu’ils contiennent).

Définition K* agit sur K par multiplication & gauche \.(z1, x2, 3) = (Az1, Axo, Ax3)
On pose P»(K) = K3/K*
On peut le voir comme I’ensemble des droites vectorielles de K.
Les droites (projectives) de P»(K) sont définis comme les images des plans
vectoriels de K3 par 'application quotient.

Coordonnées Chaque point de P>(K) est repéré par ses coordonnées ho-
mogénes, c’est-a-dire par (z : y : z) ou x,y,2 € K et ne sont pas tous les
trois nuls. Les coordonnées homogénes sont définis & multiplication a gauche
par un scalaire non nul prés. Ils correspondent aux coordonnées de n’importe
quel point de 'image réciproque par ’application quotient du point considéré
du plan projectif.

Forme linéaire sur K° 1l faut faire attention lorsqu’on travaille avec des
corps non commutatifs, d’otl la nécessité de ce paragraphe. Toute forme linéaire
non nulle sur K3 est de la forme (x,vy, 2) — za+yb+ zc ou (a,b,c) # (0,0,0).
Le noyau d’une forme linéaire est un plan vectoriel. Et pour tout plan, les
coordonnées (a, b, ¢) de la forme linéaire qui ’annulent existent et sont définis &
multiplication & droite par un scalaire non nul prés.

Plan dual Ainsi, 'ensemble des droites de P>(K) s’identifie & un plan projectif
sur K.



2 Ce qu’on demande a n’importe quel objet qui
pourrait s’appeler plan

2.1 Définition

Uun plan IT est un couple (P, D) ou P est un ensemble de «points » de cardinal
au moins 3 et D est un ensemble de cardinal au moins 3 de parties & au moins
deux éléments de P, dont les éléments sont appelés «droites ».

Les restrictions au niveau de la cardinalité des deux ensembles sont raison-
nables car on veut exclure le cas de plans réduits a une seule droite.

2.2 Axiomes

On veut pouvoir pouvoir définir une droite par deux points distincts du plan,
c’est-a-dire parler de la droite (AB).

Axiome 1 (P1) Par deux points distincts, il passe une droite et une seule.
Ainsi, on demande tout simplement le fait suivant : ’ensemble des paires de
points se surjecte dans I’ensemble des droites par ’application qui & une paire
de points donne 'unique droite qui passe par cette paire de points. On appelera
cette application incidence.
Cet axiome est ce qu’il y a de plus minimal pour qu’un couple (P, D) puisse
s’appeler plan.

Remarque Dans ce sens, P»(K) est un plan.

3 Plan projectif général

L’axiome (P1) donne un objet trop général. On énoncera les axiomes pour
mettre en oeuvre un concept de base supplémentaire qu’auront tous les plans
qu’on étudiera : la dualité.

3.1 Dualité

Cela consiste a pouvoir interchanger les notions de point et de droite. Soit IT
un plan. On notera IT* son plan dual. Les points de II* sont alors les droites de
IT et les droites de IT* sont les points de II. Expliquons comment c’est possible.

Si d est une droite de II, elle est définie comme I’ensemble des points qui
appartiennent & d. On dira qu'un point A et qu’une droite a sont incidents
lorsque A € a. Ainsi, une droite d de II est ’ensemble des points de II incidents
ad.

Renversons la situation. On appelera droite duale de I définie par un point
A comme ’ensemble des droites de II incidentes au point A.

Les droites duales de II sont donc en correspondance bijective avec les points
de II.



Ainsi, si IT est un plan tel que les droites duales sont toutes des ensembles &
au moins deux éléments, on définit :

Définition Le plan dual IT* de II est un plan tel que ses points sont les droites
de II et ses droites sont les droites duales de II.

On remarque immédiatement que le dual du dual s’identifie au plan de départ
(cette identification préserve toutes les relations d’incidence).

Etant donné un énoncé relatif & un plan donné, on appelera énoncé dual, le
méme énoncé relatif & son plan dual.

3.2 Axiomes

Si IT est un plan au sens de I’axiome (P1), on aimerait que IT* le soit aussi.
Cela revient & demander que I’ensemble des paires de droites se surjecte dans
Pensemble des points, c’est-a-dire 'axiome suivant qui est le dual de (P1) :

Axiome 2 (P2) Deux droites distinctes se coupent en un point et un seul.

Il est aussi nécessaire de vérifier que par chaque point il passe au moins deux
droites. Pour cela, il suffit qu’il existe un triangle (c’est-a-dire trois points non
alignés). Remarquons que cet énoncé est équivalent a son dual modulo (P1) et
(P2) : il existe un trilatére (c’est-a~dire trois droites non concourantes). Il suffit
de choisir deux droites distinctes d; et ds, de prendre A leur point d’intersection
et de choisir B et C deuxiémes points respectivement sur dy et sur do. A, B, C
sont alors non alignés.

On appelera plan projectif général un plan qui vérifie (P1) et (P2). On
rajoutera encore des axiomes 4 cette liste un peu plus loin.

Remarque P,(K) est donc un plan projectif général.

3.3 Insatisfaction

A premiére vue, 'objet qu'on a défini ne semble méme pas décrire le plan
de la vie réelle, car n’a pas de droites paralléles et que peut-étre avoir la dualité
était de trop... On verra un peu plus loin qu’on n’a rien perdu et que la dualité
vient naturellement.

3.4 Exemples et axiomes supplémentaires
3.4.1 Axiome du quadrangle

On a déja vu que tout plan projectif général posséde un triangle (c’est-a-
dire trois points non colinéaires). Mais, il n’est pas certifié qu'un plan projectif
général posséde un quadrangle (quatre points, trois & trois non alignés). Dans la
suite, nous nous intéresserons seulement aux plans projectifs généraux vérifiant
I’axiome supplémentaire suivant :



Axiome du quadrangle (P3) Il existe un quadrangle (quatre points, trois
a trois non alignés).

On remarque que (P3) est équivalent & son dual (axiome du quadrilatére)
modulo les axiomes (P1) et (P2)

Remarque Cette axiome est vérifié dans P(K) : il suffit de prendre les points
(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)et (1:1:1).

3.4.2 Plan projectif général

On appelera désormais plan projectif général tout plan vérifiant les axiomes
(P1), (P2) et (P3).

3.4.3 Liste des plans vérifiant (P1), (P2), non-(P3)

On les appelle les plans dégénerés.

Le triangle Plan constitué de trois points non alignés et des droites joignant
ces trois points (trois points et trois droites)

Le triangle enrichi On peut dans le plan précédemment défini choisir une
droite et rajouter autant de points qu’on veut dessus, ainsi que les droites qui
joignent les points rajoutés au point qui n’est pas sur la droite.

Rien d’autre On a déja remarqué qu’il existe toujours trois points formant
un triangle. On a décrit ci-dessus ol peuvent se trouver les autres points et les
droites pour que le plan vérifie non-(P3). Remarquons déja que dés qu'’il existe
un point extérieur aux droites formant le triangle, le plan vérifie (P3). Puis, on
remarque facilement que dés qu’il existe des points supplémentaires sur deux des
droites formant le triangle, on trouve facilement un point extérieur aux droites
formant le triangle.

On remarque aussi que (P3) est équivalent au fait que pour tout triangle on
peut trouver un quatriéme point de sorte & obtenir un quadrangle.

On en déduit que pour un plan projectif vérifiant (P1), (P2) et (P3), toute
droite contient au moins trois points. De plus, toute droite contient le méme
nombre de points. On voit aussi qu’une droite duale a le méme nombre de
points qu’une droite. Et si chaque droite contient ¢ + 1 points, alors le nombre
total de points du plan est g(¢+1) +1 = ¢?> + ¢+ 1, c’est aussi le nombre total
de droites. ¢ peut prendre des valeurs a priori quelconques, mais dans le cas des
plans projectifs usuels finis, ¢ est une puissance d’un nombre premier.

En fait, les plans projectifs vérifiant (P1), (P2) et (P3) apparaiteront natu-
rellement & partir des «plans de la vie réelle ».



Remarque Le plus petit des plans usuels (c’est-a-dire celui qui a le moins de
points) est Py(F3), le plan de Fano, qui a 7 points et 7 droites. C’est d’ailleurs
aussi le plus petit plan vérifiant les axiomes donnés ci-dessus. On peut le vérifier
de fagon combinatoire.

4 Plan affine

Le but est de remarquer que les plans affines ne donnent pas d’objets vrai-
ment nouveaux par rapport aux plans projectifs. Leur étude se raméne donc a
I’étude des plans projectifs.

4.1 Axiomes

Donnons les axiomes les plus fondamentaux que vérifie le plan de la vie réelle.
Dans notre cadre d’étude, on appelera plan affine général un plan vérifiant
les axiomes ci-dessous. On demande déja I’axiome (P1) qu’on appelera ici (A1).
On dira que deux droites [ et m sont paralléles lorsque soit I = m soit [ et m



n’ont aucun point en commun. On remarque que (A1) implique que deux droites
distinctes ont au plus un point d’intersection. On peut dire : deux droites non
paralléles ont un point d’intersection et un seul.

Axiome 2 (A2) Pour un point P et une droite [ donnés, il existe une unique
droite m paralléle & [ et passant par P.

On en déduit que le parallélisme entre droites est une relation d’équivalence.

Dans un plan projectif, si on choisit une droite et un point extérieur a cette
droite, on a une bijection par incidence entre la droite et la droite duale. Ce que
cet axiome raconte c’est que dans un plan affine c’est pareil si on prive la droite
duale de la droite paralléle & la droite considérée.

On remarque aisément que dans tout plan affine il existe un triangle (c’est-
a-dire trois points non alignés).

4.2 Plan affine réalisé dans le plan projectif

Donnons-nous un plan projectif, et choisissons une droite d, qu’on appelera
«droite & l’infini ». Enlevons cette droite & l’ensemble des droites et tous les
points incidents & cette droite & I’ensemble des points. Les droites sont alors
les anciennes droites auxquelles on a enlevé le point d’intersection avec deo.
L’ensemble des nouvelles droites est en bijection avec I’ensemble des anciennes
droites privé de d.,. Assurons-nous qu’on obtient ainsi un plan affine. On a
toujours un plan, car il y a toujours au moins trois points, au moins trois droites
et chaque droite posséde au moins deux points. Lorsqu’on a deux points A et
B, la droite (AB) n’est pas do, donc (Al) est vérifie. (A2) est vérifié, car deux
droites sont paralléles SSI leur point d’intersection se trouvait sur d...

4.3 Plan projectif comme complétion d’un plan affine

Donnons nous un plan affine. Remplagons I’ensemble des points par la réunion
disjointe de I’ensemble des points initial (les points «a distance finie ») et de
Pensemble des classes d’équivalence des droites paralléles (les points «a I'infini
»). A chaque droite, on rajoute le point correspondant & la classe d’équivalence
dont la droite en question fait partie, qu’on appelera «point & 'infini » de la
droite. On rajoute enfin a 'ensemble des droite une «droite a Iinfini » do, dont
les éléments sont les classes d’équivalence de droites paralléles. Etant donné que
dans un plan affine il existe un triangle, d,, contient au moins trois points.
Toute autre droite, aussi, contient au moins trois points : au moins deux points
«a distance finie » et un point «a ’infini ».

Le plan obtenu vérifie (P1). C’est une conséquence de (A1) si on prend deux
points & distance finie. C’est une conséquence de (A2) si on prend un point &
distance finie et un point & Uinfini. C’est vrai par définition de d., si on prend
deux points & 'infini.

Le plan obtenu vérifie (P2). Si on prend deux droites différentes de d.,
si elles ne sont pas paralléles leur point d’intersection correspond & leur point



d’intersection dans le plan affine initial, si elles sont paralléles leur point d’in-
tersection correspond & leur classe d’équivalence. Si on prend une droite et dqo,
le point d’intersection est le point & ’infini.

Le plan obtenu vérifie (P3). On peut déja prendre un triangle ABC' constitué
de points & distance finie. Ensuite, on prend la droite d passant par A et paralléle
a (BC). Et on prend sur d un deuxiéme point a distance finie D. Alors ABCD
est le quadrangle dont on a besoin.

4.4 Conclusion

L’étude des plans affines revient & l’é¢tude des plans projectifs dont on a
choisi une droite a l’infini. D’otu le choix de travailler dans des plans projectifs
uniquement.

5 Isomorphisme entre deux plans projectifs gé-
néraux

On dira que deux plans projectifs généraux E et F' sont isomorphes lorsqu’il
existe une bijection entre leurs ensembles de points f et une bijection entre leurs
ensembles de droites g telles que A € F est incident & d € E si et seulement si
f(A) est incident & g(d).

Il est clair que g est entiérement déterminée par f et réciproquement. On
peut donc de fagon équivalente demander que f soit une bijection et que A, B, C'
sont alignés SSI f(A), f(B), f(C) sont alignés (sans parler de g).

Les automorphismes d’un plan projectif général donné forment bien entendu
un groupe.

On appelera collinéation un isomorphisme ainsi défini.

Question Est-ce qu'un plan projectif général est toujours isomorphe & son
dual ?
On n’a pas su répondre a cette question.

5.1 Collinéations particuliéres : les perspectives

On va s’intéresser aux éléments du groupe des automorphismes d’un plan
projectif général II.

Propriété Soit f une autocollinéation qui fixe les points de deux droites d et
d'. Alors f est I'identité.

Preuve On montre que tout point est fixe selon le schéma suivant :



On montre que le point D est fixe.

Définition Une autocollinéation différente de I'identité est dite perspective
s’il existe une droite d dont elle fixe les points. Cette droite est dite axe de la
perspective.

Remarque Une droite qui joint un point (non fixe) avec son image par une
perspective est fixe par cette perspective.

Remarque Si O est un point fixe extérieur a d alors toute droite passant par
O est fixe.

Remarque Toutes les droites fixes différentes de d sont concourantes. Il existe
une droite fixe différente de d.

Théoréme Une perspective f (d’axe d) réalise aussi une perspective sur le
plan dual.

Preuve 1l suffit de montrer qu’il existe un point O, qui sera appelé centre de
la perspective, telle que f fixe toutes les droites passant par O (ATTENTION :
pas les points des droites, les points sur une droite passant par O peuvent bouger
mais en restant sur la droite).

Soit A un point extérieur a la droite d.

1) Si A n’est pas fixe, alors (Af(A)) est fixe. Mais il existe un point B
extérieur & d et & (Af(A)). B n’est pas fixe, car sinon toute droite passant par
B est fixe, et en intersectant avec (Af(A)), tout point de (Af(A)) est fixe et
donc f est identité, contradiction. (B f(B)) est une droite différente de (Af(A))
et est fixe. Soit O = (Af(A)) N (Bf(B)). Alors O est le point voulu.

2) Si A est fixe. O = A est le point voulu.



Remarque On appelle translation une perspective dont le centre se trouve
sur I’axe. Elles sont appelées élations dans certaines référnces. Elle n’a pas de
points fixes ailleurs que sur ’axe. On peut alors voir ’axe comme la droite &
I'infini et le centre comme la direction de la translation.

Les perspectives qui ne sont pas des translations peuvent étre vues comme
des homothéties si on choisit toujours ’axe pour droite & Iinfini. Elles sont
appelées homologies.

On peut vérifier qu’on obtient exactement ces transformations la avec les
plans projectifs usuels (c’est-a-dire sur un corps).

Remarque L’existence des perspectives pour un plan projectif général donné
est I'objet de la partie suivante. On peut remarquer que 1’énoncé d’existence
d’une perspective est équivalent & son énoncé dual modulo les axiomes d’un plan
projectif général. On peut aussi remarquer que ’existence d’une perspective
d’axe d et de centre O pour tous d et O est vérifiee dans un P»(K). Si on
définit un espace tridimensionnel projectif muni des seules axiomes d’incidence,
analogues a celles données ci-dessus pour un plan, on vérifie aisément I’existence
d’une perspective d’axe d et de centre O pour tous d et O. Ainsi, les plans
exotiques avec lesquels on fera connaissance dans la partie suivante ne peuvent
pas vivre dans un espace projectif tridimensionnel.

Remarque L’ensemble des perspectives réuni avec l'identité ne forme pas en
général un sous-groupe du groupe des autocollinéations.

Toutefois, si on choisit une droite d. L’ensemble des perspectives d’axe d
réuni avec l'identité forme un sous-groupe du groupe des autocollinéations :
le groupe des perspectives d’axe d. L’ensemble des translations d’axe d est un
sous-groupe du groupe des perspectives d’axe d : le groupe des translations d’axe
d (preuve facile : il faut faire une petite construction). Dans ce document, on
supposera toujours que pour toute droite d, le groupe des translations d’axe
d agit transitivement sur les points extérieurs a d. Sous cette hypothése, on
vérifie que ce dernier groupe est abélien. La figure suivante montre que deux
translations de centres différents communtent :
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Pour montrer que deux translations de méme centre commutent, il suffit
d’écrire 'une des deux comme composée de deux translations de centres diffé-
rents.

Pourquoi les perspectives? 1l s’agit, en un certain sens, des collinéations
les plus simples. Il y a trois fagon de le comprendre :

— Elles s’obtiennent & partir des premiéres collinéations auquelles on pense :
les projections centrales d’un plan sur un autre plongés dans un espace
tridimensionnel

— (C’est les seules collinéations qui ont un sens affine : on peut considérer
la droite qu’on fixe comme la droite & l'infini. Ainsi, on considére les
collinéations qui agissent sur les points « & distance finie » d’un plan affine
obtenu en choisissant une droite & 'infini quelconque et qui préservent
les directions des droites

— Dans le cas d’un plan projectif standard (sur corps), c’est des collinéations
qui ont une expression matricielle particuliérement simple dans une base

1 0 0
bien choisie, & savoir elle sont sous la forme [ 0 1 0
0 0 «

6 Propriétés vraies

6.1 Théoréme de Désargues

Le théoréme de Desargues est vrai dans Po(K).
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Enoncé (affine) Soient ABC et A’B’C’ deux triangles dans le plan affine, sans
sommets communs et tels que (AB)//(A’B’) , (BC)//(B’C’) , (CA)//(C’A)
Alors les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont paralléles ou concourantes.

Preuve Ce résultat se déduit du théoréme de Thalés et de sa réciproque.

Enoncé(projectif) Soient ABC et A’B’C’ deux triangles dans ’espace pro-
jectif, sans sommets communs et tels que les droites (AA’), (BB’), (CC’) soient
distinctes. On note : P = (BC)N(B’C’) , Q = (CA)N(C’A’) , R = (AB)N(A’B’)
Alors P, Q, R sont alignés si et seulement si (AA’), (BB’), (CC’) sont concou-
rantes.

Preuve On choisit la droite (PQ) comme droite & I'infini et on se rameéne a la
version affine du théoréme.

6.2 Théoréme de Pappus et commutativité

Le théoréme de Pappus est vrai dans P»(K) lorsque K est commutatif.

Enoncé(affine) Soient D et D’ deux droites affines distinctes dans un plan
affine, dont le corps associé est commutatif. Soient A, B, C € D et A’, B, C’
€D’ tels que (AB’)//(A’B) et (BC’)//(B’C). Alors, (CA’)//(C’A).

Preuve

— Cas 1 :supposons D non paralléle & D’. Posons O = DND’
Soit hy ’homothétie de centre O telle que hq(A)=B.
Soit hy ’homothétie de centre O telle que hy(B) = C.
Alors hy(B’)=A’(car (AB’)//(BA0)) et ho(C’)=B’ car (BC")//(B’C).
Comme K est un corps commutatif, hy ho = ho hy. Posons hs cette ho-
mothétie.
hs(A) = he h1(A) = h2(B) = C.
hs(C’) = h1 ha(C)=h1(B’) = A’.
Finalement (AC’) a pour image (A’C). L’homothétie conserve le parallé-
lisme, d’ou le résultat.

— Cas 2 :supposons D paralléle & D’. On procéde de la méme maniére en

— —

composant les translations de vecteur AB :B’A’etB? =C'B’.
On a alors : AC' =AB BC =B'A' +C'B' =C"A'done AC =C'A/,
Finalement,(AC’)//(A’C).

Enoncé(projectif) Soient D et D’ deux droites projectives distinctes dans le
plan projectif. Supposons que A, B, C € D\DO et A’, B’, C’ € D'\D, A, B, C
distincts 2 & 2, A’, B’, C’ distincts2 a 2. Alors les points (AB’) N (A’B), (BC’)
N (B’C) et (CA’) N (C’A) sont alignés.
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Preuve On se raméne au cas affine en prenant la droite (af) ot oo = (A’B)N
(AB') et 8= (BC")N (B’C) comme droite a 'infini.

Remarque En regardant la preuve, on remarque qu’il y a équivalence entre
P,(K) vérifie Pappus et K commutatif.

7 Les seuls plans arguésiens sont les plans pro-
jectifs usuels

7.1 Si on suppose le théoréme de Desargues vrai...

Rappel de I’énoncé (axiome de Desargues) Si ABC et A’B’C’ sont deux
triangles (c’est-a-dire A, B, C' et A’, B/, C' ne sont pas alignés, A # A’, B # B/,
C #C' (AB) # (A'B’), (BC) # (B'C"), (CA) # (C'A"), la droite (AA") ne
contient aucun des points B, B’, C, C’ et de méme pour les lettres B et C).
Alors (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes si et seulement si (AB) N (A'B’),
(BC)N (B'C), (CA)N (C'A") sont aligneés.

Remarque Les deux sens du théoréme de Desargues sont duaux 'un de
lautre. On peut d’ailleurs remarquer qu’ils sont équivalents modulo les axiomes
d’un plan projectif général.

7.1.1 Existence de perspectives

Soit IT un plan projectif général.

Si on suppose qu’il existe une perspective f d’axe d, de centre O et qui envoie
A sur A’, pour un point A différent de O et qui ne se trouve pas sur d, on voit
immeédiatement que f est la seule perspective & vérifier ces propriétés. C’est-a-
dire qu’une perspective est uniquement déterminée par son axe, son centre et
I'image d’un point extérieur & ’axe et au centre.

On remarque que pour un plan projectif usuel, étant donné une droite d, un
point O, un point A différent de O et tel que A ¢ d et un point A’ € (OA)
différent de O et de A et tel que A’ ¢ d, il existe toujours une perspective d’axe
d, de centre O et qui envoie A sur A’. On se dit qu’il est raisonnable de demander
4 un plan cette propriété d’existence, si on veut avoir un plan plus ou moins
raisonnable.

On va voir que cette propriété suffit pour qu’un plan soit plan projectif usuel.

Soit une droite d, un point O.

Axiome des perspectives O—d (propriété de transitivité) Soit un point
A différent de O et tel que A ¢ d et un point A" € (OA) différent de O et de
A et tel que A’ ¢ d, alors il existe une perspective d’axe d, de centre O et qui
envoie A sur A’
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Terminologie On dit qu'une plan est O — d transitif lorsqu’il vérifie I’axiome
des perspectives O — d. On dira qu'un plan vérifie I’axiome des perspectives
lorsqu’il est O — d transitif pour tout point O et toute droite d.

7.1.2 Formes équivalentes de ’axiome des perspectives

Axiome des perspectives®* Soit un point O, un point A différent de O, un
point A" € (OA) différent de O et de A, une droite I ne passant pas par A ni
par O et une droite I’ ne passant pas par A’ ni par O et différente de [, alors il
existe une perspective de centre O et qui envoie A sur A’ et [ sur I’.

On voit facilement qu’une perspective ainsi définie est unique.

Perspective = Perspective* On se donne O, A, A’, [, I'. On réalise la

construction comme sur la figure.
O
A —_—
I
‘ k
On sait qu’il existe une perspective d’axe (FC), de centre O qui envoie A sur

A’. 11 suffit de montrer qu’elle envoie [ sur I’. Par construction, le point B est
envoyé sur le point F, et le point C est fixe. D’ou le résultat.

Perspective* = Perspective On se donne O, d, A, A’. On réalise la construc-
tion comme sur la figure.

14



On sait qu’il existe une perspective de centre O, qui envoie A sur A’ et (DB)
sur (DB’). 1l suffit de montrer que son axe est d. Or, par construction, elle fixe
les points D et C.

7.1.3 Axiome des perspectives = Axiome de Desargues

Soient ABC et A’B’C’ deux triangles tels que (AA’), (BB'), (CC") concourent
en O. 1l existe alors une perspective de centre O qui envoie A sur A’ et (BC') sur
(B’C"). Cette perspective envoie donc B sur B’ et C sur C’. Cette perspective
envoie (AB) sur (A'B’) et (CA) sur (C'A’). Donc, les points (AB) N (A’B’),
(BC)N (B'C"), (CA)N (C'A’) se trouvent sur I’axe de la perspective et donc
sont en particulier alignés.

7.1.4 Axiome de Desargues = Axiome des perspectives

Soit la configuration de I’axiome des perspectives. Soit B un point ex-
térieur & (OA) et & d. On définit le point B” = (AB) Nd et puis le point
B’ = (A’B”)N(OB). On définit une application f du plan dans lui-méme, dont
le caractére bijectif est immédiat, en disant que O et tous les points de d sont
fixes. Pour un point C extérieur & (OA) et & d, on construit f(C) comme on
construit B’ a partir de B. Enfin, on la définit sur (OA) & partir des points B,
B’. En particulier, f(A) = A’ et f(B) = B'.

Il reste & montrer que f est une collinéation.

Soient X,Y deux points non alignés avec O et extérieurs a d. On montre que
le point d’intersection de (XY) et (f(X)f(Y)) se trouve sur d. Il y a plusieurs cas
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a distinguer et le théoréme de Desargues & utiliser.

Soient P;, Py, P3 trois points alignés. Si (P, P») passe par O ou est égale a la
droite d, le fait que les images sont alignées est clair. Si un des points appartient
a d c’est le paragraphe précédent. Si ce n’est pas le cas, il suffit de nommer Py le
point d’intersection de (P;P») et d, et de considérer les parties & trois éléments
de {Py, P3, P5, Py} contenant Pj.

Raffinement En regardant la preuve, on remarque 1’équivalence pour une
droite [ et un point O : un plan est O—1[ transitif SSI pour toute paire de triangles
pour lesquels les droites joignant les sommets correspondants se coupent en O
et les points d’intersections entre deux des trois paires de cotés correspondants
se trouvent sur [ alors le point d’intersection de la troisiéme paire de cotés
correspondants se trouve sur [ (petit O — [ Desargues).

7.1.5 Axiome des perspectives = Plan projectif usuel

Soit IT un plan projectif général vérifiant laxiome des perspectives (ou
laxiome de Desargues, c’est pareil). On va montrer que c’est un plan projectif
usuel sur un corps.

On va commencer par choisir une droite d du plan.

Structure de groupe abélien sur II\d Notons 7T le groupe abélien des
translations d’axe d. Soit A € II\d. On identifie chaque point de IT\d avec la
translation qui envoie A sur ce point. On a ainsi une structure de groupe abélien
sur IT\d, dont I’élément neutre est A, et dont on notera la loi +.

Construction du corps : définition de ’ensemble sous-jacent Soit [
une droite qui passe par A. On pose K = [\(lNd). On pose 0 = A. On choisit
un point 1 € K\{0}.

Construction du corps : définition de la structure additive K est un
sous-groupe de IT\d pour la loi + définie ci-dessus.

Construction du corps : définition de la structure multiplicative Pour
a € K\{0}, on note h, la perspective d’axe d, de centre A qui envoie 1 sur a
(qui éventuellement est 'identité).

On identifie ainsi chaque point de a € K\{0} avec h,. Ainsi, on a identifié
K* avec le groupe des perspectives d’axe d et de centre A, qui permet de munir
K* d’une loi de groupe avec 1 pour élément neutre. Ceci nous permet de munir
K d’une loi de multiplication.

Construction du corps : vérification des axiomes de corps non trivia-
lement vérifiées On veut a(b+ ¢) = ab + ac. Pour cela il suffit de montrer
que VYa € K\{0} Vz,y € TI\d ho(x 4+ y) = ha(z) + ha(y). Si (zy) ne passe pas
par A, la preuve est résumée par la figure suivante :
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Si (zy) passe par A, on dispose de u € II\d tel que v ¢ (zy). On a que
z +y € (xy). Puis, en utilisant le ler cas, hq(x +y +u) = ho(x) + ho(y +u) =
ha(x) + ha(y) + ha(u) et ho(x +y +u) = ho(x + y) + ho(u). Ce qui termine la
preuve.

Oun veut aussi (b + ¢)a = ba + ca. Pour cela il suffit de montrer que Va,b €
K\{0} Vx € II\d hgts(x) = he(x) + hp(x). On peut supposer que = ¢ K. On
a (1z), (ah.(x)) et (bhy(z)) sont concourantes en un point P de d. Donc, les
translations correspondant & . — 1, he(z) —a et hy(x) — b ont toutes pour centre
P. Donc, la translation correspondant & h,(z) + hy(z) — (a+b) a pour centre P.
Ainsi, h(x) + hp(z) est le point d’intersection de (Ax) et de la droite joignant
a+ba P, cest donc hgqp(x).

Rien d’autre & vérifier.

Construction de I’espace projectif usuel isomorphe a II On remarque
d’abord que le groupe abélien TI\d peut étre muni d’une loi de composition
a gauche par un élément de K. Pour a € K et = € II\d, on pose ax = h,(x).
IT\d est ainsi muni d’une structure d’espace vectoriel & gauche sur K. Les droites
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vectorielles de ’espace vectoriel ainsi défini sont les restrictions a IT\d des droites
passant par A. Les droites affines (translatées des droites vectorielles) sont les
restriction & IT\d des droites autres que d (translatées des droites passant par
A). On voit enfin que ’espace vectoriel obtenu est de dimension 2.

Par rajout de la droite & l'infini, II est bien le plan projectif usuel sur le
corps K.

Remarque Dans la preuve, on s’est uniquement servis de ’existence de toutes
les perspectives possibles d’un axe fixé. On peut en déduire une propriété géo-
métrique intéressante, plus précisément 1’équivalence entre les deux assertions
suivantes :

— 11 existe une droite d telle que pour tout point O, pour tout point A
différent de O et n’appartenant pas a d et pour tout point A’ € (OA)
différent de O et de A et n’appartenant pas a d, il existe une perspective
d’axe d, de centre O qui envoie A sur A’

— Pour toute droite d telle que pour tout point O, pour tout point A diffé-
rent de O et n’appartenant pas a d et pour tout point A’ € (OA) différent
de O et de A et n’appartenant pas a d, il existe une perspective d’axe d,
de centre O qui envoie A sur A’ (axiome des perspectives)

Autrement dit, étre O — d transitif pour tous les O et tous les d est équivalent
& étre O — d transitif pour un certain d et pour tous les O.

Néanmoins, prenons garde au fait qu’étre un plan a translations pour une

droite n’est pas équivalent a étre un plan & translation pour toutes les droites.

7.2 Si on suppose de plus le théoréme de Pappus

Un plan projectif usuel vérifie Pappus si et seulement si le corps de base
est commutatif. Voyons ce qui se passe lorsqu’un plan projectif général vérifie
seulement Pappus.

7.2.1 Théoréme de Hessenberg

Un plan qui vérifie le théoréme de Pappus vérifie aussi le théoréme de De-
sargues. Par conséquent, un plan projectif général qui vérifie le théoréme de
Pappus est un plan projectif usuel sur un corps commutatif.

7.3 Lorsque le corps de base est fini...

7.3.1 Théoréme de Wedderburn

Enoncé Tout corps fini est commutatif.

Preuve

1. Soit K un corps, on note Z son centre,
Z:={xe K,Vy € Kay=yx}
7 est un sous-corps de K qui est commutatif et K est un espace vectoriel
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sur Z, alors si on note q=|Z|, alors |K| = ¢ pour un certain entier d et
il suffit de monter d=1.

Soit z € K, on note Z, := {y € K, zy = yx} on a les extensions de corps
suivantes :

Z C Z, C K et alors | Z,| = q% pour un entier d, et d,|d.

2. K* agit sur lui méme par conjugaison, les éléments de K* avec une
orbite réduite & un point sont exactement les éléments du centre privé de
0, soient x1, ..., z, des représentants des orbites non réduites & un point,
la formule des classes donne alors :

|K*‘ = |Z| -1+ Z \stab(mk)|

soit :

d _ |

¢ —l=q-1+ > &
k=19 "~

1

3. On définit pour k € N le k-iéme polynome cyclotomique
o= I X —eap(2T)

rAk=1
Alors, ¢y est a coefficients entiers, et on a Vk € {1,...,n}, ¢d|X)g'jl:—11
dans Z[X] d’ou ¢4|F (X )

ol F(X):=X —1+Z AL

dzk

cela implique 1ex1stence d’un entier m tel que moy(q) = F(q) = ¢—1

d’ou |¢d(Q)| S q— 1 or |¢q‘ = lk_[ |q _ €$p(2lr7r)|
rAk=1

Or |q—exp(BZ)| > q—1sir#1
d’ott d=1 et K commutatif.

7.3.2 Conséquences pour les plans projectifs finis

On en déduit qu'un plan projectif général fini qui vérifie le théoréme de
Desargues vérifie aussi le théoréme de Pappus.

Deuxiéme partie
Affaiblissement du systéme
d’axiomes et apparition des
algébres d’octonions

Définition Un plan projectif général est dit a translations lorsque pour toute
droite d, le groupe des translations d’axe d agit transitivement sur l’ensemble
des points extérieurs & d.
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Remarque Si A, B sont deux points distincts de d, et si on suppose que le
plan est a la fois A —d transitif et B —d transitif, alors le groupe des translations
d’axe d agit transitivement sur ’ensemble des points extérieurs a d.

L’énoncé dual est : si a, b sont deux droites discinctes se coupant en D, et
si on suppose le plan & la fois D — a transitif et D — b transitif, alors le groupe
des translations de centre D agit transitivement sur les droites ne passant pas
par D.

Définition Un plan projectif est dit & translations par rapport & une droite
d lorsque le groupe des translations d’axe d agit transitivement sur l’ensemble
des points extérieurs a d.

8 Un plan & translations est un plan sur un an-
neau alterné i division

Soit IT un plan & translations. On peut alors choisir une droite d, et définir une
structure de groupe abélien G sur IT\d d’origine O, comme dans la partie 1. On
choisit une droite [ passant par O, et on s’intéresse au sous-groupe de G constitué
des éléments de I\d. Chaque point de la droite I\d est muni de coordonnées
correspondantes (g : g : 1), avec O ayant pour coordonnées (0 : 0 : 1), et un
autre point [ ayant pour coordonnées (1 : 1 : 1). Le point a l'infini de [ est muni
de coordonnées (1 :1:0). On choisit encore deux points sur la droite a 'infini :
Porigine X de coordonnées (1 : 0 : 0) et le point & l'infini Y de coordonnées
(0 : 1:0). Ensuite, le point d’intersection entre la droite joignant (1 : 0 : 0)
et (b:b:1)etla droite joignant (0 : 1 :0) et (a :a :1) a pour coordonnées
(a : b:1). Enfin, le point & I'infini de la droite joignant (0 :0 :1) et (1 :m :1)
a pour coordonnés (1 :m :0). On vérifie que par ce procédé, on munit de fagon
non ambigue, le plan IT d’un systéme de coordonnées. On définit sur G une loi
multiplicative par pour z,m € G, xm vérifie (x : xm : 1) appartient a la droite
joignant (0:0:1) et (1:m:0). On vérifie que les droites autres que la droite &
Iinfini ont soit pour équation xz = ¢ soit pour équation y = zm + b. On vérifie
que (z:y: 1)+ (' :y :1)=(x+2 :y+9y :1) pour laloi de groupe définie
sur IT\d. On vérifie ensuite la validité de toutes les identités qu’on veut une a
une pour montrer que G muni des deux loi est un anneau alterné & division.

9 Plan projectifs sur un anneau alterné a division

Définition Soit A un ensemble contenant au moins deux éléments et muni
d’une loi de composition interne notée additivement et d’une loi de composi-
tion interne notée multiplicativement. On dit que A est une algébre alternée a
division lorsque :
— (A, +) est un groupe abélien de neutre 0.
— La multiplication est distributive a droite et & gauche par rapport a
I’addition.
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— Une forme d’associativité faible est vérifiée : (z2)y = z(zy) et y(zz) =
(ya)x

— La multiplication posséde un neutre bilatére noté 1

— Tout élément a # 0 posséde un inverse bilatére pour la multiplication.

Propriété On peut montrer que l'inverse de tout élément est unique, qu’il
n’y a pas de diviseurs de zéro, que pour tous a,b # 0 a~!(ab) = b = (ba)a™?
et (ab)~! = b~ la~!. Cest fait dans ce document dans la partie consacrée & la
démonstration du théoréme d’Artin-Zorn.

Construction A2 est naturellement munie d’une loi additive qui en fait un
groupe abélien et d’une multiplication & gauche par un scalaire de A. La mul-
tiplication par un scalaire est distributive & gauche par rapport a ’addition de
A3 et A droite par rapport a I’addition de A. Enfin, 1 est neutre & gauche pour
la multiplication par un scalaire. Tous les axiomes d’espace vectoriel sont donc
vérifiées sauf celles lides & I’associativité. On dira quand méme que A® est muni
d’une structure d’espace vectoriel sur algébre a division.

On ne peut pas définir P»(A) par le méme procédé que pour les corps, car
la relation « étre collinéaire » sur les vecteurs non nuls n’est pas une relation
d’équivalence, car ’associativité manque. On va procéder autrement.

Définition Soit (7,y,2) € A3\{(0,0,0)}. Alors, on note (x : y : z) I’ensemble
des vecteurs non nuls collinéaires & (x, y, ). Il s’agit donc de (x, y, z) & constante
multiplicative a gauche non nulle prés.

Définition On pose P2(A) ={(z:y:1)/z,y € AJU{(1:2:0)/x € AYU{(0:
1:0)}. Il s’agit d’une union disjointe qui réalise une partition de A3\{0}. C’est
une union disjointe de trois ensemble qu’on peut voir ainsi : les points & distance
finie, les points & distance finie de la droite & ’infini, le point & I’infini de la droite
a l'infini.

Définition Les droites de P»(A) sont les parties suivantes de P2(A) :
— la droite a Pinfini : {(1: 2:0)/z € A}U{(0:1:0)}
— pour chaque a € A, la droite passant par (a : 0 : 1) et le point & U'infini
de la droite a Pinfini : {(a:y:1)/y€ A}U{(0:1:0)}
— pour chaques b, m € A, la droite de pente m et d’ordonnée & ’origine b :
{z:am+b:1)/z e A U{(1:m:0)}
On a donc choisi de définir les droites par leur équation.

10 Un plan projectif sur un anneau alterné a di-
vision est un plan & translations

On vérifie aisément que P(A) vérifie les axiomes (P1) et (P2). Il vérifie
(P3) : il suffit de choisir les points :
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=)

( : origine de la droite a l'infini
( : point & l'infini de la droite & I'infini
( : origine de ’ensemble des points & distance fini
(1:1:1):la droite qui joint ce point & (0 :0 :1) coupe la droite a 'infini
en (1 :1:0)
On a donc que c’est un plan. Il reste & montrer qu’on a un plan a translations.
On note [ la droite & l'infini.

o O =

o = O
=)
S N N N

—_

10.1 Les translations d’axe la droite a I’infini agissent tran-
sitivement sur les points a distance finie.

Soient A = (x:y:1)et A = (2 : ¢y : 1) deux points a distance finie. On
va construire une translation d’axe la droite & 'infini qui envoie A sur A’. On
définit le vecteur de la translation par (a,b) = (¢’ — z,y’ — y). Alors, pour tout
point a distance finie (u :v :1), on définira 'image par (u+a :v+b :1). Tout point
de la droite & l'infini est fixe. Il reste & montrer que la bijection du plan définie
ainsi est bien une collinéation. Mais, la droite & l'infini est fixée. Une droite
d’équation z = p est envoyée sur la droite d’équation z = p + a. Une droite
d’équation y = xm + c est envoyé sur la droite d’équation y = xm — bm +a + c.
Ceci termine la preuve.

10.2 C’est un plan a translations par rapport a toute droite
qui passe par le point a l’infini de la droite a P’infini

Propriété Soit un plan projectif qui est un plan a translations par rapport a
une droite d; et par rapport a une autre droite ds. Soit Y le point d’intersection
de di et do. Alors c’est un plan & translations par rapport a toute droite passant
par Y.

Preuve Soit un plan projectif vérifiant les hypothéses de ’énoncé.
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On veut montrer qu’on a un plan a translations par rapport a la droite ds.
On a une translation d’axe d; et de centre R qui evoie S sur C. Elle échange
les translations de centre S et d’axe ds et les transations de centre C et d’axe
ds. Or, on a la S — ds transitivité. Donc, C — d3 transitivité. Il suffit de faire la
méme chose pour un autre point C’ de d3 pour conclure.

Conséquence Il suffit donc de montrer qu’on a un plan & translations par
rapport & une droite qui passe par le point & l'infini de la droite & 'infini mais
qui n’est pas la droite a linfini. Or, le plan est déja transitif par rapport a la
droite a 'infini. Donc, il suffit de montrer qu’il existe une collinéation qui envoie
la droite & l'infini sur une autre droite qui passe par le point & l'infini de la
droite & linfini.

Définition de la collinéation On la définit de la fagon suivante :
— (0:1:0)——(0:1:0)
— (1:m:0)—(1:m:1)
— (-1:m:1)—(1:-m:0)
— (0:0:1)—(0:0:1)
—(c:d: ) — ((1+eH i1+ )d:1)sic#0,—1
On vérifie que c’est une collinéation.

10.3 On a un plan a translation

Il suffit de trouver une collinéation qui ne fixe pas (0 :1 :0) :
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—(a:b:1)—(b:a:1)

— (1:0:0)—(0:1:0)

— (1:m:0)— (1:m~1:0) pour m #0
On vérifie que c’est une collinéation.

10.4 Remarque

On peut montrer que A est associatif SSI le théoréme de Desargues est vrai.

Troisiéme partie
Classification des plans projectifs a
translation, étude des plans finis

On veut pouvoir classer les plans qu’on a défini & isomorphisme par collinéa-
tion prés. Bien entendu, les axiomes géométriques sont préservées par collinéa-
tion.

11 Cas des plans arguésiens

On peut se servir de la structure linéaire de P(K) uniquement pour donner
une autre définition (dans un certain sens plus simple) de la notion d’automor-
phisme de P»(K), et voir & quel point cell-ci est équivalente & celle donnée plus
haut. On va voir que P»(K) et Py(K') peuvent étre isomorphes au sens défini
plus haut (au sens des collinéations) si K et K’ ne sont pas isomorphes.

11.1 Définition

Soit f € GL3(K), alors f passe au quotient définissant P»(K). On observe
qu’on obtient ainsi un automorphisme de P»(K) au sens défini ci-dessus. Le
groupe des automorphimes de P»(K) ainsi défini se note PGL3(K). On re-
marque que chaque élément se représente par un élément de GL3(K) a une
constante par multiplication & droite prés.

Repére projectif Un repére projectif est un quadrangle. Dans un base adap-
tée de K3, on peut toujours Pécrire (1 :0 :0), (0 :1 :0), (0 :0 :1), (1 :1:1). Un
élement de PGL3(K) envoie un repére projectif sur un repére projectif. Son
intérét est que PGL3(K) agit de maniére simplement transitive sur les repéres
projectifs de Py (K).
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11.2 Non équivalence des définitions

On peut facilement trouver d’autres automorphismes dans certains cas. Soit
K et K’ deux corps. On dira qu’une application f : K3 — K'3 est semi-linéaire
lorsqu’il existe un isomorphisme de corps A\ : K — K’ tel que :

1) Va,y € K2 f(z +y) = f(z) + f(y)

2) Va € K Vr € K3 f(ax) = Ma)f(z)

Un isomorphisme semi-linéaire induit une collinéation.

Avec K = C, on peut trouver des automorphismes semi-linéaires non li-
néaires qui fixent le repére projectif canonique mais n’induisent pas l'identité.

11.3 Théoréme fondamental de la géométrie projective

Toute collinéation o de Po(K) est induit par un automorphisme semi-linéaire
f de K3.

Enoncé Soit 0 : Po(K) — Py(K') une collinéation. Il existe un isomorphisme
semi-linéaire f : K3 — K’® qui induit ¢. En particulier, les corps K et K’ sont
isomorphes.

Preuve e, eg, es base de K3,

1) On montre par récurrence sur r que si PC Py +...+P.ou P, P,,..., P, €
Py(K), alors o(P) C o(Py) + ... + o(P,). L’initialisation pour r = 2 vient du
fait queo est une collinéation.

2) Soit P € Py(K), alors P C Key + Keg + Kes. Puis 0(P) C o(Key) +
o(Kez) + o(Kes). Or, tout point de Po(K') s’écrit comme un o(P). On pose
g1,92,93 € K tels que o(Ke;) = K'g; pour i = 1,2,3 et o(K(e; + ¢;)) =
K'(g1 + g;) pour i = 2,3. On a en particulier que g1, g2, g3 est une base de K'3.

3) On définit A : K — K’ par pour z € K, A(z) est 'unique élément de K’
tel que o (K (e1+xes)) C K'(g1+A(x)ge). L'injectivité de o implique linjectivité
de A. De plus. A\(1) =1 et A(0) =0.

De méme, on définit u : K — K’ par pour z € K, p(x) est 'unique élément
de K’ tel que o(K (e + ze3)) C K'(g1 + p(x)g3).

Soit & # 0 un élément de K. K (xes —xez) = (Kea + Keg) N (K (e1 + zes) +
K(ey + zes)). D’ou, o(K(xes — xez)) = (K'go + K'gs) N (K'(g1 + AM(x)go) +
K'(g1+m(x)g3)) = K'(AMx)g2—p(x)gs). Or, o (K (zvez —we3)) = o(K(e2—e3)) =
K'(A(1)g2 — p(1)gs) = K'(g2 — g3)-

Donc, Yz € K A(z) = p(x).

4) Soit za,23 € K. Alors, o(K(e; + x2e3 + w3e3)) C o(K(e1 + waeq) +
o(Kes) = K'(g1 + Mz2)g92) + K'gs. Et, o(K(e1 + xoea + x3e3)) C o(K (e +
xze3) + o(Key) = K'(g1 + AMx3)g3) + K'ga. Do, o(K(eq + xoea + x3€3)) C
K'(g1 + A@2)g2 + A(x3)gs)-

5) On montre que o (K (xaes + x3e3)) = K' (A (22)g2 + A(3)9g3).

6) Soit y € K'. L’antécédent parc de K'(g1 + yg2) est de la forme K(e; +
xoes+x3e3). Alors, A(z2) = y et A(z3) = 0, donc z3 = 0. Ainsi, \ est surjective.
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7) On démontre que A(xz +y) = A(x) + A(y) en considérant 'image par o de
K(ei + (z +y)ea + e3).

8) On démontre que A(zy) = A(x)A(y) en considérant 'image par o de
K(ey + (zy)es + xes).

9) A : K — K’ est donc un isomorphisme de corps. On en déduit que
o(K(xz1e1 + zaeq + z3e3)) = K'(A(z1)g1 + M2) g2 + Mx3)gs).

10) On définit f : K3 — K'3 par f(e;) = g; pour i = 1,2,3 et f semi-linéaire
par rapport a l'isomorphisme A.

12 Cas des plans a translation

La preuve du théoréme fondamental de la géométrie projective ne s’étend
pas & P2(A) ou A est une algeébre alternée a division. L’unicité de A pour un
plan projectif donné est une conséquence non triviale du théoréme de Bruck-
Kleinfeld.

13 Théoréme de Artin-Zorn

Rappel Un anneau alterné R est un ensemble qui vérifie toutes les propriétés
d’un anneau sauf éventuellement 1’associativité de la deuxiéme loi, celle-ci est
remplacé par une associativité faible :

Va,y € R, x(yy) = (vy)y
Vr,y € R xz(vy) = (zx)y

Un tel ensemble est dit & division s’il existe un élément neutre et que tout
élément admets un inverse :

Ve e R\ {0}, yazy=yz =1
On aura alors :
Vr,y € R, (zy=1=>Vz € R,z(yz) = (xy)z = 2)

Attention, ceci est vrai, mais non élémentaire.
Enoncé Tout anneau alterné a division fini est un corps.

Remarques et plan de la démonstration Ce théoréme montre que les
plans & translations finis vérifient Desargues et Pappus. La démonstration est
axée autour des idées suivantes :
— Un anneau alterné a divisions finis est engendré par un nombre fini d’élé-
ments, et s’il est engendré par un seul élément, c’est un corps.
— Tout sous-anneau engendré par deux éléments est associatif.
— Un corps fini est engendré par un seul élément.
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— Si R est engendré par plusieurs éléments, on va montrer qu’on peut bais-
ser le nombre de générateurs. Le sous-anneau engendré par les deux pre-
miers générateurs est associatif, et on montrera que c’est un corps. Il sera
alors engendré par un seul élément, et on pourra conclure.

Lemme 1 On pose (z,y,2) = (zy)z — z(yz)

(z,2,y) = 0= (2,9,9)

(@,y,2) = =(y,%,2) = (y, 2, %) = = (2,9, 2)

(z,y,z) = 0 dés que 2 éléments sont égaux, en particulier xyx=x(yx)=(xy)x
x(y, z,u) — (zy, z,u) + (x,yz,u) — (z,y, z2u) + (x,y,2)u =0
(ab,b,c)=b(a,b,c),(a,b,ca)=a(b,c,a),(ab,c,a)=(a,b,c)a

x(yz)x=(xy)(zx)

x(y(xz))=(xyx)z

NS otk W

Preuve
1. Immeédiat
Ona(z+y,z+y,2) =y, zz)+ (y,z,2) =0 Pareil pour les autres.

On combine les 2 résultats précédents.

Ll S

On a I(y7 2, U) - (‘Tya Z,U) + (z,yz,u) - (I,y, ZU) + (‘rﬂ Y, Z)u =

z((yz)u)—z(y(zu)) = ((zy)2)ut(zy) (zu)+(x(y2) ) u—z((yz)u)— (zy) (zu)+

z(y(zu)) + ((zy)z)u — (x(yz))u =0

5. On applique 4) avec x=a,y=z=b et u=c :(ab, b, c) = (a,bb,c) — (a, b, bc)
On applique 4) avec x=y=b,z=c et u=a :b(b,c,a) = (bb,c,a) — (b, bec, a)
Or d’aprés 2), on a :(b,c,a) = (a,b,c), (bb,c,a) = (a,bb, c)et(b,bc,a) =
(a,b,be)
Les deux autres formules sont similaires.

6. On a (x,y,2x)=(x,y,2)%, c-a-d (xy)(zx)-x(y(zx))=x(yz)x-x(y(zx)), d’ou le
résultat

7. On part de la premiére formule de 5. On permute ab et b, cela donne :

(b,ab,c)=-b(a,b,c)

(bab)c-b((ab)c)=-b((ab)c)+b(a(bc))

(bab)c=b(a(bc))

Définition Si zq,...,x, sont des éléments de R, on définit par récurrence un
monodme en i, ..., T, par :
— Le seul monéme en z; est x;.
— Les mono6mes en x1, ..., x, sont les produits de monoémes en z1,...,x; et
de monoémes en 41, ..., T, pour un l<n.
— Si S est un sous-ensemble de R, on définit < S > le sous-anneau alterné
engendré par R, comme ’ensemble des sommes finies de monémes en
Z1y ey Ty OU L1, ..., Ty, SONE des éléments de S.
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Lemme 2 Si R est un anneau alterné, tout sous-anneau alterné engendré par
2 éléments est associatif.

Preuve Par ce qui précéde, il suffit de montrer qu'un monéme M (1, ..., z,)

est entiérement déterminé par zq,...,x,. On va le montrer par récurrence sur

n. C’est vrai pour n=1. Soit n € N*, et supposons le résultat vrai pour tout k<n.

Par définition, il existe un entier l<n tel que M (x1, ..., x,) = M(z1, ...,z;) M (zi41, ..., Tn)-
On va montrer que si 1<n-1, on peut trouver un 1’>1, avec lequel on aura une
décomposition similaire. Alors, par application répétée on aura M (zq,...,2,) =

M(x1, ey Tp—1)2y €t le mondéme M (x1, ..., z,) sera bien uniquement déterminé

par (z1,...,2,). On a les trois cas suivants possibles :

1.z =211

2. 7 # 41 06 Ty = Ty

3.z Fxp et ;1 F Ty

Comme S={a,b}, on peut sans perte de généralité se ramener a 3 cas :

l. xy=2141=a

2. xy =betrjy1 = =a

. xyy=xp,=betx;11 =a

1. Posons © = M(x1,...,21—1) et y = M(z42, ..., z,) mondmes uniquement
déterminés par hypothése de récurrence. On a
M(z1,...,x;) = za et M(2i41,...,2,) = ay
Ensuite, (xa)y et x(ay) sont 2 monoémes en x1, ..., T;_1,Ti41, ---, Tn donc

sont égaux par hypothése de récurrence, alors (x,a,y)=0,
et par le lemme 1, (xa,a,y)=a(x,a,y)=0.

Alors ((xa)a)y=(xa)(ay), c-a-d M (x1, ..., x)) M (2141, ooy Tp) = M (21, ..., T141) M (2142, ...

2. Posons © = M(x1,...,x;) et y = M(z42, ..., £p—1) mondmes uniquement
déterminés par hypothése de récurrence. On a
M(zi41, ..., Tn) = aza
Ensuite, (xa)y et x(ay) sont 2 monoémes en (;y2, ..., Tn, X1, ...,2;) donc
sont égaux par hypothése de récurrence, et alors (x,a,y)=0,
et par le lemme 1,(y,a,xa)—-(xa,a,y)—a(x,a,y)=0.

Alors (ya)(xa)=(y(axa)), c-a-d M (x1, ..., x)) M (2141, ooy Tn) = M (21, ..., T1401) M (2142, ...

3. Posons ¢ = M(z1,...,21-1) et y = M(2i41,...,Z,—1) mondémes unique-
ment déterminés par hypothése de récurrence. On a
M(z1,...,x;) = xbet M(2pq1,...,Tm) = yb
Ensuite, (xb)y et x(by) sont deux mondmes en xy,...,2,_1, et alors
(Xab7Y):07
et par le lemme 1, (xb,y,b)=-(xb,b,y)=-b(x,b,y)=0.
Alors ((xb)y)b=(xb)(yb), c-a-d M (z1, ...,x;) M (xi41, ..., Tpn) = M (X1, .ccy Tp—1)Tp

Lemme 3 Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps est cy-
clique.
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Preuve Soit n I'ordre du groupe G.

1. Soit d un diviseur de n, et z € G d’ordre d. On note H le sous-groupe
engendré par x. Alors tout élément d’ordre d est dans H, en effet, tout
élément de H est racine de X¢ — 1, et ce polynéome a au plus d racines,
doncVy € G,y =1=>yc H.

2. Soit d un diviseur de n, on pose N(d) le nombre d’éléments d’ordre d
dans G, si N(d) # 0, alors soit x d’ordre d, H le sous groupe engendré
par x, H ~ Z/dZ, et le nombre d’élément d’ordre d dans H est le nombre
d’élément d’ordre d dans Z/dZ, c-a-d le nombre de générateurs de Z/dZ*,
ce qui vaut ¢(d) ou ¢ est I'indicatrice d’Euler.

3. Tout élément de G est d’ordre d pour un d diviseur de n, donc |G| =
n = YgpN(d). Or n = ¥g,¢(d), donc ¥y, (¢(d) — N(d)) = 0 et donc
Vd|n, N(d) = ¢(d), en particulier, G admet un élément d’ordre n et est
donc cyclique.

Lemme 4 Soit R un anneau alterné, x € R, on désigne par L,, R, les applica-
tions de multiplication & gauche et & droite par x, et on pose U, = L, R, = R, L,
bien défini par Lemme 1.

L x(y,z,xy) +(xy,y,2%) =x(y,2,xy ) +(xy) (v,2,%)

9. LyLyLy = Loys

3. Upy = LUyR,, Uyy = RyULL,

4. Sizy =1, alors LyL, = RyR, = I, c-a-d Vz € Rz(yz) = z = (22)y

Preuve

1. On a par le lemme 1 : (x,y,zx)=x(y,2,x), on remplace x par x+w :
(x+w,y,z(x+w))=(x+w)(y,2,x+wW)
(x,y,2w)+(w,y,2x) =x(y,z,w)+w(y,z,x), on évalue pour w=xy :
(x,y,2(xy)) +(x,y,2%x) =x(y,2,xy) +(xy) (y,2,%)

2. C’est le point 7 du lemme 1.

3. On montre la premiére identité, la deuxiéme s’en déduit par symétrie.
Soit z € R, (Uyy — LyUyRy)z =
(xy) (209X (3 ((23)))) = (ooyraey)) (3 2029y (z)))
:(X7Y7Z(XY))_X(Y(Z7X)Y))
=(x,y,2(xy))-x(y,z,xy) par le point 5 du Lemme 1
=(xy)(y,2,%)-(xy,y,zx) par le point 1
— ey (y2)ey () (3 ) (30) ey (5 (3) = () ((52)30)-(Ge)y) () = () ((92))—
(zy?)(zz) =x(y?*2)z — 2(y?2)x par le point 6 du lemme 1
=0

4. Onal=U,, =L, UR,, dou L, Ly, =L,L,L,U/R,
=L,y UyR; par le point 1
=L, UyR; car xyx—x
=I par le point précédent
L’autre sens se déduit par symétrie.
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Preuve du théoréme Soit R un anneau alterné a division fini, comme R
est fini, il existe aq,...,a, tels que R=<ay,...,a,>, montrons le résultat par
récurrence sur n. Le cas n=1 est évident.
— Regardons R; =< aj,as >. Par le lemme 2, R1 est associatif, on va
montrer que c’est un corps. Soit @ € R;, comme R; est fini, il existe
2 indices k<k’ tels que a* = a¥', et alors a*(1 — a¥'~%) = 0 et alors
a¥ =% =1 par lemme 4, et 1 € Ry, et a=* = a¥ ~F=1 € R;. Ry est donc
un corps et est engendré par un élément b par lemme 3.
— On a alors R=<b,as, ...,a,>, et on conclut la récurrence.

13.1 Théoréme de Bruck Kleinfeld

Le but de cette section est de montrer le théoréme de Bruck Kleinfeld, celui-ci
énonce qu’un anneau alterné unitaire a division (de caractéristique différente de
2) qui n’est pas associatif est une algébre d’octonions, c-a-d un espace vectoriel
de dimension 8 sur un corps sous-jacent.

Oun note (x,y,z) 'associateur comme dans la partie précédente, et (x,y)=xy-yx
le commutateur de x et y. On note aussi C(R) le centre de R : C(R)={z €
R,(z,R,R)=0et (z,R) =0}, et N(R)={z € R,(z,R,R) =0}

13.1.1 Construction de Cayley-Dickson

Une involution sur un anneau R est un isomorphisme j tel que j? = Id, on
note alors @ = j(a), cela revient a :

(a+b)=a+b
ab = ba
a=a

On dit que j est central si n(a) = aa et t(a) = a + @ sont dans le centre de
R.
On définit n(a,b)=n(a+b)-n(a)-n(b)=ab + ba
Si R est unitaire, et possede une involution centrale j :a— > @ et un élément( =
¢, alors, on crée 'anneau CD(R, ()=R*R avec les lois :
(a1,a2) 4+ (b1,b2) = (a1 + b1, a2 +b2)(a1, az) (b1, b2) = (a1by + bz, G1be 4 braz)

Lemme 1 Soit R un anneau unitaire avec une involution centrale j :a— > a. Si
R est un sous-anneau unitaire d’un anneau alterné S et si s € S est un élément
inversible avec :

— s2=:Ce N(R)
— as=sapoura € R
— RNsR=0

Alors R sR est isomorphe & CD(R, ()
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Preuve Comme as® = sas = s?a = s?a d’ou ¢ € C(R)

De plus, comme s est inversible (a,b)->a+sb est une bijection de R*R dans
R sR.

Ensuite, comme 'anneau est alterné, on a a(sb) = s(ab) et ((sa)b)s = (s(ba))s
d’ou (sa)b=s(ba).

Finalement (sa)(sb) = (sa)(bs) = (s(ab))s = ((ba)s)s = (ba)s? = (ba.

13.1.2 Algébres de composition

Definition Si K est un anneau unitaire, associatif et commutatif, on dit que
A est une algebre sur K si A est un anneau(pas nécessairement associatif) et un
K-module & gauche unitaire tel que Vo, a,b € K * A2 a(ab) = (aa)b = a(ab)
On dit que A est une algébre de composition sur un corps K s’il existe une forme
quadratique non dégénérée n avec la propriété n(ab)=n(a)n(b).

Si K[u] est une extension quadratique du corps K avec u? = au — 3 avec une
involution j donnée par j(u)=u = o — u. On remarque que la norme n(v)=vj(v)
est une forme quadratique avec une matrice de déterminant § = a? — 43. On
dit que K[u] est une extension quadratique non dégénérée si 0 # 0.

Dans ce cas, si 0 # ¢ € K, on dit que Q = CD(K]Ju],{ est une algébre de
quaternions.

Si Q est une algeébre de quaternions, et que 0 # A € K, on dit que O = CD(Q, \)
est une algebre d’octonions.

Lemme 2 Si A # K1 est une algébre unitaire sur un corps K, alors, on a la
suite d’implication 1.=>2.=>3.

1. A est alternée avec une K-involution j telle que la forme quadratique
n(a)=aj(a) est non dégénérée
2. A est une algébre de composition.

3. A est soit une extension quadratique non dégénérée, soit une algébre de
quaternions ou d’octonions.

Preuve

1. =>2.0naa+a€ K C N(A). Par le lemme 2 de la partie précédente,
toute sous algébre engendrée par une sous partie de N(A) et 2 éléments
de A est associative, ce fait est le Lemme d’Artin. En particulier, la sous-
algébre engendrée par a,b, @, b est associative. Alors n(ab) = (ab)(ba) =
an(b)a = n(a)n(b) d’ou l’algébre est une algébre de composition.

2. =>3. Maintenant on suppose que B # A est une sous-algébre unitaire de
A, que j envoie B sur lui-méme et que n n’est pas dégénérée sur B, on a
que A= B@ B' et n n'est pas dégénérée sur B, alors ¢ := —n(s) # 0
pour un s € BY. Si b,c € B, alors n(sb,c) = n(s,cb) = 0. Cela montre
que sB C B*. En particulier, BNsB = 0. On a aussi t(sb) = (sb)+(sb) =
n(sb,1) = 0 ce qui implique que sb = —b3, donc 5 = —s et sb = bs. De
plus, s> = —s5 = —n(s) = (. Donc en utilisant le Lemme 1, on a que
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C = B@ sB est isomorphe & CD(B, () comme algébre avec involution.
On peut maintenant déterminer la structure de A. Si u ¢ K, alors

u? — t(u)u + n'u) = u? — u(u + ) + vu = 0, ce qui montre que K|u]
est isomorphe comme algébre avec involution & l’extension quadratique
K[x]/(m(x)) pour le polynéme m(z) = 2? —t(u)x+n(u). Le discriminant
de m(x) est 6 = ((t(u))? — 4n(u). Comme K n’est pas de caractéristique
2, n(1,1) = 2 # 0 donc n n’est pas dégénérée sur K et K+. Dans ce
cas, on peut prendre n’importe quel u € K+ avec n(u) # 0 pour avoir
d = —4n(u) #0.

Maintenant, si A=K[u], on peut s’arréter 1a, sinon, on prends B=K][u],
alors Q=C est une algébre de quaternions. Sinon, on prends B=Q), et
O = C est une algébre d’octonions, sinon, on prends B=0, et C' C A
n’est pas alternée, ce qui est impossible, on a bien le résultat voulu.

13.1.3 Preuve du théoréme

Soit R un anneau alterné a division non associatif, son centre K=C(R) est
un corps, et on peut voir R comme une algébre sur K. De plus, si R était
commutatif, on aurait 3[a,b,c] = [a,b,c]? = 0. et R serait associative, donc R
n’est pas commutative. On pose A, (c) = [a,b,c], on a par les identités du
Lemme 1 de la section précédente :

L,Aqp = Aa,ba (1)
Aa,b(‘ry) = Aa,b(x)y + an,b(y) - [[CL, b]7 xy] (2)
A%y = LigpAap (3)

On pose By p = Liq,5) — Aap, On peut réécrire (2) comme

Ba,b(xy) = Ba,b(m)y - an,b(y)' (4)
On suppose que A, = 0, en utilisant (2), on voit que [a,b] € N = N(R).
Comme A, 4, = Opar (1) ,onala,ba] € N.Si[a,b] # 0,a = [a,b] " [a,ba] €
N. Alors

Agp =0=>[a,b] =00ua € N (5)
Soit b € N, doncA,,, = 0 pour tout a€ R. Sia ¢ N, on a clairement [a,b]=0. Sia €

N,ilyaun certain ¢ ¢ N car R n’est pas associative. Comme ¢, a+c ¢ N, on afa,b]=[a+c,b]-
[c,b]=0. On a montre que b € N implique [a,b]=0 pour tout a € R ,c-a-d

Ay =0=>[a,b] =0 (7)
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On affirme maintenant que A, , = ker(A, ) est une sous-algebre de R. Si [a,b]=0, c’est immediat de (2). Si[a, ] 5
0, on peut montrer encore plus.On pose B, ; = ker(Bq). Si [a, b] # 0, on affirme

R=A.; @ Ba.b (8)

Aypy=ImBgp #0 (9)

Boy = ImAgp # 0 (10)

Va,b € Agp, a+beAypetabe Ayy (11)

C’est & dire A, pest une sous-algebrede R

(12)
BapAap + A pBap C Bap (13)

BosBap C Agp (14)

VA, p =B, ppour0 # v € By (15)

u € N(Ayyp),0# v €Byy, avec[u,v,Agp] =0=>ue K (16)

Comme A, ([a,b]) = (a,b,[a,b]) = 0 par le lemme d’Artin, on remplace x par
[a,b] dans (2), et cela montre que A, et Ly, ) commutent. Alors, P = L[;}b]Aa,b
vérifie P? = P par (3). Alors R = im(P)@im(Id — P). On remarque que
Id— P = L[;}b]BaJ, = Ba,bL[—a}b], donc

Ay p = ker(P) =im(Id — P) =im(Bq,p)

B, = ker(Id — P) = im(P) = im(A,)

Comme 0 # a € Ayyp et Ay p # R par (7), on déduit (8),(9,)(10).
Si z,y € Ayp, on peut écrire z = B, () et utiliser (4) pour obtenir zy =
Bos(zy) € Agp. Alors A,y est une sous-algebre. Si 0 # x € A, , alors y = 271
dans (2) donne 0 = x4, ;(z71), donc Ay p(z7) =0et 27! € Ayy et on a (11).
Soient x € B, p et y € A, p, on utilises (4), on a zy € B, alors By yAq 5 C Bgp,
on a l'autre inclusion en passant dans ’algébre opposée, et alors on a (12).
Pour montrer (13), on prends z, z € B, avec z = A, 4(y), on applique (6) pour
obtenir 2z = — By p(zy) € Aup. Si0#£ v € B,y et @ € By, soit Lyl (z) =y +2
avec y € Agp et 2 € B, . Comme x=vy+vz avec vy € B, et vz € Ay, Oon a
vz=0, ce qui montre (14).
Finalement, pour (15), si w € Agy, alors [u,w,v]=-[u,v,w]=0. Comme u €
N(Aqgp), la sous-algebre A, ,, contient A, p et v. Alors,

R=A., @ UAa,b CAuw

pour tout w € Agy. Alors, [u, R,Agp] = [u,Agp, R] = 0. Maintenant si 0 #
z € Bgy, la sous-algébre A, . contient A,; et z. Comme avant, cela montre
R C A, ., donc [u,B,, R] = 0. Alors, [u,R,R]=0, c-&-d u € N(R) = K.
Comme R n’est pas commutatif, nous avons un [p, ¢] # 0. De plus,

p.d lp.apl =p ¢ K,
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donc [p,q] ou [p,qp] n’est pas dans K, quitte & remplacer q par gp si nécessaire,
on peut supposer r = [p,q] ¢ K. On pose A = A, , etB = B, ,. Clairement,
p,q € Aetre N(A) par (6). Comme A, , = L, P et B,, = L.(Id— P)ouP
est la projection sur B, on obtient avec (12) et (4) aveczx € Aet y € B :

0=L,.(x)y—xL.(y)
= [r,zly + [z, 7, y]

Si r € C(A), alors [r,y,A] = 0 et r € K par (15), et on a une contradiction.
Cela montre que N(A # C(A). Par (6), on voit que A n’est pas strictement
alternative, c-4-d que A est associative.

Si0+#seB,alors s € A= N(A) et [s?,5, R] = 0 par le lemme d’Artin. Alors
(15) montrer que ( = s? € K. Alors s~! = (~!s est un élément de la sous-algébre
associative engendrée par s et a € R. On va montrer que j : a— > @ = sas_ ' est
une K-involution de A. D’abord, on remarque que @ = ¢a( ™' = a. On a aussi

a@ = asal s = (as)? € K

La linéarisation donne ab+ba € K et a+a € K pour a,b € A. Alors, [a,z,y] +
[a,z,y] = 0 pour tout z,y € R. Si a,b € A, alors

a(sb) = (as)b — [a, s, b
= (sa)b— [s,a,
= s(ab)
On a maintenant
(aba)s = a(b(as)) = a(b(sa))
= a(s(ba))
= s(aba)

Alors j vérifie aba = aba. On pose alors
p(x,y,2) = (2 — 2y)(z — yx)
On a pour a,b,c € A, p(a, b, c) = p(a,b,c). Si on prends c—ab, on obtient :
0 = p(a,b, ab) = p(a,b, ab) = (ab — ab)(ab — ba)

On voit donc que pour toute paire a,b € A, on a au choix ab = @b ou ab = ba.
Si ab = ab, alors

[@,b,s] = [a,b, s] = s(ab—ab) =0

Comme A est associative, la sous-algébre A_; contient A et s donc contient R.
On remarque que A_; = 0 et que [@,b] = 0 par (7). Alors ab = ba dans tous les
cas, donc j est une K-involution.
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Comme r = [p,q] # 0, on a que A n’est pas commutative et que j n’est pas
lidentité. D’un autre coté, si t(A) = 0, alors 2=t(1)=0 et @ = —a = a pour
a € A. Comme j n’est ps I'identité, il existe un u € A, tel que ¢(u) # 0. On peut
maintenant montrer que la "norme" forme quadratique n(a) = aa sur A est non
dégénérée. En effet, si 0 # a € A, soit b =a"lu. On a

n(b,a) = ba + ab = t(ab) = t(u) # 0

qui est ce qu’on voulait montrer. On peut désormais appliquer le lemme 2, ce
qui montre que A qui est associative mais non commutative est une algébre
de quaternions. Par le lemme 1, R = AP sA = CD(A,({) est une algebre
d’octonions.
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