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Chapitre 1

Introduction

Initialement appliqué aux télécommunications, le traitement du signal se retrouve a
présent dans tous les domaines nécessitant d’analyser et transformer de l'information
numeérique. La manipulation de données obtenues par capteurs bio-médicaux, lors d’expériences
physiques ou biologiques, sont aussi des problemes de traitement du signal. Le téléphone,
la radio et la télévision ont motivé ’élaboration d’algorithmes de filtrage linéaires perme-
ttant de coder des sons ou des images, de les transmettre, et de supprimer certains bruits
de transmission. Le chapitre 2 introduit le filtrage analogique avec une application a la
transmission par modulation d’amplitude.

Lorsque la rapidité de calcul le permet, le filtrage par circuits d’électronique analogique
est remplacé par des calculs numériques sur des signaux digitaux. Le calcul digital est en
effet plus fiable et offre une flexibilité algorithmique bien plus importante. C’est pourquoi
les disques et cassettes analogiques ont récemment été remplacés par les disques com-
pacts numériques et les cassettes digitales. La conversion analogique-digitale est étudiée
dans le chapitre 3 ainsi que ’extension des opérateurs de filtrage aux signaux discrets.
L’introduction de la transformée de Fourier discrete rapide par Cooley et Tuckey en 1965 a
fait de ’analyse de Fourier un outil algorithmique puissant qui se retrouve dans la plupart
des calculs rapides de traitement du signal.

Lorsque l'on veut décrire les propriétés d’une classe de signaux, comme un meme son
prononcé par différents locuteurs, il est utile de se placer dans un cadre probabiliste.
La variété des signaux d’une telle classe peut en effet étre caractérisée par un processus
aléatoire. La modélisation de signaux par procéssus stationnaires est introduite dans le
chapitre 4, ol nous étudions une application pour la suppression de bruits additifs.

Les problemes les plus difficiles du traitement du signal sont souvent liés au traitement
de 'information. Comment extraire I'information utile d’un signal ? La reconnaissance
de la parole a motivé un grand nombre de travaux dans ce domaine. La performance
des systemes de reconnaissance de parole a progressé beaucoup plus lentement que les
projections optimistes des années 50. Les algorithmes de traitement doivent s’adapter
au contenu complexe du signal, et sont donc beaucoup plus sophistiqués que des filtrages
linéaires homogenes. Le chapitre 5 étudie 'application des modeles autorégressifs. Ex-
traire I'information d’un signal nécessite souvent d’analyser les évolutions temporelles
de ses “composantes fréquentielles”. Le chapitre 6 introduit des décompositions temps-
fréquence qui représentent un signal en structures élémentaires ressemblant a des notes
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de musiques, afin de plus facilement caractériser son contenu.

La notion d’information contenue dans un signal peut se formaliser par la théorie
de Shannon qui la relie au nombre de bits minimum pour coder le signal. L’entropie
introduite dans le chapitre 7 mesure la quantité d’information d’un signal. Le chapitre
8 montre que ces conceptes permettent d’élaborer des algorithmes de compression qui
suppriment la redondance interne d’un signal afin de le représenter avec un nombre de
bits réduit. De tels algorithmes augmentent considérablement les capacités de stockage,
et permettent de transmettre des signaux a travers des canaux a débits réduits. Par
exemple, la transmission d’images sur Internet utilise 'algorithme de compression JPEG
qui est décrit dans ce dernier chapitre.



Chapitre 2

Traitement du signal analogique

Le traitement du signal analogique repose essentiellement sur 1'utilisation d’opérateurs
linéaires qui modifient les propriétés d’un signal de fagon homogene dans le temps. La
transformées de Fourier diagonalise ces opérateurs et apparait donc comme le principal
outil d’analyse mathématique. Nous étudions la synthese de filtres homogenes et une
application a la transmission par modulation d’amplitude.

2.1 Filtrage linéaire homogene

Un signal analogique mono-dimensionnel est une fonction f(¢) d’une variable continue
t € R, que nous supposerons étre le temps. De nombreux algorithmes de traitement
du signal tels que la transmission par modulation d’amplitude, le débruitage de signaux
stationnaires ou le codage par prédiction, s'implémentent avec des opérateurs linéaires
homogenes dans le temps.

L’homogénéité temporelle d'un opérateur L signifie que si 'entrée f,(t) = f(t —7) est
retardée par 7 € R alors la sortie L[f,(t)] est aussi retardée par 7

LIf ()] = g(t) = LIf-(0)] = g(t — 7). (2.1)

Pour garantir une stabilité numérique, nous supposons aussi que L a une continuité faible.
Pour tout ¢, la sortie L[f](t) est peu perturbée si f(¢) est un signal régulier qui est
légerement modifié. Cette continuité peut étre formalisée dans le cadre de la théorie des
distributions [4].

2.1.1 Dirac

Un Dirac est une masse ponctuelle qui est souvent utilisée pour simplifier les calculs. C’est
une “distribution” §(¢) dont le support est réduit au point ¢ = 0 et d’intégrale unité, si
bien que pour toute fonction continue f ()

+oo

f(u)o(u)du = f(0).

—o0

La théorie des distributions [4] définie formellement cette intégrale comme une forme
linéaire qui associe a toute fonction sa valeur en ¢ = 0. Nous nous contentons ici
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d’une définition plus intuitive d’un Dirac comme limite de “bosses” qui sont contractées
indéfiniment.
Soit ¢(t) une fonction continue a support dans [—1, 1] et de masse unité

+0o0
d(u)du = 1. (2.2)
La fonction ¢,(t) = 1¢(£) a un support dans [—s,s]. Avec le changement de variable
t' =L on montre que
+oo to 1w
su(wpdu= [ So(*)du=1.
Soit f(t) une fonction continue, on vérifie facilement que

+oo

lim f(u)ps(u)du = f(0).

s—0 PN

Un Dirac se définit par
5(t) hnol ¢S (t)J
5—

ou la limite doit étre formellement prise au sens ou pour toute fonction continue f(t)

+oo “+00

lim f(u)@s(u)du = f(u)d(u)du = £(0). (2.3)

s=0 J_ o _

Un Dirac 6(¢) n’est pas une fonction mais la théorie des distributions montre que
cela se manipule comme une fonction dans les calculs. On oubliera donc son statut de
distribution par la suite. Ainsi, on peut définir un Dirac translaté en 7 par

6(t - T) = lg%gbs(t - 7'),

et on montre que pour toute fonction continue f(t)

+00

f(u)d(u—1)du = f(1). (2.4)

—0o0

On peut cependant éviter d’'utiliser une limite et déduire simplement ce resultat de (2.2)
par un changement de variable v’ = u + 7.

Un Dirac est symétrique 0(t) = §(—t) car

“+00 +oo

f(u)o(—u)du = f(=u)d(u)du = f(0).

On peut donc rééerire (2.4) comme une décomposition de f(¢) en une somme de Diracs
translatés en différents points

“+00

ft) = f(u)o(t — u)du.

—0o0
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2.1.2 Reéponse impulsionnelle

En décomposant un signal comme une somme de Diracs translatés, nous montrons que
tout opérateur homogene peut s’écrire comme un produit de convolution. On a vu que

+o0o

ft) = f(u)o(t — u)du.

La continuité et la linéarité de L montrent que
+oo
LIf(t)] = f(u)L[5(t — u)]du.

—0o0

Soit h(t) la réponse de L pour une impulsion 6(¢)

L’homogénéité temporelle implique L[6(t — u)] = h(t — u) et donc

L) = [ Fhlt - u)du = / " () (¢ — u)da.

o0

On note le produit de convolution de A avec f

+00

LIF(0)] = hx f(1) = / B(u) f(t — u)du.

—0o0

Un opérateur linéaire homogene se calcule donc par un produit de convolution avec la
réponse impulsionnelle.
On rappelle quelques propriétés importantes du produit de convolution :

e Commutativité

fxh(t)=hxf(t). (2.5)
e La convolution de f(¢) avec un Dirac translaté 0, (¢t) = 6(t — 7) translate f(¢) par 7
f*6:(t) = +oo f(t —u)o,(u)du = f(t — 7). (2.6)

Stabilité et causalité Un filtre est causal si et seulement si L[f(t)] ne dépend que
des valeurs f(u) pour u < t. Comme

o) = [ " h(w) £t — w)du,

cela signifie que h(u) = 0 pour u < 0. On dit alors que h(t) est une fonction causale. On
exprime souvent les fonctions causale comme un produit avec une fonction échelon
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avec
0 sit<O

Lorsque f(t) est bornée on veut garantir que L[f(t)] est aussi bornée. On dit alors
que le filtre L et h(t) sont stables. Comme

L0l < swp )] [ ) 29

il suffit que h € L*(R)
+oo
/ Ih(w)|du < +oc.

o0

On vérifie (exercice) que si h(t) est une fonction definie pour presque tout ¢t € R la con-
dition h € L*(R) est aussi nécessaire.

Exemples

e Un systeme d’amplification par A et de délai par 7 est défini par
LIf ()] = Af(t = 7).
La réponse impulsionnelle de ce filtre est
h(t) = A6(t — 7).
e La moyenne uniforme de f(t) dans un voisinage de taille T est

Lol =5 [ s

_r
2

Cette intégrale peut étre réécrite comme un produit de convolution avec

L osite[-%, L]
_ T 27 2
h““—{o si [t > T

e Une moyenne pondérée correspond & une réponse impulsionnelle h(t) telle que

/ﬁwh&oduzl.

L’intégrale )
LI (1) = / B(u) f(t - u)du

peut étre interprétée comme une moyenne pondérée par h(u) de f(u) au voisinage de t.
Si f(t) = c alors on vérifie que L[f(t)] = ¢. On verra comment optimiser le choix de h(u)
pour enlever au mieux les fluctuations irrégulieres de f(¢) dues a un bruit de mesure.
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2.1.3 Fonction de transfert

Les exponentielles complexes ¢!

En effet

sont les vecteurs propres des opérateurs de convolution.

+o00
L[e™"] = / h(u)ei(t*”)“’ du,

o
ce qui nous donne
. . +w . . A~
L[ezwt] — eztw/ h(u)efzwudu — €ltwh(w),
—00
avec pour valeur propre
A +w .
h(w) = / h(u)e ™" du.
—00
La fonction h(w) est la transformée de Fourier de h(t) et est appelée fonction de transfert
du filtre. Les exponentielles étant les vecteurs propres d’un systeme linéaire homogene, il
est tentant d’essayer d’exprimer le signal f(¢) comme somme d’exponentielles complexes,
de facon a facilement calculer la réponse du filtre. L’analyse de Fourier prouve qu’une
telle décomposition est possible, en imposant des conditions tres faibles sur f(t).

2.2 Analyse de Fourier

2.2.1 Transformée de Fourier dans L'(R)

Pour s’assurer que l'intégrale de Fourier

+00
flw) = f(t)e ™tdt (2.9)
existe, on suppose que f(t) est intégrable f(¢) € L*(R). Cela nous permet d’étudier ses

propriétés principales avant de I’étendre a d’autres classes de fonctions.
Lorsque f(t) € L*(R),

fls | e (2.10)

La transformée de Fourier est alors bornée et I'on peut vérifier que f (w) est continue
(exercice). Si f(w) € L*(R), on peut prouver [3] que opérateur de Fourier s’inverse et

que
1 [F

flt) = — f(w)etdw. (2.11)
P

La transformée de Fourier f (w) peut donc étre interprétée comme ’amplitude de la com-

posante sinusoidale ¢! de fréquence w dans f(t). Au lieu de décrire f(t) par ses valeurs

a chaque instant, la transformée de Fourier donne une description de f(t) en somme de

sinusoides totalement délocalisées dans le temps.

Regularité Les composantes irrégulieres de f(¢) sont reconstruites par les sinusoides
e™! qui oscillent rapidement et donc de hautes fréquences w. Si la transformée de Fourier
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f (w) décroit rapidement, cela signifie donc que f(¢) est une fonction réguliere. Cette
propriété se formalise en montrant que si

| i@Iep + 1) < 420,

o0

alors f(t) est p fois continiment dérivable. Pour démontrer ce résultat, on prouve d’abord
que la transformée de Fourier de %ﬁt) € LY(R) est (iw)”f(w) (exercice). On utilise
ensuite le fait que si g(w) € L*(R) alors g(t) est bornée et continue, ce qui se montre en
utilisant (2.11). L’équivalence entre régularité temporelle et décroissance du module de la
transformée de Fourier est particulierement importante pour analyser les propriétés d’un
signal f(t).

Pour les applications au traitement du signal, le résultat le plus important est le
théoreme de convolution.

Théoréme 2.1 (Convolution) Soit f(t) € LY(R) et h(t) € LY(R). La fonction g(t) =
hx f(t) € LY(R) et sa transformée de Fourier est

§(w) = h(w) f(w). (2.12)
Démonstration

g(w) = /+OO e { +oo ft— u)h(u)du} dt.

Comme |f(t — u)||h(u)| est sommable dans R?, on peut appliquer le théoréeme de Fubini
et le changement de variable (¢,u) — (v =t — u, u) nous donne

o) = [ [ e pomun

- (s }{/fe‘”“th}

Filtrage Le théoreme de convolution prouve que la transformée de Fourier d’un filtrage
Lif](t) = f % h(t) est f(w)h(w). La formule de reconstruction

ce qui vérifie (2.12). O

1 [t ,
f(t) = Dy f(w)etdw. (2.13)
appliquée a L[f](¢) implique donc
1 e A £ iwt g
LA = 5 [ ) flw)etds. (2.14)

Chaque composante fréquentielle ¢! de f(t) d’amplitude f(w) est donc amplifiée ou
atténuée par iz(w) Ceci n’est pas surprenant puisque nous avons déja prouvé que les expo-
nentielles ¢™* sont des vecteurs propres d’une convolution. Si h(w) = 0 pour w € [wy, ws],
les composantes fréquentielles de f(¢) pour w € [wy,ws] sont annulées par 'opérateur L,
d’ou l'appellation “filtre”.
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Propriétés générales Le tableau qui suit résume certaines propriétés importantes de la
tranformée de Fourier. Les démonstrations se font le plus souvent par un simple change-
ment de variable dans l'intégrale de Fourier.

Propriété Fonction  Transformée de Fourier

0 iw
Inverse f(t) 27 f(—w) (2.15)
Convolution fix fa fi(w) fa(w) (2.16)
Multiplication  f1(¢)f(t) 2i Fox folw) (2.17)
m
Translation — f(t — ty) e "0 f (W) (2.18)
Modulation ™0t f(t) f(w — wp) (2.19)
Dilatation  f(at) ﬁ = (2.20)
al” a
Différentiation I (i) f (w) (2.21)
b i
Multiplication Polynomiale  (—it)? f(t) d({%f) (2.22)
w
Complexe Conjugué (%) fH(=w) (2.23)
Symétrie Hermitienne f(t) = Ref(t) f(—w) = f*(w) (2.24)
Composante Réelle Ref(t) /() +2f (=) (2.25)
Composante Imaginaire Imf(t) /() _2f (=) (2.26)
i
Composante Paire w Ref(w) 2.27)
Composante Impaire w Imf(w) (2.28)

2.2.2 Transformée de Fourier dans L?(R) et Diracs

Plutot que de travailler dans L*(R), il est souvent plus facile de considérer les signaux
comme des éléments de Pespace de Hilbert L?(R) car on a alors acces a toutes les facilités
données par Pexistence d’un produit scalaire. Le produit scalaire de f(¢) € L?(R) et
g(t) € L*(R) est défini par

+00
<fg>=[ [Jt)g B,
et la norme
+00
IFI? =< 1. f >= / FO)P.

Pour facilement travailler dans cette structure Hilbertienne, il nous faut y définir la trans-
formée de Fourier. Cela pose un probleme car 'intégrale de Fourier (2.9) d’une fonction
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de carré intégrable n’est pas toujours convergente.

Conservation d’énergie La transformée de Fourier s’étend a partir de L*(R) par un
argument de densité qui utilise le fait qu’a une constante pres, la norme et les angles dans
L?(R) ne sont pas modifiés par transformée de Fourier.

Théoreme 2.2 Soient f(t) et h(t) dans L*(R) N L3(R),

+00 1 +oo

cths= [ fonmd=— [  feh@di=—<fh>. (229
0o 2 00 2w

Pour h = f on obtient la formule de Plancherel

+00 1 too 1 R
/11 = / [f(O)|*dt = [f@)fPdw = —|IFIP (2.30)

00 27 —00

Démonstration de (2.29)
Prenons g(t) = fxh(t) avec h(t) = h*(—t). Le théoreme de convolution en (2.12) et (2.23)

by

montre que §(w) = f(w)h*(w). La formule de reconstruction (2.11) appliquée & ¢(0) nous
donne

" HOn )t = g(0) = = /+oof;(w)dw _ L e, 231)

2r )

Extension dans L?(R) Pour définir la transformée de Fourier de f(t) € L?*(R), on
construit une famille {f, },cz de fonctions dans L*(R) N L#(R) qui convergent vers f

i [F~ fall =0,

Ceci est possible car L*(R) N L2(R) est dense dans L?(R). La famille {f,(¢)},cz est une
suite de Cauchy, et donc ||f, — f,|| est arbitrairement petit pour n et p suffisamment
grands. Comme f,(t) € L2(R), la formule de Plancherel montre que f,(w) € L2(R). De
plus, {f,(w)}nez est aussi une suite de Cauchy car

an - fp“ = \/%an - fp“

est arbitrairement petit pour n et p suffisamment grands. Comme toute suite de Cauchy
converge dans L2(R), il existe f(w) € L%(R) tel que

Tim [|f = £l =0,

Par définition, f (w) est la tranformée de Fourier de f(¢). On peut alors vérifier que le
théoreme de convolution, la formule de Parseval et les propriétés (2.15-2.28) restent val-
ables dans L%(R).
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Dirac La transformée de Fourier d’'un Dirac peut simplement se calculer en se souvenant
que pour toute fonction continue f(t)

+00

F@)s(t)dt = £(0).

—0o0
La transformee de Fourier de §(t) est donc

+00 )
/ e (t)dt = 1.

o0

C’est la fonction constante égale a 1. La théorie des distributions [4] montre que l'on peut
definir la transformée de Fourier pour toute distribution tempérée.

2.2.3 Exemples de transformée de Fourier
e Une Gaussienne f(t) = e~ étant une fonction de la classe de Schwartz, sa transformée
de Fourier est aussi une fonction C*™ a décroissance rapide. Pour calculer sa transformée

de Fourier, on montre par une intégration par partie (exercice) que sa transformée de

Fourier .
flw) = / e Ve tdt

o0

satisfait ’équation différentielle

La solution est une gaussienne

et comme

flw) = Ve /4, (2.32)
e La fonction indicatrice f(t) = 1i_p(t) est discontinue et donc a une transformée
de Fourier qui n’est pas dans L*(R) mais qui est dans L2(R)

flw) = / e “dt = mnT(Tw) (2.33)

=T

= 307 ost dans L2(R) mais pas dans L*(R). Sa transformée

e Le sinus cardinal f(t)
2.33) grace a la propriété de symétrie (2.15)

de Fourier se déduit de (

flw) =1 rm(w). (2.34)

e Un Dirac translaté 6,(t) = §(t — 7) a une transformée de Fourier qui se calcul
directement oo

5 (w) = / 5, (t)e™“tdt = =, (2.35)
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e La valeur principale f(t) = Vp% définit par convolution la transformée de Hilbert

Hg|(t) = gwvp = L /_+Oog(u)vpt ! —du, (2.36)

mt T J_

On calcule la transformée de Fourier de Vp% en observant que

W) _ois(w).

dw
Donc .
f(w) = —i sign(w) + ¢ (2.37)
avec
1 siw >0
sign(w) =< 0 siw=0

-1 siw<0

Comme f(t) est réelle antisymétrique, sa transformée de Fourier est imaginaire pure
antisymétrique ce qui prouve que ¢ = 0.
e Le peigne de Dirac

c(t) = f d(t —nT) (2.38)

n=—0oo

est une distribution dont la transformée de Fourier se déduit de (2.35)

Cw)= Y e (2.39)

n—=-—oo

La formule de Poisson prouve que ¢(w) est aussi égal a un peigne de Dirac dont ’espacement
est 27,
T

Théoréme 2.3 (Formule de Poisson)

& CinTw 2T R 5 21k 4
d e _?Z (0= =), (2.40)
n=-—00 k=—00
Démonstration Comme C(w) = :iofoo e~ 1w est 277 /T périodique, il suffit de prouver

que sa restriction a [—7/T,7/T] est égale a 27w /Té(w). Pour tout ¢(w) € C3° dont le
support est inclus dans [—7 /T, 7/T], on veut montrer que

+oo TN

<C6>= lim S e ) do = 27%(0). (2.41)
X p=—N

N—o+oo |
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La somme de cette série géométrique est

+N _
Cintw _ SIN[(N +1/2)Tw]
n:z_:Ne ~ sin[Tw/2] (2.42)
Donc o
T 2 gin[(N +1/2)Tw] Tw/2
< C; ¢ >= N1—1>r-ir-loo T /;ﬂ/T TWw sm[Tw/2]¢(w)dw (243)

Pour |w| < 7/T, on définit
o Tw/2
(w) = ¢(W)m

tandis que ¢(w) = 0 si |w| > 7/T. Cette fonction est la transformée de Fourier de
Y(t) € L*(R). Comme 2sin(aw)/w est la transformée de Fourier de 1j_,4(t), la formule
de Parseval (2.29) implique

(N+1/2)T

2m [T sin[(N + 1/2)Tw] W(t)dt. (2.44)

<C,¢>:?

_27r

(w)dw

—o0 W T J_(nyij2r

Lorsque N tend vers +oo Uintégral converge vers 1(0) = ¢(0). O

2.3 Synthese de filtres

2.3.1 Filtres passe-bandes

La transformée de Fourier d'un signal filtré g(t) = f * h(t) est

~

() = f(w)h(w).

De nombreuses applications nécessitent d’isoler les composantes du signal dans différentes
bandes de fréquences.
Un filtre passe-bas idéal a une fonction de transfert définie par

5 1 st fw| < we
ho(w) = { 0 si|wl>we (245)

Il élimine donc toutes les fréquences de f(w) au deli de we. On déduit de (2.34) que la
réponse impulsionnelle de ce filtre est

Ce filtre passe-bas idéal est ni causal ni stable. Le paragraphe suivant explique comme
I’approximer avec un systeme physiquement réalisable.
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Un filtre passe-bande réel a une fonction de transfert qui supprime toute composante
fréquentielle en dehors de deux intervalles symétriques par rapport a w = 0

(2.46)

- 1 si|w| € [wo — we, wo + we
hu(w) = { 0 ailleurs

Un tel filtre peut se déduire d’un filtre passe-bas. Comme

~ ~ ~

hl(w) == ho(w — u.)[]) + ho(w + CU[]).
Comme la transformée de Fourier de ho(t)e™ est hg(w — wp) on déduit que

sin w,t

hy(t) = 2 cos(wot) ho(t) = 2 cos(wpt) —

Ce filtre est généralement approximé par un filtre causal et stable, en remplacant hg(t)
par une approximation stable et causale.

2.3.2 Filtrage par circuits électroniques

Un filtrage linéaire analogique est le plus souvent implémenté avec un circuit électronique.
Le signal f(t) est représenté par une différence de potentiel u(t) = f(¢) appliquée a I'entrée
du circuit. Pour certaines réponses impulsionnelles h(t), nous allons montrer que ’on peut
configurer le circuit de fagon a ce que la différence de potentiel v(¢) a la sortie soit égale
au produit de convolution v(t) = ux h(t) (voire figure 2.1).

Les circuits VLSI analogiques sont essentiellement composés de résistances, de ca-
pacités, et d’amplificateurs opérationnels, construits avec des transistors. Les inductances
ne sont pas utilisées car elles demandent trop de place sur le silicium, mais elles sont rem-
placées par des circuits équivalents. Ce type de circuit relie les différences de potentiels a
I’entrée et a la sortie par une équation différentielle a coefficients constants

dNu(t dv(t
U( ) + +alﬁ +CLOU(t) = bM

dMu(t) du(t)
b
Aty dt ot

dtM - dt

On suppose que u(t) est un signal causal, u(tf) = 0 pour ¢t < 0, et 'on veut calculer
la solution v(t) de cette équation différentielle. Cette solution dépend des conditions ini-
tiales a la sortie du circuit spécifiées par {%}OS;KN. Nous supposerons que le circuit
est initialement au repos ce qui signifie que toutes ces dérivées sont nulles. La sortie v(t)
est alors reliée a u(t) par un opérateur linéaire homogene dont nous calculons la fonction
de transfert.

Fonction de transfert La propriété de différentiation (2.21) permet de calculer la trans-
formée de Fourier de chaque c6té de ’égalité (2.47)

ay (iw)No(w) + ... + a1 (iw)D(w) + apd(w) =
bar (iw)Ma(w) + ... + by (iw)d(w) + byti(w).
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La fonction de transfert est donc

co 0(w) by (iw)™ + 4 by (iw) + b

hw) = a(w)  an(iw)N + ... +a;(iw) + ap (2.48)

Cette fonction de transfert est aussi appelée 'impédance du circuit.
Dans le cas d'un circuit électronique, on a N > M, car |h(w)| ne peut pas tendre ver
400 a haute fréquences. La sortie du circuit initialement au repos peut s’écrire

o(t) = /+°° hr)ult — 7)dr = /0+°° h(r)ult — 7)dr,

0.9

car la réponse impulsionnelle h(t) est causale.

Exemple Le circuit RC avec amplification de la figure 2.1 est un exemple particulierement
simple qui relie I’entrée et la sortie par I’équation

dv(t) B Ry
RC priy v(t) = (1+ R—l)u(t).
L’impédance est donc
) 1+ &
w)=——-""—.
1+ RCww

One peut vérifier (exercice) que la réponse impulsionnelle du filtrage homogene est causale
et s’exprime a partir de la fonction échelon (2.7) par

h(t) = g (L ) e ()
R
L WA ¥ —
u(t) C—— WA V(t)

7

Figure 2.1: Circuit RC avec un amplificateur opérationnel

2.3.3 Approximations par filtres rationnels

Nous avons vu qu’'un circuit électronique implémente un filtre dont la fonction de transfert
est une fonction rationnelle de w

hw) =~ (2.49)
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ou N(u) et D(u) sont des polynémes a coefficients réels. On peut démontrer (exercice)
que le filtre est causal et stable si et seulement si D(s) est un polynoéme dont les racines
ont des parties réelles strictement négatives. Par ailleurs on montre aussi que si P(w) est
une fonction rationnelle de iw avec P(w) > 0 pour tout w € R, alors il existe une fonction
de transfert rationelle, correspondant a un filtre causal et stable, qui satisfait

Un filtre passe-bas idéal R
h'o (U)) - 1[*wc,wc] (U))

n’est pas réalisable par un circuit électrique car sa fonction de transfert n’est pas ra-
tionnelle. Le nombre d’éléments (résistances, capacités, amplificateurs) nécessaires pour
implémenter une fonction de transfert rationnelle iL(w) est proportionnel au degré du
dénominateur. Pour limiter la complexité du circuit, on veut donc approximer |ho(w)|?
par une fonction rationnelle de faible degré, tout en minimisant I’erreur d’approximation.
L’erreur d’approximation est définie par un gabarit illustré par la figure 2.2, qui spécifie
Pamplitude maximum des oscillations de |A(w)|? dans les bandes de passage et d’atténuation
ainsi que la largeur de la bande de transition. Le probleme est donc de trouver des fonc-
tions rationnelles de degré le plus faible possible, qui satisfont les contraintes de gabarit
imposées par une application. Les polynomes de Butterworth ou de Chebyshev ont des
propriétés particulierement bien adaptées a ce type d’approximation.

ek

1'8p

LA S S A S A R A

fea

>
w

Figure 2.2: Le gabarit d’un filtre spécifie 'amplitude maximum des oscillations €, et ¢,
dans les bandes de passage et d’atténuation du filtre, ainsi que la largeur Aw de la bande
de transition

Filtres de Butterworth Un filtre de Butterworth d’ordre n est défini par

1

h B 2.50
) = o (2.50)
Plus n augmente plus le filtre est plat au voisinage de w = 0 car les 2n — 1 premieres

dérivées de |h(w)|? sont nulles en w = 0. A la fréquence de coupure w,, |2 (w)[? = 5. Ces
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filtres convergent vers le filtre passe-bas idéal (2.45), au sens ou pour tout w € R — {w.}

lim |7y, (w)[* = |ho(w) .

n—-+o0o

Filtres de Chebyshev Les filtres de Chebyshev ne sont pas plats au voisinage de w = 0
mais ils ont des oscillations de tailles constantes dans la bande de passage. A degré égal,
ils ont une bande de transition plus faible que les filtres de Butterworth. Ils sont définis

par
1

T 1+ e2C2(w/w,.)’

ot Cy,(w) est un polynome de Chebyshev de degré n qui peut s’écrire

[ (w)

-1 .
Co(w) = { cos(ncos™ w) si0< |wf <1 (2.51)

cosh(ncosh ™ w) si|w|>1

Ces polynomes peuvent aussi étre caractérisés par récurrence

Cri1(w) = 2wCh(w) — Cpq (w).

Pour |w| < 1, |Cp(w)]? oscille régulierement entre 0 et 1 tandis que lorsque |w| > 1, le
cosinus hyperbolique augmente de fagon monotone. En conséquence |h (w)|? oscille entre
1 et 1 lorsque 0 < |w|/w, < 1. Lorsque |w|/w, > 1 alors ¢ (w)]? a une décroissance
monotone vers 0.

Il existe d’autres familles de fonctions rationnelles utilisées pour ’approximation du
filtre passe-bas idéal et le choix d’une approximation pour une application est un art qui

dépend du type de distortions que ’on peut admettre.

2.4 Modulation d’amplitude

A travers un canal unique de transmission il est souvent nécessaire de transmettre plusieurs
signaux simultanément, comme par exemple des émissions de radio ou des conversations
téléphoniques. Lorsque ces signaux peuvent étre bien approximés par des fonctions dont
la transformée de Fourier est a support compact, la modulation d’amplitude permet de
multiplexer ces signaux pour les transmettre en méme temps. L’audition n’étant essen-
tiellement sensible qu’a des sons entre 300Hz et 3300Hz, on peut limiter les sons par filtrage
passe-bas a l'intervalle de fréquence [—3300,3300], lors de leur transmission téléphonique
ou radio.

On suppose que les signaux { f, }o<n<ny que I'on veut multiplexer ont tous une trans-
formée de Fourier dont le support est inclu dans [—b,b]. La modulation d’amplitude
permet de multiplexer ces N signaux en un seul signal dont la bande de fréquence est N
fois plus grande. Pour cela on transforme chaque signal f,(¢) en un signal modulé f(t)
dont la transformée de Fourier a un support égal & [—w, — b, —w,] U [w,, b + w,]. En
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choisissant w,, = nb, le support de f;"(w) n’intersecte pas le support de f*(w) si n # p.
A partir du signal multiplexé

M(t) = () (2.52)

on peut récupérer chaque signal f* par filtrage passe-bande, puis on reconstruit f,(¢) par
démodulation. Les paragraphes suivants expliquent le calcul de ces différentes étapes.

2.4.1 Signal analytique et transformée de Hilbert

Les signaux réels ayant une transformée de Fourier a symétrie hermitienne, leur support
est symétrique par rapport a w = 0. On veut donc transposer les fréquences de f,(t) de
I'intervalle [—b,b] & un double intervalle symétrique [—w,, — b, —w,| U [w,,w, + b]. Pour
cela nous considérons séparément les fréquences positives et négatives de f,(t), comme
I'illustre la figure 2.3.
Comme f,(w) = f*(—w), fu(w) est enticrement caractérisé par sa restriction a w > 0
donnée par
A 2fn(w) siw>0
faw) =4 fu(0) siw=0 (2.53)
0 siw <0

La fonction f?(t) est appelée partie analytique de f,(¢) car on peut démontrer qu’elle
admet une extension analytique dans la partie supérieure du plan complexe que 1'on
construit grace a la transformée de Laplace [Bony|. Les propriétés (2.25,2.26) de la
transformée de Fourier montrent que la transformée de Fourier de la partie réelle de f7?(t)
est . .

fZ w +fZ* —Ww .

HERS A CUNYIY
et donc que Ref?(t) = f.(t). De méme la transformée de Fourier de sa partie imaginaire
est

BRI i sigo o) (2:54)

Nous avons vu en (2.37) que —i sign(w) est la fonction de transfert du filtre de Hilbert.
La partie imaginaire de f?(t) est donc la transformée de Hilbert de f(t)

. 1 1 [F 1
Imf;(t) = H[fn](t) = fuxVvp— = = B fn(w) th _

du. 2.
—du (2.55)

7t ™

Modulation d’amplitude Pour transposer en fréquence fn(w) et obtenir une fonction
fi'(w) dont le support est [—b — wy, —wy] U [wy, w, + 0], on décale de w, les fréquences
positives f?(w) et de —w, les fréquences négatives f?(—w) (figure 2.3)

_ fnz(w —wp) + fvf*(_w - u)n)'

frr(w) ;

(2.56)
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On calcule avec (2.25) et (2.19) la transformée de Fourier inverse du coté droit de cette

équation, ce qui nous donne .
fi'(t) = Re[f; (t)e"']. (2.57)

Comme fZ(t) = fu(t) + iH[f.](t), la modulation d’amplitude s’exprime a partir de la
transformée de Hilbert par

IH(t) = fu(t)cos(wnt) — H[fn](t)sin(wpt). (2.58)

Figure 2.3: Multiplexage par modulation d’amplitude

2.4.2 Démodulation et détection synchrone

Le signal multiplexé M (t) (2.52) est la somme de signaux modules f"*(¢) dont les supports
fréquentiels ne s’intersectent pas. On définit un filtre passe-bande dont le support est le
méme que celui de f™(w)

- 1 st |w| € [wn, wn +b]
fin(w) = { 0 ailleurs (2:59)
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On a alors
() = M x hy(t).

Le signal f,,(t) se reconstruit a partir de f*(¢) en supprimant la modulation d’amplitude.
L’équation (2.58) montre que

gn(t) = 21 (t)cos(wnt) = fr(t) + fu(t)cos(2wnt) — H[f,](t)sin(2w,t), (2.60)
ce qui s’écrit en Fourier

2 Folw = 2wp) + fo(w + 2w,)
+ 2

L Ml —20,) Q—infn](w + 20n)

(2.61)

Comme le support de f,(w) et de ’H[Afn](w) est [—b,b] et que w, > b, on sépare f(w) des
autres composantes fréquentielles avec la fonction de transfert

- { 1 sifw| <D . (2.62)

ho(w) = 0 ailleurs
On déduit de (2.61) que

Fa(t) = gn % ho(t) = (2 (u)cos(wnu) % ho(u))(?).



Chapitre 3

Traitement du signal discret

Le traitement du signal discret a pris son essor dans les années 70 grace a ’apparition
des microprocesseurs et a 'utilisation de la transformée de Fourier rapide. Il remplace
progressivement le traitement du signal analogique dans la majorité des applications telles
que l'enregistrement digital, la télévision, le traitement de la parole et de 'image. Le calcul
informatique permet la mise en place d’algorithmes nettement plus sophistiqués et plus
précis que le calcul analogique dont la fiabilité est limitée par les bruits de circuits et les
erreurs de calibrage des composants électroniques. Le traitement du signal analogique
reste cependant beaucoup plus rapide ce qui est fondamental pour certaines applications
en temps réel.

Les signaux étant le plus souvent d’origine analogique, nous étudions la conversion
analogique-digitale et les conditions permettant d’effectuer la transformation inverse. Le
filtrage homogene est étendu au calcul discret et nous introduisons le calcul rapide par
transformée de Fourier discrete.

3.1 Conversion analogique-digitale

L’approche la plus simple pour discrétiser une fonction f(t) est d’effectuer un échantillonnage
avec un intervalle 7" uniforme, en enregistrant les valeurs {f(nT)},cz. Pour effectuer la
transformation inverse, nous étudions ’existence d’algorithmes d’interpolation permettant
de reconstruire f(t) a partir de ses échantillons.

3.1.1 Echantillonnage

Pour traiter les signaux discrets dans le méme cadre que les signaux analogiques, nous les
représentons par des distributions de Dirac. Un échantillon f(nT’) est représenté par un
Dirac d’amplitude f(nT') centré en nT. L’échantillonnage uniforme de f(t) correspond a
la distribution

fat) =Y f(nT)é(t —nT). (3.1)

n=—0oo

23



24 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRET

Puisque f(nT)d(t — nT) = f(t)o(t — nT),

fa(t) = f(8) Y o6(t —nT).

n=—0oo

Un échantillonnage uniforme est donc obtenu par multiplication avec le peigne de Dirac

+00
c(t)= > 6(t—nT). (3.2)
Les propriétés de cet échantillonnage s’étudient plus facilement dans le domaine de
Fourier. Si {f(nT)},ez est borné, fy(t) est une distribution tempérée [3] dont la trans-
formée de Fourier fy(w) est bien définie. La transformée de Fourier de 6(t — nT’) étant
e~ on déduit de (3.1) que fy(w) est une série de Fourier 2 périodique

falw) = f(nT)em", (3.3)

Pour comprendre comment reconstruire f(t) a partir de ses échantillons, nous expri-
mons fy(w) en fonction de f(w). Comme fy(t) = f(t)c(t), sa transformée de Fourier peut
aussi s’écrire )

w) = —f*cw).
fulw) = 5 % élw)
La formule de Poisson (2.40) prouve que la transformée de Fourier du peigne de Dirac
c(t) est

+00
é(w) = 2% PRICE ?). (3.4)
k=—o00
Comme f*é(w — %) = f(w - %),
+00
fi) =7 3 o= 0. ()
k=—00

Echantillonner un signal est donc équivalent a une périodisation de sa transformée de

Fourier, obtenue en additionnant les translatées f (w— 2k—”) Le théoreme de Nyquist

T
donne une condition suffisante sur le support de f(w) pour reconstruire f(t) a partir des

échantillons f(nT'). Cette condition garantit que f(¢) n’a pas d’oscillations violentes entre
chaque paire d’échantillons.

Théoréme 3.1 (Nyquist) Soit f(t) un signal dont la transformée de Fourier f(w) a

un support inclus dans [—%, %] Alors f(t) peut étre reconstruite en interpolant ses
échantillons .
f&) =Y f(nT)hp(t —nT), (3.6)
avec o o
hr(t) = sinc(%t) -7 (3.7)

T
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Démonstration X
Comme le support de f(w) est inclus dans [—7, %], si n # 0 le support de f( — o)

n’intersecte pas le support de f(w) En conséquence (3.5) prouve que

flw) m
7 o |w|§f. (3.8)

falw) =
Soit iy (w) la fonction de transfert d'un filtre passe-bas idéal

S (T silw|<E
hr(w) = { 0 sijw/>0 (3.9)

et dont la réponse impulsionnelle hy(t) est donnée par (3.7). On déduit de (3.8) que

ce qui se traduit en variable de temps par

F(t) = hy* fa(t) = hpx Z F(nT)é(t —nT) = Z f(nT)hy(t — ).
n=-—oo n=—oo

(|

Le théoreme d’échantillonnage de Nyquist donne une condition nécessaire pour recon-
struire un signal a partir de ses échantillons étant donnée une information a priori sur
son support fréquentiel. L’échantillonnage et l'interpolation sont illustrés par la figure
3.1, dans les domaines temporels et fréquentiels. D’autres caractérisations peuvent étre
obtenues en imposant des contraintes différentes sur f(¢).

3.1.2 Repliement spectral

Si le support de f(w) n’est pas inclus dans [—7%, %), la formule d’interpolation (3.6) ne re-
construit pas f(¢). Nous étudions les propriétés de l'erreur de reconstruction ainsi qu’'une

procédure de filtrage pour la réduire.

Recouvrement fréquentiel La transformée de Fourier de hyx f4(t) a un support inclus
dans [—Z, Z] et donc ne peut étre égale & f(¢) dont la transformée de Fourier a un support

T
qui s’étend au-dela de [— Nous avons vu que

T’T]

. 1 & . 2km
= — - —). 3.10
) =7 3 fo=20) (3.10)
Lorsque le support de f( ) n’est pas inclus dans [—% 7], pour certaines fréquences w €
[—7, 7] il existe des entiers k # 0 pour lesquels flw— Zkr) £ 0 (voire figure 3.2). Dans

ce cas, fy(w) est la somme de f(w) plus certaines composantes de hautes fréquences

flw— 2@”) La valeur de fy(w)hy(w) peut donc étre tres différente de f(w) méme lorsque
w e [-F, 7]
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=

N
A hr(w)

f(t)

fa(®)

‘?
hr(t)
1
T \r .
2 0 2T
fa » hr(t)

AN

Figure 3.1: Echantillonnage et interpolation dans les domaines temporels et fréquentiels
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Considérons par exemple le signal

eZth + e*ZWOt

f(t) = cos(wpt) = 5

avec 2% > wy > 7. Sa transformée de Fourier étant

Fw) =7 (8w = wo) +8(w +wo) ).

la périodisation (3.5) nous donne

—+00

]ﬁd(w):z Z (5(w—wo—2l€Tﬂ)+6(w+wo—%Tﬂ)>.

k=—o00

Les seules composantes dans [—Z, %] sont §(w —wy + 2) + 6(w +wy — 2%) donc apres
filtrage par le filtre passe-bas hy(w), on obtient

Fao hp(t) = cos((%” —w)t).

Le repliement spectral réduit la fréquence du cosinus de wy & 2 — wp € [—Z, 5. Ce
repli fréquentiel s’observe lorsque 'on filme un mouvement trop rapide avec un nombre
insuffisant d’images par seconde. Une roue de voiture tournant a grande vitesse apparait

comme tournant beaucoup plus lentement dans le film.

Préfiltrage Supposons que le pas d’échantillonnage est limité a une valeur 7" par des
contraintes de temps calcul ou de mémoire et que wy > 7. A défaut de reconstruire
exactement f(t), on veut récupérer la meilleure approximation de f(¢) par interpolation
d’un échantillonnage avec hp(t). Une telle interpolation est une convolution avec hr(t) et
a donc une transformée de Fourier dont le support est inclus dans [—7, %]. Soit V I'espace
des fonctions dont les transformées de Fourier ont un support inclus dans [~7, 7]. La
fonction de 'V qui est la plus proche de f(t) est la projection orthogonale Py f(t) de f(t)

dans V qui minimise

+oo R
£ = PuflP = o [ 1F@) - Pes)Pda. 3.11)

—o0

Comme Py f(t) € V, le support de sa transformée de Fourier Py f(w) est incluse dans

(=%, 7). La distance (3.11) est minimisée si

Pyf(w) = f(w) pour || < .

La projection orthogonale est donc obtenue par le filtrage linéaire

Pyf(t) = %f*hT(t) (3.12)
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™

qui enleve toute composante fréquentielle au dela de la fréquence d’échantillonnage 7.

Puisque Py f € V, le théoreme de Nyquist prouve que

“+00

Pyf(t)= Y Pyvf(nT)hy(t—nT).

n=—oo

On calcule la projection orthogonale de f(t) sur V en préfiltrant f(t) avec (3.12) et
cette projection orthogonale est reconstruite a partir de son échantillonnage uniforme.
Un convertisseur analogique digital est donc composé d’un filtre qui limite la bande de
fréquence du signal a [—7, %] suivi d’un échantillonnage uniforme avec intervalles 7. En
pratique, I'implémentation par circuit électronique nécessite d’approximer le filtre passe-
bas idéal hy(t) par un filtre réalisable (par exemple Butterworth ou Chebyshev).

() f(t)

4 -~ @ ?TT]l ILLTT ot
'__I_’
T,(w). hy() f, % h(t)

-no L, I
T 0 T

A B VAN

L Vv
Figure 3.2: Cette figure illustre le recouvrement spectral créé par un pas d’échantillonnage
trop grand. Le signal reconstruit fy * hy(t) peut étre trés différent de f(¢)

3.2 Filtrage discret homogene

Les opérateurs analogiques de filtrage linéaire homogene s’étendent aux signaux discrets
en remplacant les intégrales par des sommes discretes. La transformée de Fourier est alors
remplacée par les séries de Fourier. Les propriétés des filtres discrets s’analysent souvent
plus facilement avec la transformée en z qui étend les séries de Fourier a tout le plan
complexe. Pour simplifier les notations, nous supposons que l'intervalle d’échantillonnage
est T =1 et les échantillons d’un signal discret sont notés f[n].
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3.2.1 Convolutions discretes

Dans le cas discret, I’homogénéité temporelle se limite a des translations sur la grille
d’échantillonnage. Un opérateur linéaire discret L est homogene dans le temps si et
seulement si pour tout f[n] et tout décalage fy[n] = f[n — p| avec p € Z

Lf,[n] = Lf[n —p).

Réponse impulsionnelle On note §[n| le Dirac discret

S[n] = { (1) : Z ;8 . (3.13)

Tout signal f[n] peut étre décomposé comme somme de Diracs translatés

flnl =Y fploln —pl.

p=—00

Soit Lé[n| = h[n] la réponse impulsionnelle de cet opérateur. La linéarité et 'invariance
temporelle impliquent

Lfln]= Y flplhln—p] = f*hin].

p=—00

Un opérateur linéaire homogene est donc un produit de convolution discret.

Stabilité et causalité Un filtre discret L est causal si et seulement si Lf[p] ne dépend
que des valeurs de f[n] pour n < p. Cela implique donc que h[n] = 0sin < 0. La réponse
impulsionnelle h[n| est causale. On représente souvent un signal causal grace a la fonction
de Heavyside discrete

1 sin>0
v[n]—{ 0 sin<0 (3.14)

car h[n] = hin|y[n].
Pour qu’'un signal d’entrée borné produise un signal de sortie borné il suffit que

> [hln]| < +oo, (3.15)

car oo
L)l < sup | f[n]] > Inlkl.
ne k=—o00

On peut vérifier (exercice) que cette condition suffisante est aussi nécessaire. On dit alors
que le filtre et la réponse impulsionnelle sont stables.
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Fonction de transfert Comme dans le cas continu, les vecteurs propres de ces opérateurs
de convolutions sont des exponentielles complexes e, [k] = e™F,

+00 +o0
Le,[n] = Z W=k p[k] = ¢n Z hlk)e™™*, (3.16)
k=—00 k=—00

Les valeurs propres correspondantes sont donc obtenues par la série de Fourier

h(e®) =Y h[kle™*, (3.17)

k=—00

que l'on appelle fonction de transfert du filtre.

3.2.2 Séries de Fourier

La transformée de Fourier d'un signal discret f[n] est définie par

fle)y=>" flkle™*. (3.18)

k=—o00

C’est la transformée de Fourier de sa représentation par somme de Dirac

fa(t) = fln]o(t —mn).

n=—oo

Toutes les propriétés de la transformée de Fourier (2.15-2.28) restent donc valables si fj(¢)
est une distribution tempérée, ce qui est le cas si | f[n]| est borné.

On peut aussi démontrer [3] que la famille {e*“},.; est une base orthonormale de
L2[—m, 7| muni du produit scalaire

< a(w), b(w) >= % / ()b () dov.

Si f[n] € 12(Z), la série (3.18) peut alors s’interpréter comme la décomposition de f(e™) €
L2[0,27] dans cette base orthonormale. Les coefficients de décomposition sont obtenus
par produit scalaire

~ . . 1 . .
f[n] =< f(ezw)7 e iwn %/ f(ew)ewndw 7 (3.19)
et l'on obtient des formules de Parseval
= 1 [ . ,
> finlgtn] = 5 / f(e*) g(e*) dw (3.20)

et de Plancherel

™

> Wl =5 [ 1P (3.21)

n=-—00 -
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Filtrage discret Les exponentielles complexes étant les vecteurs propres des opérateurs
de convolution discrete, il en résulte le théoreme suivant.

Théoréeme 3.2 (Convolution discréte) Soient f[n] et h[n] deuz signauz dans 12(Z).
La transformée de Fourier de g[n] = f % h|n| est

g(e™) = f(e)h(e™). (3.22)

La démonstration est formellement identique a la démonstration du théoreme 2.1 si
on remplace les intégrales par des sommes discretes et que ’on suppose que f[n] et h[n]
sont dans 1*(Z). Le méme résultat dans 1?(Z) s’obtient par un argument de densité.

La formule de reconstruction (3.19) montre qu’un signal filtré s’écrit

fxh[n] = 1 /7r h(e®) f(e™)e™  dw. (3.23)

2 J

La fonction de transfert iL(ei“’) amplifie ou atténue les composantes fréquentielles f (e™)
de f[n] dans l'intervalle de fréquence [—m, 7).

On vérifie de méme qu’une multiplication temporelle est équivalente a une convolution
dans le domaine fréquentiel. Si g[n] = f[n]w[n] alors

g(eiw) _ i /jr f(eiu)w(ei(wfu))du.

™

Exemple
La moyenne discrete uniforme définie par

+N

L) = 55 - Sl

est un filtre dont la réponse impulsionnelle est

2N+1

L si-N<n<N
MM_{O si [n| > N (3:24)

La fonction de transfert est la série de Fourier

() 1 +Z]\£ Cine 1 sin(N + 3w
e = (& = .
2N +1 &~ 2N +1 sinw/2

Ce filtre atténue surtout les fréquences au-dela de 27/(2N + 1).
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3.2.3 Sélection fréquentielle idéale

La fonction de transfert d’un filtre discret étant 27 périodique, elle est spécifiée sur
I'intervalle [—7,w]. La fonction de transfert du filtre discret passe-bas idéal est définie
pour w € [—7, 7| par

s i )1 st |w| < w,
() = { 0 si|w|>w (3.25)

Sa réponse impulsionnelle calculée grace a l'intégrale (3.19) est

holn] = 222 (3.26)

™

C’est ’échantillonnage uniforme de la fonction de transfert d’un filtre analogique passe-bas
idéal.
La fonction transfert d’un filtre passe-bande discret idéal est

7 (W) _ L si |(")|E [wo_wcaw0+wc]
fu(e )_{ 0 ailleurs (3:27)

~

Comme hy(e®) = hy(el@=90)) 4 hy(ei@+0)) on peut en déduire que sa réponse impul-
sionnelle est

hi[n] = 2 cos(won) ho[n).

La convolution discrete d’un signal f[n] avec un filtre passe-bas ou passe-bande idéal
ne peut se calculer exactement avec un nombre fini d’opérations. Il est donc nécessaire
d’approximer ces filtres par des opérateurs de convolutions qui se calculent en temps fini.

3.3 Synthese de filtres discrets

Lors de la synthese de filtres discrets, tout comme dans le cas analogique, on impose des
conditions d’atténuation sur le gain du filtre |2 (e™)|. Le probléme est d’obtenir des filtres
tels que |h(e)| satisfasse aux conditions d’atténuation et dont la structure permette de
calculer les convolutions discretes avec le moins d’opérations possibles.

3.3.1 Filtres récursifs

Pour effectuer des calculs numériques, on utilise une classe de filtres pour lesquels la
convolution discrete se calcule avec un nombre fini d’opérations par échantillon. La sortie
g[n] = Lf[n] est reliée & f[n] par une équation de différences

N

aggln — k] = Zbkfn—k'] (3.28)

k=0

oll ay et by sont des réels et ay # 0. Donc

= aio (Zbkf[n—k] —Zakg[”_k]>

k=1
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se calcule a partir de son passé et de f[n] avec N + M multiplications et additions.
Etant donné un signal causal f[n], le calcul de g[n] nécessite la connaissance de “con-
ditions initiales”, par exemple N valeurs consécutives de g[n|. Si l’on impose que g[n] = 0
pour —N < n < 0, alors g[n] est entierement caractérisé pour tout n € Z. L’opérateur L
est alors un filtre linéaire homogene causal.
Si N = 0 alors le fitre a une réponse impulsionnelle h[n] finie de taille M

mm=§j%ﬂn—m=h*ﬂm

Si M =0, on dit que le filtre est autorégressif

Fonction de transfert Pour caractériser la classe des opérateurs de convolutions L
qui satisfont (3.28), nous évaluons la condition imposée sur la fonction de transfert en
calculant la transformée de Fourier de chaque coté de D'égalité (3.28). Si f(e™) est la
transformée de Fourier de f[n] alors la transformée de Fourier de f[n — k] est e« f(ei@).
La transformée de Fourier de (3.28) est donc

N M
Zak e—zkwg(ew) _ Zbk e—zkwf(ezw),
k=0 k=0

d’ou ’on déduit que

h(eiw) — g(ez’w) — ch\io bk eiikw
f(eiw) lecvzo ay, e~
La fonction de transfert d’un filtre récursif est donc un rapport de polynomes en e~

Les propriétés du module et de la phase s’analysent plus facilement en calulant les

poles dy et les zéros ¢, de la fonction rationnelle (3.29)

by lecwzl(]‘ — e ™)
a0 [Tp_y (1 = dre=™)
Le module de la transformée de Fourier est donc

ol Tty 1 — cpe™™)

aol T, 11— dye=iv]

(3.29)

w

h(e®) =

(")

L’amplitude de la fonction de transfert est le plus souvent calculée en décibels (db) qui
mesurent

. b |2 M ' N ,
20logy |h(e™)| = 101log, % + Z 101ogyq [1 — cpe™]? — Z 101ogyq [1 — dre™™.
k=1 k=1
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Les poles et les zéros ne se distinguent donc que par un changement de signe. La phase
complexe de h(e*) se mesure de méme par

M N
. b . .
argh(e’) = al"gal—(; + kg_l arg(l — cpe ™) — ,;_1 arg(l — dre ™).

Exemple Prenons le cas d’un pole ou d’un zéro situé en re?? et étudions le module
et la phase de (1 — re?e=).

101og; |1 — ree ™% = 101log,o[1 + r? — 27 cos(w — 6)].

Le module est donc minimum pour w = 6 ou il vaut 20log;y |l — r| et maximum en
w = 0+ 7 ou il vaut 20logyy |1 + r|. Suivant que ce facteur est un poéle ou un zéro, il
produit une atténuation ou une amplification au voisinage de w = . La phase complexe
est

argh(e™) = arctan [ rsin(w —9) ] .

1 —rcos(w —0)

3.3.2 Transformée en z

Pour étudier plus facilement les propriétés des fonctions de transfert des filtres discrets,
et en particulier des filtres récursifs, on introduit la transformée en z qui étend la série de
Fourier

h(e®) =Y h[nJe™ (3.30)

a tout le plan complexe z € C, avec la série de Laurent

h(z) = Z hln)z=". (3.31)

n=—oo

Anneau de convergence On dit que la série de Laurent iz(z) est convergente si

+oo
> |hn]| |2 < +oo.

n=—0oo

Le domaine de convergence ne dépend que de |z| et est donc isotrope. La proposition
suivante montre que le domaine de convergence est un anneau dans le plan complexe.

Proposition 3.1 II existe p; et py tels que h(z) est convergente pour p; < |z| < py et

~

divergente pour |z| < py ou |z| > pa. On note A(h) Uintervale de |z| sur lequel h(z) est
convergente.
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La démonstration est laissée en exercice. Dans le cas ou la transformée en z est con-
vergente pour |z| = 1, la transformée de Fourier est égale a la restriction de la transformée
en z au cercle unité du plan complexe.

Stabilité et causalité Le domaine de convergence (absolu) de la transformée en z dépend
des propriétés de causalité et de stabilité du filtre. Le filtre est causal si h[n] = 0 pour
n < 0 d’ott Pon déduit que si h(z) converge pour |z| = p alors il converge pour |z| > p.
L’anneau de convergence s’étend donc a l'infini (py = +00).

Le filtre est stable si et seulement si

+oo
> hn]| < +oo.
n=0

Cela signifie que 'anneau de convergence contient |z| = 1. Si le filtre est causal et stable,
on déduit donc que h(z) est convergente pour |z| > 1.

Inverse La transformée en z peut s'inverser mais le calcul de h[k] & partir de h(z) dépend
du domain de convergence choisi. La formule générale d’inversion se fait par une intégrale
de Cauchy qui calcule h[k] en integrant /(z) le long d'un contour inclu dans I'anneau de
convergence. Dans le cas ou ’anneau de convergence inclu le cercle unité, cette intégrale
peut se faire le long du cercle unité, auquel cas on obtient la transformée de Fourier inverse

L[
hlk] !/hWﬂM%m

:ﬁ B

Pour montrer que h[k] ne dépend pas seulement de h(z) mais aussi du domaine de
convergence choisi, prenons par exemple

h(z) = —

1—azt

La réponse impulsionnelle correspondant a la région de convergence a l'extérieur du cercle
2| = a est causale et se calcule par un dévelopement en série de 1=

d’ou h[n] = a™y[n|. Pour que la région de convergence soit |z| < a on réécrit

-1
- —a"z
h(z) = —.
(2) 1l—a1z

En utilisant la décomposition en série de ﬁ on obtient une réponse impulsionnelle anti-
causale

—a" sin< -1
h[”]_{ 0 sin>0
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Exemples On utilise généralement un filtre causal, ce qui impose que 'anneau de con-
vergence s’étende a l'infini.

e Si h[n] = d[n — k] alors

h(z) =27F (3.32)
et A(h) =]0, +o0].
e Si h[n] = a"[n] alors ,
h(z) = 1 (3.33)
A(h) =]|al, +ool.
e Si h[n] = na"vy[n] alors .
h(z) = 1 iZaz—l

A(h) =]|al, +00].

Convolution Toutes les propriétés de la transformée de Fourier s’étendent directement
a la transformée en z. En particulier, si g[n| = f % h{n] alors la transformée en z de g[n]
est le produit

et son anneau de convergence est

Filtres récursifs Nous avons vu en (3.29) que la fonction de transfert d’un filtre récursif
est une fonction rationnelle. Sa tranformée en z peut donc s’écrire

M —k

N b

h(z) = 2:16;07’&_ (3‘34)
> ko @2 F

La réponse impulsionnelle causale h[n] se calcule facilement en décomposant h(z) en
éléments simples. Si h(z) a des poles simples situés en dj, on peut montrer par identifi-
cation des coefficients (exercice) qu’il peut s’écrire sous la forme

M—-N N A
N . &
h,(Z) = E B.z7" + E W
r=0 k=0

Le filtre causal correspondant a une réponse impulsionelle qui se calcule avec (3.32) et
(3.33)

h[n] = i B,o[n —r]+ ZAk(dk)nfy[n].

Dans le cas de poles multiples, la décomposition fractionnelle s’étend avec des puissances
aux dénominateurs des fractions. On distingue les filtres a réponse impulsionnelle finie
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dont la transformée en z est un polynome en 2~! (N=0) et les filtres & réponse impulsion-
nelle infinie pour lesquels N > 0.

On observe que la réponse impulsionelle h[n] est causale et stable si et seulement si
pour tout k, |dg| < 1. Cela signifie donc que tous les poles de iz(z) ont un module plus
petit que 1.

3.3.3 Approximation de filtres sélectifs en fréquence

Tout comme pour la synthese de filtres analogiques, on approxime un filtre passe-bas idéal
(3.25) par un filtre récursif dont la fonction de transfert satisfait les conditions imposés
par un gabarit qui limite les oscillations dans la bande passante et la bande d’atténuation
(voir figure 2.2). La technique de synthése la plus courante est de transformer un filtre
passe-bas analogique rationnel

o () N (iw)
w) =
¢ D(iw)
en un filtre discret récursif par un changement de variable
iw = F(e"),
olt F est une fonction rationnelle de ™ qui envoie | — 7, 7| sur | — 0o, +00[. La fonction
de transfert .
S N(F(e™
) _ M)
D(F(e*))
est une fonction rationnelle de e et donc la fonction de transfert d’un filtre discret
récursif. Le changement de variable F'(e*) qui associe | — 7, 7| & Iaxe réel R doit étre

aussi “régulier” que possible pour ne pas trop modifier les propriétés de la fonction de
transfert h(w). On utilise souvent I’application

2 w 21— W

Fe¥) = gtan(3) = 7=

Le facteur T" est un parametre de dilatation qui peut étre ajusté arbitrairement.
Par exemple, on peut construire un filtre passe-bas dont la fréquence de coupure est
en w, a partir d’un filtre analogique de Butterworth (2.50). On obtient

. 1
A (e)]* = :
1+ (tan(w/2) )2N

tan(we/2)

L’ordre N du filtre doit étre adapté aux conditions imposées par le gabarit du filtre
passe-bas.

3.3.4 Factorisation spectrale

Lors de la synthése d’un filtre récursif, une fois que l'on a calculé |h(e™)|? pour satisfaire
les conditions d’amplification ou d’atténuation, il reste & adapter la phase pour que h(e™)
soit un filtre causal et stable. Le module est donné par

[A(e) 2 = h(e*)h* (™) = h(2)h"(1/2"),
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avec z = e". Pour un filtre récursif,

}AL(Z) — b_U H;cvzl(l _ Ckzi)
o [[—y (1 — dez™?)

1bo]* TTis (1 — epz (1 — ¢j2)

Jaol” TTo_, (1 — dyz1)(1 — djz)

La donnée de |h(e™)|? impose la position des zéros et des poles de C(z). Les zéros et
les poles de C(z) vont par paires (cg, 1/c;) et (dg,1/d;). Pour chaque paire, il y a un
élément dans le cercle unité et ’autre a ’extérieur, a moins qu’ils ne soient confondus sur
le cercle unité. On peut construire fAL(z) en choisissant arbitrairement un pole et un zéro
dans chaque paire. Pour que iL(Z) soit la transformée en z d’un systeme stable et causal,
nous avons vu que tous les poles doivent étre strictement dans le cercle unité. Cela laisse
libre le choix des zéros. Un choix particulier des zéros est de les prendre tous dans le
cercle unité. Un filtre dont les zéros et les poles sont dans le cercle unité est appelé filtre
a phase minimale.

et

Cl2) = h(2)h"(1/2") =

Filtre inverse Le filtre inverse d’un filtre h est le filtre h; tel que pour tout f[n]
fxhx*h;[n] = f[n].

Cela signifie que les zones de convergence de h(z) et de h;(z) s’intersectent et que sur ce
domaine

h(z)hi(z) = 1.
Le filtre inverse d’un filtre a phase minimale est stable et causal. En effet, les poles de
hi(z) sont les zéros de h(z) et inversement. Or, pour que h;(z) soit stable et causal, il
faut et il suffit que ses poles soient dans le cercle unité et donc que les zéros de iz(z) soient
dans le cercle unité.

3.4 Signaux finis

Nous avons supposé jusqu’a présent que nos signaux discrets f[n]| sont définis pour tout
n € Z. Le plus souvent, f[n] est connu sur un domaine fini, disons 0 < n < N. Il faut
donc adapter les calculs de convolutions en tenant compte des effets de bord en n = 0 et
n = N — 1. Par ailleurs, pour utiliser la transformée de Fourier comme outil de calcul
numérique, il faut pouvoir la redéfinir sur des signaux discrets finis. Ces deux probléemes
sont résolus en périodisant les signaux finis. L’algorithme de transformée de Fourier rapide
est décrit avec une application au calcul rapide des convolutions.

3.4.1 Convolutions circulaires

Soient f[n] et h[n] des signaux de N échantillons. Pour calculer la convolution
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pour 0 < n < N, il nous faut connaitre f[n] et h[n] au-dela de 0 < n < N. Une approche
possible est d’étendre f[n] et h[n| avec une périodisation sur N échantillons

f[n] = f[n modulo N] , h[n] = h[n modulo N].

La convolution circulaire de ces deux signaux de période N est réduite a une somme sur
leur période

=

-1

f@& h[n] =) flplhln —pl.

p

Il
o

Les vecteurs propres d’un opérateur de convolution circulaire
Lf[n] = f® hn]

sont les exponentielles discrétes ex[n] = ¢ ¥ ™. En effet,

N-1
2wk —i27k

Leg[n] =e " hlple ™~ P
p

Il
<)

et les valeurs propres sont données par la transformée de Fourier discrete de h[n]

—i27k

Wkl = hlple™~ P

3.4.2 Transformée de Fourier discrete

L’espace des signaux discrets de période N est de dimension N et ’on note le produit
scalaire

<f9>=Y flnlg'lnl (3.35)

Le théoreme suivant démontre que tout signal de période N peut s’écrire comme une
transformée de Fourier discrete.

Théoréme 3.3 La famille d’exponentielles discrétes (ex[n])o<r<n

2wk

ex[n] =e v ", (3.36)
est une base orthogonale de [’espace des signaux de période N.

Pour prouver ce théoreme, il suffit de montrer que cette famille de N vecteurs est
orthogonale (exercice). Comme lespace est de dimension N, c’est donc une base de
I'espace. Tout signal f[n] de période N peut se décomposer dans cette base

N-1

=3 S ) (3.37)

2 e,
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La transformée de Fourier discrete de f[n] est

N-1
flk] =< frex >=_ fln)e ¥"". (3.38)
n=0
Comme |lex[n]]]* = N,
=
~ mn
fln] = N flkle v ™. (3.39)
k=0
L’orthogonalité implique une formule de Plancherel
N-1
> Iflnll” = Z Fi (3.40)
n=0

Effets de bord La transformée de Fourier discrete d'un signal de période N se cal-
cule a partir des valeurs de f[n] pour 0 < n < N. Pourquoi se soucier du fait que ce
soit un signal de période N plutdt qu’un signal de N échantillons ? La somme de Fourier
(3.38) définit un signal de période N pour lequel I'échantillon f[0] étant le méme que f[V]
se retrouve placé a coté de f[IN—1]. Si f[0] et f[N —1] sont tres différents, cela induit une
transition brutale dans le signal périodisé qui se traduit par ’apparition de coefficients de
Fourier de relativement grande amplitude aux hautes fréquences. Par exemple, le signal
apparemment régulier f[n]| = n pour 0 < n < N a une transition brutale en n = pN pour
p € Z, une fois périodisé. Cette transition apparait dans sa série de Fourier.

Filtrage fini Comme e 7 sont les vecteurs propres des opérateurs de convolution cir-
culaire, on déduit un théoreme de convolution.

Théoréme 3.4 (Convolution Circulaire) La convolution circulaire gln] = f& hin]
est un signal de période N dont la transformée de Fourier discrete est

glk] = flk]h[k] (3.41)

La démonstration de ce théoreme est identique a la démonstration des deux théoremes
de convolution précédents et laissée en exercice. Ce théoreme montre que la convolution
circulaire est un filtrage fréquentiel. Il ouvre aussi la porte au calcul rapide de convolutions
en utilisant la transformée de Fourier rapide.

3.4.3 Transformée de Fourier rapide

Pour un signal f[n| de N points, le calcul direct de la transformée de Fourier discrete

flk = 3" flnje ¥ (3.42)
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pour 0 < k < N, demande O(N?) multiplications et additions. II est cependant possible
de réduire le nombre d’opérations a O(N log, N) en réorganisant les calculs. Lorsque k
est pair, on regroupe les termes n et n + %

~

2kl =S (fln] + fln+ N/2)e ¥ . (3.43)

—i27k

fl2k +1) = Ze#n(f[n]—f[mg])e ¥ (3.44)

L’équation (3.43) montre que les fréquences paires sont obtenues en calculant la trans-
formée de Fourier discrete du signal de période %

folnl = fla) + fln + 51,

tandis que (3.44) permet de calculer les fréquences impaires par la transformée de Fourier
discrete du signal de période g

—i27

Fln] = e F(n] — fln+ ).

Complexité Une transformée de Fourier d’un signal de taille N s’obtient donc en calcu-
lant deux transformées de Fourier de signaux de taille % Le signal f[n] étant complexe,
le calcul des signaux f,[n] et f;[n] demande N additions complexes et 5 multiplications
complexes, ce qui fait 3N additions et 2N multiplications réelles. Soit C'(N) le nombre
d’opérations d’une transformée de Fourier rapide d’un signal de période N. On a donc

C(N) = 20(%) + KN, (3.45)

avec K = 5. La transformée de Fourier d'un signal d'un seul point étant égale a lui-méme,
C(1) = 0. Avec le changement de variable [ = log, N et de fonction 7'(l) = C(N)/N, on
déduit de (3.45) que

T)y=T(I-1)+ K.

Comme T'(0) =0, T'(I) = Kl et donc
C(N) = KN log,(N).

Il existe différents algorithmes de transformée de Fourier rapide qui décomposent une
transformée de Fourier de taille N en deux transformées de Fourier de taille £ plus O(N)
opérations. L’algorithme le plus performant a ce jour est un peu plus compliqué que celui
que nous venons de décrire, mais ne demande que N log, N multiplications et 3N log, N
additions.
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La transformée de Fourier inverse se calcule a partir de I’algorithme rapide en observant
que

2

—1
—i27kn

Frkle™ " (3.46)

0

flnl =5

B
Il

La tranformée de Fourier discrete inverse est donc obtenue en calculant la transformée de
Fourier directe du complexe conjugué du signal, et en calculant le complexe conjugué du
résultat.

3.4.4 Convolution rapide

L’algorithme rapide de la transformée de Fourier discrete permet d’utiliser le théoreme
3.4 pour calculer efficacement les convolutions discretes de deux signaux a support fini.
Soient f[n] et h[n] deux signaux ayant des échantillons non nuls pour 0 < n < M. Le
signal causal

gln] = f = h[n] Z FIK] (3.47)

k=—00

n’a de valeurs non-nulles que pour 0 < n < 2M. Le calcul direct de ce produit de
convolution, en évaluant la somme (3.47), demande O(M?) additions et multiplications.
Le théoreme de convolution circulaire 3.4 suggere un procédé plus rapide basé sur des
convolutions circulaires.

Pour réduire le calcul de la convolution non-circulaire (3.47) & une convolution circu-
laire, on définit deux signaux de période 2M

aln] :{ (Jj g : (])\4§§nn<<]\gM (3-48)

| hin] si0<n<M
bln] = { 0 siM<n<2M (3.49)
Il est maintenant facile de vérifier que la convolution circulaire
c[n] = a® b[n]
satisfait
c[n] = g[n] pour 0 < n < 2M. (3.50)

On peut donc calculer les valeurs non-nulles de g[n] en calculant les transformées de Fourier
discretes de a[n] et b[n], en les multipliant et en calculant la transformée de Fourier inverse
du résultat. En utilisant I’algorithme de transformée de Fourier rapide, ce calcul demande
un total de O(M log, M) additions et multiplications, au lieu de O(M?).

Cet algorithme rapide de calcul de convolutions est utilisé pour la convolution de
signaux par des filtres de réponse impulsionnelle finie. Si le signal f[n] a N points non-
nuls et le filtre h[n] a L échantillons non-nuls, I’algorithme de convolution peut étre modifié
pour calculer la convolution h@® f[n] en O(Nlog,L) opérations (exercice).



Chapitre 4

Traitement du signal aléatoire

Pour analyser les propriétés d’'une classe de signaux, tels que des signaux de paroles en
général ou le son “s” prononcé par différents locuteurs, on utilise une modélisation par
des processus stochastiques qui reflete les propriétés communes de ces signaux. Cette
modélisation permet de séparer le signal d’'un bruit dont les caractéristiques stochastiques
sont différentes, de coder efficacement les signaux d’une classe, ou méme de les identifier.
Nous ne considérons ici que des signaux réels stationnaires, dont les propriétés ne changent
pas au cours du temps.

L’hypothese de stationnarité nous ramene dans le champ de la transformée de Fourier,
qui permet de définir la puissance spectrale d’un processus. Nous nous concentrons sur les
propriétés du second ordre des processus stationnaires, dont la modélisation se réduit a la
recherche d’un filtre paramétré. Nous étudions une application au débruitage de signaux
par filtrage linéaire.

4.1 Processus stationnaires au sens large

Un processus discret a valeurs réelles est une suite de variables aléatoires {X[n]},ez
définies sur un espace de probabilité (€2, A, P). Ce processus est caractérisé par la loi de
probabilité

P(X[n] € a1, b1], ..., X[nk] € [a, bk])

de tout sous-ensemble de k variables aléatoires, pour tout intervalle [a;, b;] avec 1 < i < k.
La réalisation d’un tel processus est un signal discret z[n| qui donne les valeurs prises
par chaque variable aléatoire X [n] lors d’une observation. On modélise une classe de sig-
naux par un processus aléatoire dont les réalisations correspondent a ’ensemble de tous
les signaux de cette classe. Par exemple, des enregistrements de température en différents
points de la terre peuvent étre modélisés par un processus discret. Une réalisation de ce
processus est I’ensemble des enregistrements de températures a un moment donné.

Stationnarité Le processus est strictement stationnaire si sa loi de probabilité ne change

pas avec un décalage temporel. Pour tout p € Z et tout sous-ensemble de k vari-
ables aléatoires, la loi de probabilité de {X|[n4],..., X[ng]} est la méme que celle de

43
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{X[n1 +p|, ..., X[nk + p|}. Cela implique que la moyenne ne dépend pas de l'instant
pln] = EXX[n]} = p, (4.1)
et que 'autocovariance ne dépend que de la différence de position
Cov(X[n], X[m]) = E{(X[n] — p[n])(X[m] — p[m])} = Rx[n —m]. (4.2)

En traitement du signal, on observe le plus souvent une seule réalisation, a partir
de laquelle on veut estimer certains parametres du processus sous-jacent. La pauvreté
de cette information numérique nous limite généralement a I’étude de la moyenne et de
I’autocovariance. Puisque 'on n’étudie que les moments d’ordre 2 du processus, au lieu
d’imposer que le processus soit strictement stationnaire, nous supposons simplement que
la moyenne et la covariance satisfont aux propriétés de stationnarité (4.1) et (4.2). Si de
plus la variance du processus est finie

E{|X[n]]*} < +oo, (4.3)

on dit que le processus est stationnaire au sens large (SSL).

Exemple Un processus X|[n| est gaussien si et seulement si pour tout k et nq, ..., ng,
le vecteur de k variables aléatoires (X[n4],..., X[ng]) est gaussien. On rappelle [8] qu'un
vecteur de p variables aléatoires (X1,..., X,) est gaussien si et seulement si la densité de
probabilité peut s’écrire sous la forme

1

p(l‘l,...,l‘p) = W (X—m)tRil(X—m) y

exp | =3
ol X = (21, ...,xp) est le vecteur de valeurs, m = (p, ..., 4,) est le vecteur de moyennes
avec 1; = E{X;}, R = (Cov(Xy, Xim))i<n<p,i<m<p €st la matrice de covariance des p
variables aléatoires, R™! son inverse et |R| son déterminant. Un processus gaussien
est donc entierement défini par sa moyenne et sa covariance. Si X[n] est gaussien et
stationnaire au sens large (SSL), on vérifie facilement qu’il est aussi stationnaire au sens
strict.

En 'absence d’information sur les moments d’ordre supérieur a 2, on suppose souvent
par défaut que le processus étudié est gaussien. Les processus gaussiens apparaissent
dans de nombreux phénomenes physiques a cause du théoreme de limite centrale [8] qui
démontre que la somme de variables aléatoires indépendantes converge vers une variable
aléatoire gaussienne.

4.1.1 Estimation de la moyenne et de ’autocovariance

Si le processus est stationnaire, on peut tenter d’estimer la moyenne p et la fonction
d’autocorrélation a partir de moyennes temporelles d’une réalisation.
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Moyenne L’estimateur classique de la moyenne a partir de N échantillons d’une réalisation
de X|n| se calcul avec une moyenne empirique définie par

] M-l
0= — X|n].
A= [n]
n=0
Cet estimateur est non biaisé puisque
E{j} = p.

Lorsque N augmente il est nécessaire que la variance de ji décroisse vers zéro, de fagon
a améliorer 'estimation de p. On dit alors que le processus est ergodique pour la moyenne.
La proposition suivante donne une condition sur ’autocovariance pour que cette propriété
soit, satisfaite.

Proposition 4.1 Le processus est ergodique pour la moyenne si et seulement si

N-1
: ~ T 1 |l|
Nl—1>I-{loo E{(lll /11) } Nl—1>r-rl—100 N l——N—|—1(1 N)RX [l] 0.

Démonstration La variance de i est

n=0 m=0
1 N-1N-1
n=0 m=0
-1
1 ]
= — — —)Rx|l]. 4.7
v 2 (=Rl (47)

La fonction d’autocovariance doit avoir une décroissance suffisamment rapide ce qui
signifie que les corrélations longue-portée sont faibles. Le cas le plus favorable correspond
a des variables X[n] qui sont deux a deux décorrélées, si bien que Rx[l] = Rx[0]0[l]. On

a alors
B - 7y =20,
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Autocovariance Pour tout k, 'autocovariance Rx[k] de X [n]| peut aussi s’estimer avec
une moyenne empirique sur les valeurs d’une réalisations:

N—1—|k|
1

Ryl = Y (Xl = ) (X[ + [K]) - ). (4.8)

n=0
Si on remplace o par la vraie moyenne g, on s’apercoit que cet estimateur est biaisé

N — ||
N

E{Rx[k]} = Rx [k]

Le biais LRIk
E(R (k) - iyl = 0

est toujours petit si Rx|[k] décroit rapidement lorsque k augmente. Dans le cas d'un
processus Gaussien, on peut montrer [Priestley] que si Rx[k] € 12(Z) alors la variance de
Rx[k] est en O(5). L’erreur quadratique moyenne de Pestimateur est égale & la somme
du biais au carré et de la variance

B{|Rx (K] — Rx[KIP} = |E{Rx [k} — Rx[H] + E{|Rx[K] — E{Rx )2},

Si Rx|k] = O(ﬁ) on en déduit que E{|Rx[k] — Rx[k]|?} = O(%)-
On peut définir un estimateur non biaisé

N-1-|k
1 k|

Rx[k]=N_|k| Y (Xn]=a) (Xn+ k] - ) (4.9)

n=0

1L
N—|k|
de l'ordre de N. Si Rx[k] = O(ﬁ) et k est de 'ordre de N, 'erreur quadratique moyenne
de 'estimateur biasé est plus faible que celle de ’estimateur non biaisé. On utilise donc
plutot 'estimateur biaisé (4.8) que 'estimateur (4.9).

mais la variance de cet estimateur est en O( ). Cette variance est grande lorsque k est

4.1.2 Opérateur de covariance

Le traitement du signal aléatoire utilise le plus souvent des combinaisons linéaires de
variables aléatoires correspondant aux valeurs d’un processus a différents instants. Nous
montrons que 'autocovariance de X [n]

Rx[n,m] = Cov(X[n], X[m]) = E{(X[n] — E{X[n]}) (X[m] — E{X[m]})}

permet de facilement calculer la covariance de combinaisons linéaires des X[n|.

Soient
“+00

A= > an)X[n] et B= Y bn]X[n].

n=—0oo n—=—-—oo
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Les moyennes de ces variables aléatoires étant

E{A} = nioa[n]E{X [n]} et E{B}= njfwb[n]E{X [n]}
on déduit _ _
Cov(4,B) = E {jfoo a[n](X[n] — B{X[n]}) miob[m] (X[m] — E{X [m]})}
et donc _ o o _
Cov(A, B) = n;w aln] m;oo b[m)Rx[n, m). (4.10)

Soit C' 'opérateur symétrique de covariance défini par
+00
Cbln] = > bm]Rx[n,m], (4.11)
on peut réécrire (4.10) comme un produit scalaire dans 1%(Z)
Cov(A,B) = <a,Cb> .
L’opérateur de covariance est symétrique et positif car

< a,Ca >= Cov(A, A) > 0.

4.1.3 Puissance spectrale

L’autocovariance de X[n] est caractérisée par les vecteurs propres et valeurs propres de
C. Si X[n] est stationnaire au sens large

Rx[n,m] = Rx[n — m)],

donc
400

Caln] = Z alm|Rx[n —m| = a* Rx[n|

m=—oQ

est un opérateur de convolution discret. Nous avons vu dans le paragraphe 3.2.1 que les
vecteurs propres d’une convolution discrete sont les exponentielles e, [n] = e™%

Ce,[n] = Rx(e¥)eu[n).

Les valeurs propres associées sont positives et données par la série de Fourier

+00
Rx(e®)= > Rx[nle™ > 0.

n—=—-—oo
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La fonction ]%X(ei“’) est appelée puissance spectrale du processus car nous verrons que
cela mesure 1’énergie moyenne du processus par unité de fréquence. La puissance spectrale
caractérise completement I’autocovariance du processus que I'on retrouve par transformée
de Fourier inverse (3.19). En particulier, la variance du processus est

™

1 2w R )
o2 = Ry[0] = 2_/ R (6) duv. (4.12)
0

Exemple On appelle bruit blanc tout processus SSL dont les valeurs a des instants
différents sont décorrélés, ce qui signifie que

Rx[n] = o%8[n].
La puissance spectrale d'un bruit blanc est donc constante

RX(ei“’) = 0'2.

4.1.4 Filtrage homogene

Une convolution discrete étant homogene dans le temps, on peut s’attendre a ce que cela
ne modifie pas la stationnarité d’un processus. Le théoreme suivant relie la puissance
spectrale d’un processus filtré a la puissance spectrale originale.

Théoreme 4.1 Soient hin| et g[n] les réponses impulsionnelles de deuz filtres dans 12(Z),
dont les fonctions de transfert sont bornées. Soit X[n] un processus SSL tel que Rx|[n] €
14(Z). Les deux processus

Y[k] = hx X[k] = f hlk — n]X

et
+o0
20 =gx X = Y gl —m]X[m]
sont stationnaires au sens large et
Cov(Y[k], Z[l]) = h* §* Rx[k — 1], (4.13)

avec g[n] = g[—n]. La puissance spectrale de Y[n] est
Ry (™) = |h(e™)|* Ry (e™). (4.14)

Démonstration
En identifiant Y'[n| et Z|m] respectivement a A et B dans (4.10) on obtient

Cov (Y] Z hlk — n] Z [l —m]Rx[n —m)].

n=—0oo m=—00
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Le changement de variables (n,m) — (k —n’,l +m') donne

Cov(Y[k], Z[1]) Z hn'] Z k—1—n'—m]

n=—oo m=—0o0

qui est équivalent a (4.13).
Pour montrer que Y'[n] et Z[n| sont stationnaires au sens large, on vérifie d’abord que
leur moyennes sont constantes et finies. Concentrons nous sur Y'[n]

E{Y[k]} = Y hlk—n]E{X[n]} = E{X[n]}A(1) < +oc.

n=—oo

On calcule sa covariance en prenant Z =Y dans (4.13)
Cov(Y[k],Y[l]) = Ry[k — 1] = h % hx Rx[k — ], (4.15)

ce qui démontre sa stationnarité au sense large. Comme la transformée de Fourier de
hxh[n] est |h(e™)|?, 1a puissance spectrale (4.14) de Y se déduit de (4.15) par le théoreme
de convolution discret. O

Ce théoreme montre que la notion de filtrage par convolution reste valable pour les
processus stationnaires puisque les composantes fréquentielles du processus filtré sont
atténuées ou amplifiées par |h(e™) |2

Densité d’énergie On appelle ]%X(eig) puissance spectrale car on peut l'interpréter
comme une densité d’énergie le long de ’axe des fréquences.
Soit h [n] le filtre réel dont la fonction de transfert est

1 .
ey ) owa st|lw] =&l <A/2
hia(e )—{ 0" si|jw|— € > A2

L’énergie de ce filtre est normalisée

L[t

7 = o [ (s =1

™
Soit
X§n] = X« K]
le processus obtenu en ne gardant que les composantes fréquentielles dans le voisinage de

€. Le résultat (4.14) du théoréme 4.1 permet de montrer que la variance de ce processus
est

BNSIIP) = Ryl = - [ Rgg (9

A 2T x A

— 1/ LX(eiw)dw.
2 Jllw-g<a A
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Comme Rx[n] € 1Y(Z), Rx(e™) est continue et ]%X(eig) = Ry (e7%) si bien que

lim R ¢ [0 ).

lim Ry [0] = R (e*)

La puissance spectrale a la fréquence £ est donc proportionnelle a la densité d’énergie du
processus filtré autour de la fréquence &.

4.2 Filtrage de Wiener

Lors d’'une mesure ou durant une transmission, le signal est souvent contaminé par un
bruit additif. Une partie du bruit peut cependant étre éliminé grace a un estimateur que
I’on optimise en fonction des propriétés du signal et du bruit.

Le signal et le bruit sont considérés comme des réalisations de deux processus réels
stationnaires, respectivement X [n| et B[n|. Les données bruitées sont

D[n] = X[n] + B[n].

On suppose que les valeurs du signal X[n] et du bruit B[k]| sont indépendantes pour
tout k,n. Dans la suite, on prend E{X[n|} = 0, ce qui peut étre obtenu en soustrayant
E{X|[n]} de D[n], pour se replacer dans les conditions ou le signal a une moyenne nulle.

Soit X = L D Destimateur du signal X calculé a partir des données D avec un
opérateur L. Pour tout n on veut minimiser ['erreur quadratique moyenne E{(X[n] —
X1n))?}. On sait [8] que P'estimateur optimal X[n] de X[n] & partir des données bruitées
{D[k]}rez, qui minimise I'espérance quadratique de 'erreur

E{(X[n] - X[n])*} (4.16)
est 'espérance conditionnelle
X[n] = LD[n] = E{X|[n] / D[k| k € Z}. (4.17)

L’espérance conditionnelle (4.17) est souvent une fonction non-linéaire compliquée des
données DIk], qu'il est difficile de calculer. Le filtrage de Wiener simplifie le probleme
imposant que L soit un opérateur linéaire.

Estimation linéaire Le filtre de Wiener calcule le meilleur estimateur X[n] qui soit
combinaison linéaire des {D[k]}xez et qui minimise (4.16). Le théoreme suivant montre
que ’erreur obtenue est décorrélée des données.

Théoréme 4.2 Un estimateur linéaire A d’une variable aléatoire A:

A= " a[k] D[k

minimise e(a) = E{(A — A)?} si et seulement si

E{(A—A)D[k]} =0 pour tout k € Z . (4.18)
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L’erreur minimum est

+00

e(a) = E{A’} = ) a[k| E{ADI[k]} . (4.19)

Démonstration On calcule
e(a) = E { (A - +ZOO a[k] D[k]) (A - io alk] D[k]) } (4.20)

Au minimum,

Oe(a) R
San] = 2 { (A ~ Y alx] D[k]) D[n]} —0,

k=—00

ce qui démontre (4.18). Comme

0%¢(a)

Sapt = 2BUDDI 20,

ce point critique est un minimum de la forme quadratique (4.20). On montre que €(a) =
E{(A— A) A} en en utilisant (4.18) dans (4.20), d’ou l'on déduit (4.19).
(|

Appliqué a A = X[n], le théoreme 4.2 montre qu'un estimateur linéaire X[n] minimise
E{(X[n] — X[n])?} si et seulement si

E{(X[n] — X[n]) D[]} =0 pour tout n, k. (4.21)

Le théoreme suivant montre que I'estimateur linéaire optimal X qui minimise 1’erreur
moyenne se calcule avec un filtre dont la fonction de transfert est spécifiée en fonction de
la puissance spectrale du signal Ry (e™) et du bruit Rgz(e™).

Théoréme 4.3 (Wiener) L’estimateur linéaire qui minimise ’erreur quadratique moyenne
est X = D x h avec

D dwy RX(eiw)
h(e™) = Bl 4 Bn(o) (4.22)

L’erreur minimum résultante est

e = B{(X[n] - X[)?} = % /0 ' Riﬁi;fg;:i) dw . (4.23)

Démonstration Soit X[n] un estimateur linéaire de X[n):

X[n]= Y hln,1]D[l]. (4.24)

l=—0o0
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La condition de non-corrélation (4.21) signifie que pour tout n, k

E{X[n] D]} = E{X[n] D[K]} = ) h[n,]] E{D[l] DIK]}.

[=—00
Comme D[k] = X[k] + Blk] et E{X|[n] B[k]} =0, on en déduit que

+00
E{X[n] X[k} = 3 hln,1] (E{X[Z]X[k']} +E{B[Z]B[k~]}>. (4.25)
[=—00
Le signal et le bruit étant stationnaire E{X[n] X[k]} = Rx[n — k] et E{B[n|Blk]} =
Rg[n — k] donc h[n, k] ne dépend que de n — k et peut s’écrire h[n, k] = hln — k]. On
déduit de (4.24) que X = D x h est un processus stationnaire. Avec les changements de
variables m =n — k et p = n — [ la relation (4.25) se réécrit

Ralnl = 3 iyl (R — 51 + Rl 1)

p=—0c0

et donc
Rx[m] = (RX + RB) * h[m] .

En calculant la transformée de Fourier de chaque membre de cette égalité on en déduit
(4.22).
L’erreur de 'estimation se calcule avec (4.19) pour A = X|[n] et alk] = hin — ]

“+oo

e=E{X’[n]} — Y hln— 1 E{X[n] D[]} .

Comme D[l] = X[l] + B[] et que E{X|[n|B[l]} =0

e = Rx[0] — i.f hln —I] Rx[n — 1] = Rx[0] — Z [l Rx|l]

[=—00 [=—00

Cette relation s’exprime en fonction des transformées de Fourier de Ry et de h en utilisant
la formule de Parseval (3.20)

1 .
e=5-| RX ) w——/ <Y h(e™) dw ,

d’ou 'on déduit (4.23) en insérant (4.22). O

Ce théoreme démontre que la meilleur estimation linéaire est obtenu par filtrage. La

fonction de transfert iL(w) est proche de 1 lorsque le rapport signal sur bruit g’; E:j)) est

grand a la fréquence w. Lorsque ce rapport ce réduit, la valeur de iz(w) tend vers 0 afin
d’éliminer les composantes fréquentielles ou le bruit domine le signal.
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Si X|[n| est un vecteur gaussien et B[n] est un bruit blanc gaussien, alors I'estimateur
linéaire optimal est aussi optimal parmi les estimateurs non linéaires. En effet, deux
variables aléatoires conjointement gaussiennes sont indépendantes si et seulement si elles
sont décorrélées [8]. Comme X[n] — X|[n] est conjointement gaussien avec D[k], la non-
corrélation (4.21) signifie que X[n] — X[n] et D[k] sont indépendants pour tout &, n. Dans
ce cas, on peut montrer que que X est égale a l'estimateur optimal (4.17).

La valeur numérique de l'erreur est souvent exprimée par le rapport signal sur bruit
(SNR pour Signal to Noise Ratio), qui se mesure en décibels par

_ E{X?[nl}

100 100

50r 1 50

_50 -50
_1000 200 400 600 800 1000 _1000 200 400 600 800 1000

(a) (b)

100

50r 1
OM\A/\W ’

_1000 200 400 600 800 1000

(c)

Figure 4.1: (a): Réalisation d'un processus gaussien X. (b): Signal bruité obtenu en
ajoutant un bruit blanc gaussien (SNR = -0,48db). (c): Estimation de Wiener X (SNR
= 15,2db).

Exemple La figure 4.1(a) montre une réalisation d’un processus gaussien X obtenu
par un filtrage passe-bas d’un bruit blanc gaussien By de variance oZ:

X[TL] - Bﬂ*g[n]a

avec
™

g[n] = cos® (ﬁ) 1 kK0 -

Le théoreme 4.1 montre que

Rx(e™) = Rp(e™) |g(e™)[* = o |g(e™) .



54 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DU SIGNAL ALEATOIRE

Le signal bruité D de la figure 4.1(b) est contaminé par un bruit blanc B de variance o2
L’estimation de la figure 4.1(c) est calculée par le filtre de Wiener (4.22):
og |g(e) |*

ag [§(e)]” + o>

h(e®) =

C’est un filtre passe-bas qui moyenne le signal bruité afin d’éliminer les fluctuations du
bruit blanc. Dans ce cas le signal X et le bruit B étant conjointement gaussiens, le filtre
de Wiener est aussi optimal parmi tous les estimateurs non-linéaires.

La figure 4.2 montre un second example ou les réalisations d’un processus non gaussien
X sont des signaux réguliers par morceaux. Si l’on connait la puissance spectrale de X,
on peut alors calculer le filtre de Wiener, ce qui a été fait en (¢). On voit que le filtre
de Wiener laisse du bruit dans les régions régulieres du signal. Un lissage plus fort
aurait dégradé davantage les discontinuités du signal ce qui aurait augmenté l'erreur de
I’estimation. Dans ce cas, un estimateur non-linéaire effectuant un lissage adaptatif peut
nettement réduire ’erreur.
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Figure 4.2: (a): Réalisation d’un processus non gaussien X. (b): Signal bruité contaminé
par un bruit blanc gaussien (SNR = 21,9db). (c): Estimation de Wiener X (SNR=
25,9db).




Chapitre 5

Traitement de la Parole

Le traitement de la parole nécessite une analyse physiologique des mécanismes de produc-
tion, ce qui permet de comprendre les propriétés particulieres de ce type de signal. Cela
motive notament 'utilisation de modeles autorégressifs. L’identification des parametres
de ces modeles se fait par régression linéaire. Outre les applications a la reconnaissance
de la parole, ces modeles permettent de coder efficacement les signaux de parole pour la
téléphonie cellulaire.

5.1 Modélisation du signal de parole

5.1.1 Production

La production de la parole se fait en trois étapes. Les poumons compressent de 'air qui
est envoyé a travers la trachée. Cet air passe par le larynx qui est composé d’un systeme
de cartilages et de muscles incluant les cordes vocales. Le larynx produit alors un signal
d’excitation qui se propage a travers le conduit vocal. C’est la déformation du conduit
vocal qui produit ’articulation de la parole. Les éléments principaux de cette articulation
sont la langue, les levres et la machoire inférieure. La figure 5.1 illustre ’appareil phona-
toire.

Excitation Le larynx peut produire des signaux d’excitation différents. Les sons voisés
tels que les voyelles sont produits par vibration des cordes vocales. L’air est forcé a travers
les cordes vocales qui vibrent comme les levres d’un trompettiste. Cela produit un train de
quasi-impulsions, illustré en figure 5.2, qui est envoyé dans le conduit vocal. La fréquence
des répétitions, appelée “pitch”, est essentiellement controlée par la tension des cordes
vocales. Elle correspond a la fréquence fondamentale (hauteur) du son. Dans le cas de la
voix parlée, le pitch est typiquement entre 100Hz et 300Hz. Une soprano peut cependant
augmenter cette fréquence jusqu’a 3600Hz.

Pour un chuchotement, les cordes vocales ne vibrent pas mais laissent un passage étroit
entre les cartilage du larynx, qui envoie un air turbulent dans le conduit vocal. Cet air
turbulent peut étre modélisé par un bruit Gaussien, dont la puissance spectrale a un large
support fréquentiel.

%)
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Figure 5.1: Systéme phonatoire [6].

Figure 5.2: Train de quasi-impulsions émises par les cordes vocales

Articulation Le conduit vocal donne ’articulation au son qui caractérise chaque phoneme.
Nous avons vu que pour un son voisé, le larynx émet un train d’onde riche en harmoniques
qui est filtré par le conduit vocal. Ce conduit vocal a des résonances appelées “formants”.
La déformation du conduit vocal déplace les fréquences de résonance, ce qui permet de
former toutes les voyelles et certaines consonnes. Pour des sons non-voisés, le conduit
vocal peut aussi effectuer des constrictions qui produit des fricatives ou des sons chuintés
telles que le [s] et le [ch]. Les sons plosifs sont produits par une fermeture du conduit
vocal ce qui crée une occlusion. Le relachement brutal de cette occlusion produit alors
une plosive telle que [p] ou [t]. L’articulation du son est aussi affectée par 'ouverture de
la cavité nasale. Des catégorisations tres détaillées des différents sons de parole ont été
faites par les phonéticiens.

5.1.2 Conduit vocal

Le conduit vocal peut se modéliser comme la juxtaposition de plusieurs cylindres de meme
longueur égale a A mais de diametres variables, comme l'illustre la figure 5.3. Chaque
cylindre est un systeme linéaire avec en entrée une onde directe f,,_;(¢) mesurant le débit
du flot d’air qui passe a l’entrée du cylindre par unité de temps, et une onde inverse
bn_1(t). En sortie, on a onde directe f,(t) et une onde inverse b, (t) qui est reliée a 'entrée
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Figure 5.3: Le conduit vocal peut se modéliser comme une succession de cylindres de
méme longueur A ayant des diametres différents.

par une matrice 7, qui dépend de I'impédance acoustique des cylindres n — 1 et n

(0= (8

Si 'on cascade la réponse de chaque cylindre, on obtient
<h®>:T<h®>
by (1) bo (1)

p
T:HTn.
n=1
A

On discrétise ce systeme avec un pas d’échantillonnage de < qui est le temps de

propagation de I'onde acoustique dans chaque cylindre. Le signal d’entrée est le signal
discret

avec

folnl = £o("2) = ("),

tandis que le signal de sortie est

folil = ("2) ~ (")

Cc

En écrivant les équations de propagation des ondes et les conservations de débit et de
pression au travers des jonctions des cylindres, on peut calculer la fonction de transfert
qui relie la transformée en z de fy[n] et de f,[n] & partir des diametres de chacun des
cylindres

fp(2)

fo(2)
En l'absence de perte le long du systeme, on peut montrer que iL(Z) a N poles mais n’a
pas de zéros. C’est donc un filtre autorégressif qui peut s’écrire

“ 1
h(z) = .
(2) ag + a1zt + ... +anz N

Cette condition reste valable tant que le conduit vocal peut étre représenté par un seul
tube sans embranchement. On néglige donc l'influence introduite par le conduit nasal
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Figure 5.4: La figure de gauche donne la position des 8 poles d'un filtre autorégressif
tandis que la figure de droite donne le module | (e™)|4p.

ainsi que les pertes d’énergie dues aux vibrations des parois du conduit vocal et aux fric-
tions.

Formants Ce modele simplifié montre que le conduit vocal peut étre représenté par
un filtre autorégressif dont les parametres a[k] dépendent de la configuration du conduit
vocal. Ce filtre étant causal et stable, nous savons que les poles de ﬁ(z) sont tous de
module plus petit que 1. Les poles de iz(z) qui sont proches du cercle unité produisent un
pic dans le module de la réponse fréquentielle |iL(ei‘")|. Ces pics de fréquence sont appelés
formants. Ils ont une importance particuliere pour la reconnaissance des sons produits.
Plus le zéro est proche du cercle unité, plus le formant est prononcé. Les formants de
plus grande amplitude sont généralement les 2 premiers, apparaissant aux plus basses
fréquences. La figure 5.4 donne un exemple de filtre autorégressif ayant 8 poles dont la
position est indiquée dans le plan complexe. La réponse fréquentielle |iz(e“") lap est donnée
a droite.

5.1.3 Excitation

Sons voisés En mode vibratoire, les cordes vocales émettent un train d’onde qui peut
)4t
s’écrire

f&)y =Y g(t—nT)=g(t)x > o(t—nT).

ou ¢(t) est une onde élémentaire dont le support est petit devant 7' (voire figure 5.2).
On peut supposer que cette onde est indépendante de la forme du conduit vocal. En
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appliquant la formule de Poisson (2.40), on calcule la transformée de Fourier de f(¢)

A 27r = 2nmw o X 2nmw 2nm
flw)=g(w n_Z_OO(Sw—— == n:Z_OOQ(T)fS(W—T)-

C’est une succession d’harmoniques dont I'enveloppe est égale a g(w).
On a vu que le conduit vocal est équivalent a un filtre linéaire de fonction de transfert
h(w). La transformée de Fourier du son émis est donc

Fl@)h(w) = h@ite) 3 6w — )

Cette réponse peut étre modélisée comme un train d’impulsions de Diracs qui passe a
travers un filtre dont la fonction de transfert est spécifiée par I'enveloppe totale h(w)g(w).

On sait que la discrétisation de 'onde se propageant dans le conduit vocal peut se
modéliser par un filtrage autorégressif. La discrétisation de g(t) peut de méme étre ap-
proximée par un filtre autorégressif. Un signal de parole voisé discrétisé se modélise
donc par un train d’impulsion de Diracs discrets ;“:oioo d[n — kT filtré par un filtre au-
torégressif qui dépend a la fois du conduit vocal et de la forme de 'impulsion ¢(t) produite

par les cordes vocales.

Sons non voisés Les sons non voisés sont produits par un signal turbulent émis par
le larynx qui est ensuite modifié par le conduit vocal. La discrétisation de ce signal tur-
bulent peut étre modélisée par un processus Gaussien stationnaire Y[n] dont la puissance
spectrale Ry(ei“’) a une énergie qui est répartie sur une large bande de fréquence. Un tel
processus peut aussi s’ecrire comme un bruit blanc Gaussien B|n]| filtré par un filtre g[n|

Y[n] = B x g[n].
Le théoréme 4.1 prouve que la puissance spectrale de Y'[n] est reliée a g(e™) par
Ry (™) = [g(e™) .

Nous avons vu que le conduit vocal se comporte comme un filtre AR de réponse
impulsionelle h[n]. Le son produit est alors modélisé par le processus

X[n] =Y xh[n] = Bxg*h[n|.

Un tel signal discrétisé se modélise donc par un bruit blanc discret B[n] filtré par g x h[n]
dont la fonction de transfert est §(z)h(z). En général, §(z) peut avoir des zéros. Ces
zéros sont negligés car leur importance perceptuelle est secondaire a cote des poles. On
modélise donc §(z)h(z) par un seul filtre autorégressif.

Modele synthétique Suivant que le son est voisé ou non, le signal de parole peut se
modéliser comme un train d’impulsion ou comme la réalisation d’un bruit blanc filtré par
un filtre autorégressif dont les caractéristiques dépendent du son prononcé. Dans le cas
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Figure 5.5: Modélisation d’'un son de parole par une excitation périodique ou aléatoire,
filtrée par un filtre autorégressif.

d’un son voisé, la période des impulsions (pitch) est un parametre qui doit étre déterminé.
Ce modele est illustré par la figure 5.5.

Stationnarité Le conduit vocal ne se comporte comme un filtre linéaire homogene que
sur des intervalles de temps relativement petits. Sur une durée plus longue, un signal
de parole est non stationnaire puisque les sons changent au cours du temps. La taille
des intervalles sur lesquels le son peut étre approximé par une excitation modulée par un
filtre homogene dépend de la nature du son. Pour une voyelle, cette approximation est
valable sur environ 102 seconde alors que beaucoup de sons de consonnes telles que les
plosives ne restent pas stationnaires sur cette durée. La variation de ces intervalles de
stationnarité est 1'une des difficultés du traitement de la parole.

5.2 Processus autorégressifs

Un son non voisés est modélisé comme étant un bruits blanc filtré par un filtre autorégressif
stable. Le processus résultant est appellé processus autorégressif. Cette classe de processus
est souvent utilisée en traitement du signal car les parametres d’'un modele autorégressif
peuvent facilement étre calculés a partir de 'autocovariance.

Un processus autorégressif X|[n]| s’écrit

X[n] = B *hln] (5.1)

olt B[n] est un bruit blanc de variance o2 et h est un filtre autorégressif normalisé dont
la fonction de transfert s’écrit

i(z) = !

= - —.
1—az e — QpzP

On suppose que ce filtre est causal et stable et donc que ses poles sont inclus dans le cercle
unité. Le théoreme 4.1 montre que X|[n] est un processus stationnaire dont la puissance

spectrale est

0.2

Ryx(e™) = Rp(e™) [h(e™)[* = 11— SN qpeitw)?’
T Luk=1%%
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car Rp(e) = o2.
On a vu en (3.34) qu'un filtre autorégressif relie 'entrée et la sortie par une équation
récurrente (3.28). Comme X|[n] = B x h[n] on obtient

X[n] = apX[n— k] = B[n]. (5.2)

Cette équation est une régression linéaire de X [n] sur N valeurs passées { X [n—Fk|}i<k<n,
et 'erreur B[n] est 'innovation au temps n, non prévue par la régression.

Pour identifier un processus autorégressif a partir d’une réalisation il nous faut calculer
les constantes de régression {a;}i<x<n. Comme X est stationaire, on peut estimer sa
covariance Ry [k] a partir d’une réalisation avec la somme empirique (4.8). Or nous allons
montrer que ’on peut calculer les constantes de régression en résolvant un systeme linéaire
faisant intervenir Ry.

L’autocovariance se calcule directement a partir de ’équation récurrente

X[n] =) arX[n—k]=Bn]. (5.3)

—_

En multipliant par X [n —[] de chaque c6té de (5.3) et en calculant 'espérance on obtient

N

E{X[n]X[n—1]} — E {ZakX[n — k] X[n - l]} = E{B[n)X[n —I]}.

k=1

Comme h est un filtre causal, X[n — k] = B x h[n — k| est une combinaison linéaire de
{B[l]}i<n—k. Par ailleur B étant un bruit blanc, E{B[n]|X[n —[]} =0sil > 0 et donc

N

Rx[l] = apRx[l — k] =0. (5.4)

Si l'on réécrit (5.4) pour 1 < [ < N, on obtient le systeme de N équations de Yule-
Walker qui s’écrit sous forme matricielle

Rx[O] Rx[l] RX[N — ]_] ay RX[I]
' ' - (5.5)
Ry[-N+1] Ry[-N+2 .. Ry[0] ax Ry[N]

Si cette matrice symétrique n’est pas singuliere alors le vecteur de coeflicients (a)i<k<n
s’obtient a partir de Rx|[n| en inversant la matrice. L’algorithme rapide de Levinson-
Durbin permet d’effectuer ce calcul avec O(N?) opérations [1].

On peut calculer la covariance Ry en fonction des a; en résolvant I’équation récurrente

N
k=1
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On peut vérifier que la solution sécrit

N-1
Rx[l) = e (e),
k=0
ou les ¢ sont les racines de I’équation
N
1-— Z ag =0
k=1

Les ¢ sont les poles de h(z) et comme h est stable, |¢;| < 1 pour tout 0 < k& < N. On en
déduit Iautocovariance décroit exponentiellement lim;_, ;. Rx|[l] = 0.

La variance du bruit blanc B[n] se calcule a partir de (5.3) en observant que comme
Bln] est indépendant de X[n — (]

o? = E{B[n]*} = E{B[n]X[n]} = Rx[0] — Zak Rx|[k]. (5.6)

k=1

Comme les coefficients a; ne dépendent que de R[], la variance du bruit blanc est aussi
entierement définie par Ry[l].

5.3 Estimation d’un modele de parole

Nous avons expliqué qu'un signal de parole peut localement étre approximé par une exci-
tation e[n] filtrée par un filtre AR dont les parameétres dépendent du son prononcé. Pour
des applications de reconnaissance et de codage, on veut identifier I’excitation ainsi que
les parametres du filtre. On isole une portion d’un signal de parole f[n| en le multipliant
avec une fenétre w[n]| de taille P centrée en un instant pP

z[n] = flnjw[n - pP],

comme le montre la figure 5.6. On prend P suffisamment petit pour que le son isolé puisse
étre considéré comme stationnaire. Par exemple, la fenétre de Hamming est définie par

win] = { 0.54 + 0.46 cos(%5*) si In| < £
0 sinon
Le signal résultant z[n] possede au plus P coefficients non-nuls. Dans un modele de
parole, z[n| est produit par une excitation e[n] filtrée par un filtre AR dont la fonction de
transfert est renormalisée pour s’écrire

(z) = !

l—azt—...—ayz V'
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Figure 5.6: Des portions du signal de parole sont isolées par des fenétres, qui couvrent
des intervalles de temps ou le signal peut étre considéré comme stationnaire.

Calcul de I’excitation De nombreuses techniques ont été développées pour déterminer
le voisement et le pitch d’un son. Une approche particulierement simple est basée sur la
somme des différences du signal a intervalles k£ variables

ak = Y laln] — aln 4] (5.7)

Si le signal est voisé et que la fréquence des impulsions est 7" alors d[k] a un minimum a
k = T. Lorsque le minimum de d[k] n’est pas suffisamment bas, on en déduit que le son
est non voisé. Cet algorithme a l'avantage de ne nécessiter aucune multiplication et donc
de s’implémenter tres rapidement.

5.3.1 Régression linéaire

Pour identifier tous les parametres d’un son, il nous faut estimer les parametres a; du
filtre AR qui spécifient les propriétés du conduit vocal. Lorsque 'excitation est un bruit
blanc, le signal est la réalisation d’un processus autorégressif X[n] et les équations de
Yule-Walker (5.5) permettent de calculer les parametres aj a partir de I'autocovariance
Rx. Nous allons retrouver ce résultat d’'un point de vue déterministe par un calcul de
régression linéaire.

Le signal z[n| satisfait '’équation récurrente

z[n| — Z apx[n — k| = e[n].

On peut interpréter
N
#n] =Y apa[n — k] (5.8)
k=1

comme une estimation de z[n| a partir de N valeurs passées, auquel cas ’erreur d’estimation
n’est autre que ’excitation
xz[n] — z[n] = e[n).

Si e[n] est la réalisation d’un bruit blanc, donc non corrélée d’un échantillon a 'autre,
chaque e[n] peut étre considéré comme I'innovation apportée par I'excitation relativement
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a la prédiction de x[n] par son passé. Ce point de vue permet de poser I'identification des
parametres a; du filtre AR comme un probleme de prédiction linéaire. Etant donné un
signal z[n], on veut calculer les coefficients de régression tels que l'estimation (5.8) génere
une erreur

Y (@] —a[n)* = Y €[] (5.9)

qui est minimum. Pour effectuer ce calcul on introduit I'autocorrélation empirique du

signal z[n]
+00

rolk] = ) aln — klz[n). (5.10)

n—=-—oo

Cette somme s’étend seulement sur P valeurs car z[n] a au plus P valeurs consécutives
non nulles. Le théoreme suivant caractérise les coefficients de régression de [n|.

Théoréme 5.1 (Prédiction linéaire) Les coefficients de régression {ay}1<k<n du sig-
nal #[n] = SN ag x[n — k] qui minimise

e= Y loln] - )P

sont solutions du systeme
(0] (1] . Tg[N] a rz[1]
re[—1] (0] o T[N —1] as (2]
= ' : (5.11)
ra=N] ma[=N+1] . 0] an ro[N]
L’erreur résultante est N
e =14[0] = > ag ru[k]. (5.12)
k=1

Démonstration La démonstration se fait par une interprétation géométrique du
probléme de minimisation Le signal x[n] a une énergie finie et donc appartient a I’espace
12(Z) muni de la norme

lzn)l> = ) lx[n)f”

n=—00
et du produit scalaire
+o00
< a[nl,yln] >= Y @[n]y[n].
n=—00
Le vecteur Z[n] est une combinaison linéaire des vecteurs {zy[n] = z[n — k]}1<p<n et

appartient donc a l'espace V généré par ces N vecteurs. Minimiser ’erreur de prédiction
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(5.9) revient donc¢ trouver un vecteur #[n| de V qui minimise ||z — Z||*. Le théoréme de
projection prouve que ce vecteur est la projection orthogonale de & dans V. C’est donc
un vecteur tel que x — ¥ est orthogonal a tous les vecteurs de V et en particulier aux
vecteurs {x[n — kl}i<k<n

< z[n] — Z[n],z[n — k] >= Z (xz[n] — Z[n])z[n — k] = 0.

n=—0oo

En insérant (5.8) ces équations se réécrivent

> alnjeln -k = alp] > aln—plzln — k] =0. (5.13)

En insérant (5.10) on obtient

N

Za[p]rx[k —p|=r.k] , pour1 <k <N,

p=1

qui correspond au systeme de N équations a N inconnues (5.11).
Comme z[n] — Z[n] est orthogonal a tout vecteur dans V et donc a Z[n], ’énergie de
I’erreur peut s’écrire

€ =< x[n] — Z[nl], z[n] — T[n] >=< x[n| — Z[n], z[n] > .

En remplagant Z[n] par son expression (5.8), on obtient

e= 3 afnleln] - Y alp] 3 wln— pleln]

et donc (5.12) O

Filtre AR pour sons non-voisés Un son non-voisé est modelisé par bruit blanc traver-
sant un filtre AR. En comparant le systeme de Yule-Walker (5.5) et le systeme (5.11), on
s’apercoit, que ces équations sont identiques lorsque 1’on remplace 'autocorrélation Ry [k]
du processus X|[n] par 'autocorrélation empirique r,[k] du signal z[n]. Si e[n] est une
réalisation du bruit blanc B[n] alors z[n] est une réalisation du processus autorégressif
X|[n]. L’autocorrélation empirique r,[k] peut donc s’interpréter comme une estimation
de la véritable autocorrélation Ry [k] du processus. Les équations de prédictions linéaires
(5.11) sont donc une approximation des équations de Yule-Walker (5.5), qui permettent
d’estimer les coefficients a[k] du filtre AR. La résolution du systéme (5.11) peut se faire
en utilisant algorithme rapide de Levinson-Durbin qui nécessite O(N?) opérations [1].

Filtre AR pour son voisé Lorsque le son est voisé, I’algorithme de régression linéaire
donne aussi une bonne estimation du filtre AR. La justification est cependant plus com-
pliquée et nous n’en donnons qu’une explication superficielle. Le signal de parole f[n] est
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construit en filtrant un train d’impulsion

efn] = > o[ — k7]

k=—00

avec un filtre AR h[n] et z[n] est obtenu en multipliant f[n] par la fenétre w[n — pP]
xz[n] = wln — pP] (e x h)[n].

On peut en déduire que le spectre Z(e™) est la somme de composantes harmoniques
situées autour des fréquences w = 22 dont 'amplitude est proportionnelle a fAL(eZkTW)
Pour vérifier que le filtre obtenu par régression linéaire est proche du filtre h[n| on montre
que 'optimisation des coefficients a; de la régression linéaire calcule un filtre autorégressif
qui interpole approximativement les valeurs h(e*7"). Comme le filtre h(e™) est lui-méme
autorégressif, on en déduit que la régression linéaire optimale calcule une approximation
de ce filtre.

5.3.2 Compression par prédiction linéaire

Pour la téléphonie et en particulier les téléphones cellulaires, le débit d’information est
limité par la gamme de fréquences utilisable pour la transmission. Au contraire, la de-
mande augmente constamment, ce qui nécessite de transmettre toujours plus de conver-
sations. Une solution est de comprimer le signal de parole pour augmenter le nombre
de conversations sous contrainte d’'un débit fixe. La qualité du signal de parole peut
étre dégradée mais le codage doit maintenir une bonne intelligibilité des sons prononcés.
Pour des forts taux de compression, le codage par prédiction linéaire est actuellement la
technique la plus efficace.

Le standard LPC-10 demande 2400bits/s pour coder un signal de parole échantillonné
a 8kHz. Le signal de parole est divisé sur des fenétres de PP = 180 échantillons. Un filtre
AR d’ordre N = 10 est calculé pour chaque fenétre, a partir de I’autocorrélation du signal,
par régression linéaire. Le voisement et le pitch sont déterminés en testant ’amplitude des
différences (5.7) a intervalles variables. Pour les signaux voisés, on code aussi 'intervalle
T du pitch, en quantifiant uniformément logT. Les algorithmes de quantification sont
présentés dans le paragraphe 7.2.

La quantificaton des coefficients a5 va déplacer les poles du filtre AR, qui risquent de
sortir du cercle unité. Le filtre résultant est alors instable. Pour guarantir la stabilité
du filtre AR, on quantifie plutot un ensemble de N parametres, appellés coefficients de
réflexion { K, }1<m<n [1]. Ces coefficients charactérisent les valeurs des {aj}1<k<n et on
peut vérifier que le filtre AR est stable si et seulement si |K,,| < 1 pour 1 <m < N. 1l
suffit donc de s’assurer que les valeurs quantifiées des K, restent plus petites que 1 pour
obtenir un filtre AR stable.

A la réception, on restaure un signal dans chaque fenétre de 180 échantillons en util-
isant les parametres du code. Si 'excitation est codée comme étant un bruit blanc,
elle est reproduite avec un générateur de nombres aléatoires. Sinon, on génere un train
d’impulsions séparées par un intervalle 7" dont la valeur a été codée. Cette excitation est
ensuite filtrée par le filtre AR dont les coefficients de réflection ont été transmis.
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La qualité de ce code peut étre améliorée en reproduisant plus fidelement I'excitation
e[n]. Au lieu de coder cette excitation comme un bruit blanc ou un train d’impulsions,
des techniques de quantifications vectorielles permettent de restaurer des propriétés im-
portantes de cette excitation de facon a synthétiser des voix de meilleure qualité. Ces
codes sont appelés “Coded Excited Linear Predictive Filters” (CELP).

5.3.3 Reconnaissance de la parole

La découverte dans les années 50 des propriétés acoustiques de la parole ainsi que de la
structure des formants a ouvert la possibilité d’automatiser la reconnaissance de la parole.
Plus de 40 ans plus tard, le probleme se révele bien plus difficile qu’on ne s’y attendait.
On distingue plusieurs types de problemes. La reconnaissance de mots isolés séparés par
une pause, la détection de mots appartenant a un vocabulaire limité dans un flot continu
de parole, et la reconnaissance de parole sans pose. Les difficultés de la reconnaissance
de parole ont diverses origines.

e Variations mono-locuteur. La prononciation est souvent déformée. Par exemple, le “et”
peut étre réduit a un simple grognement. La prononciation d’un phoneme est aussi af-
fectée par le son avant et apres. Enfin, le débit de parole peut varier de facon considérable.
e Variations multi-locuteurs. Par exemple, pour les sons voisés, la position des 2 premiers
formants varient d’un locuteur a l'autre.

e Ambiguité des sons. Les variables acoustiques ne spécifient pas toujours de facon
unique les variables phonétiques. Il est souvent nécessaire d’utiliser des informations
complémentaires provenant de la structure du langage.

e Bruits et interférences. Un son de parole est souvent superposé avec d’autres sons
provenant éventuellement d’une autre conversation, qu'’il est nécessaire d’éliminer lors de
la reconnaissance.

Reconnaissance de mots isolés La localisation fréquentielle des formant donne des
indications essentielles pour reconnaitre les phonemes et donc les mots isolés qu’ils com-
posent. Ces formants peuvent étre identifiés a partir de la position des poles du filtre
autorégressif associé, comme on ’a expliqué au paragraphe 5.1.2. Cependant, 1'utilisation
des formants n’est souvent pas suffisante pour obtenir un bon taux de reconnaissance. On
améliore la reconnaissance en mesurant les probabilités de transition d’un son a un autre.
A partir d’'un modele basé sur des chaines de Markov, on cherche alors le mot qui a une
probabilité conditionnelle maximum, étant donné le signal observé.

Le débit de parole étant un parametre non controlé, il est aussi nécessaire de renor-
maliser le temps pour faire correspondre le son avec les structures de référence utilisées
pour la reconnaissance. Cela peut se faire avec des dilatations et compressions arbitraires
en essayant d’optimiser un critere de correspondance. D’autres algorithmes effectuent des
dilatations temporelles locales, guidées par les structures du son.

Il existe actuellement des softwares commerciaux effectuant de la reconnaissance de
mots isolés. Pour la parole continue, la fiabilité n’est pas suffisante pour que cela soit
utilisé comme interface standard avec des systemes d’information tel qu'un ordinateur.
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Chapitre 6

Analyse Temps-Fréquence

En écoutant de la musique, nous percevons clairement les variations temporelles des
“fréquences” sonores. On met en évidence les propriétés temporelles et fréquentielles
des sons grace a la transformée de Fourier a fenétre, qui décompose les signaux en fonc-
tions élémentaires bien concentrées en temps et en fréquence. La mesure des variations
temporelles des “fréquences instantanées” est une application importante, qui illustre les
limitations imposées par le principe d’incertitude de Heisenberg.

6.1 Transformée de Fourier a fenétre

On peut classifier les sons suivant leurs propriétés fréquentielles. Par exemple, les fréquences
de résonance du conduit vocale produisent des “formants” qui caractérisent les voyelles.
La transformée de Fourier ne peut pas étre utilisée car

+00

fw)= f(t)e™ "t

—0o0

dépend des valeurs de f(t) a tout instant. Pour différencier des sons produits successive-
ment, on définit une transformée de Fourier a fenétre qui sépare les différentes composantes
du signal grace a une fenétre translatée.

La fenétre ¢(t) est une fonction paire dont le support est concentré au voisinage de 0,
que ’on normalise

+00
lol = [ lotoar=1.

o0

La transformée de Fourier a fenétre au voisinage de u, a la fréquence £ est définie par

+o0o

Sf(u, &)= () g(t —u)e™*dt.

Localisation temps-fréquence On définit
Gue(t) = gt —u) e

69
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qui peut etre interprété comme une “note de musique” localisée au voisinage de t = u, et
autour de la fréquence . La transformée de Fourier a fenétre mesure la corrélation entre
le signal f(t) et cette note élémentaire

“+oo

Sf(u,€) = f( )9u.¢(t)dt (6.1)

Comme g est paire, g, ¢(t) = €*'g(t — u) en centré sur u. Le produit f g, ¢ isole donc les
composantes de f au voisinage de u, et Sf(u, &) ne dépend que des propriétés de f dans
ce voisinage. L’étalement en temps de g, ¢ est indépendant de u et de &:

+00 +00
st [ -l lne@Pdi= [ elgP (6:2)
Sil’on applique la formule de Parseval (2.29) a (6.1), on obtient une intégrale fréquentielle

1 [t
2

~

Sflu,§) = f(w) gy ¢(w) dw.

La valeur Sf(u,&) ne dépend donc que du comportement de f(w) dans le domaine
fréquentiel ou Qz,g(w) n’est pas négligeable. La transformée de Fourier g de g est réelle et
symétrique car g est réelle et symétrique. En utilisant les propriétés (2.18) et (2.19), on
montre que la transformée de Fourier de g, ¢(t) = g(t — u)e™ peut s'écrire

Juew) = e M 9w — ).

C’est donc une fonction centrée a la fréquence w = £. Son étalement fréquentiel autour

de & vaut
1 [T
2

e [ lndolo= o [l 63

o

Il est indépendant de u et de €. Dans un plan temps-fréquence (¢,w), on représente g, ¢
par une boite de Heisenberg de taille oy X o0, centrée en (u, ), comme on peut le voir
sur la figure 6.1. La taille de cette boite ne dépend pas de (u, &), ce qui veut dire que la
résolution de la transformée de Fourier fenétrée reste constante sur tout le plan temps-
fréquence.

Incertitude de Heisenberg Pour mesurer les composantes de f et de f dans des pe-
tits voisinages de w et £ il faut construire une fenétre g(¢) qui est bien localisée dans le
temps, et dont I'énergie de la transformée de Fourier est concentrée dans un petit domaine
fréquentiel. Le Dirac ¢g(t) = 0(¢) a un support ponctuel ¢ = 0, mais sa transformée de
Fourier 6(w) = 1 a une énergie qui est distribuée uniformément sur toutes les fréquences.
On sait que |g(w)| décroit rapidement dans les hautes fréquences seulement si ¢(t) est une
fonction qui varie régulierement. L’énergie de g est donc nécessairement répartie sur un
domaine temporel relativement large.

Pour réduire I’étalement temporel de g, on peut opérer un changement d’échelle de
temps d’un facteur s < 1 sans changer son énergie totale, soit

1 t
%QO(E) avec ||9||2:||90||2-

g(t) =
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Figure 6.1: Les boites de Heisenberg de deux atomes de Fourier fenétrés g, ¢ and g, ,.

La transformée de Fourier g(w) = /s go(sw) est dilatée d’un facteur 1/s, et on perd donc
en fréquentiel ce qu'on a gagné en temporel. On voit apparaitre un compromis entre la
localisation en temps et celle en fréquence.

Les concentrations en temps en en fréquences sont limitées par le principe d’incertitude
d’Heisenberg. Ce principe d’incertitude a une interprétation, particulierement importante
en mécanique quantique, comme une incertitude sur la position et I'impulsion d’une partic-
ule libre. Plus o, et 0, sont grandes, plus on a d’incertitude sur la position et I'impulsion
de la particule libre. Le théoreme suivant montre que le produit o, X o, ne peut étre
arbitrairement petit.

Théoréme 6.1 (Incertitude de Heisenberg) On suppose que g € L%(R) est une fonc-
tion centrée en 0 et dont la transformée de Fourier est aussi centrée en 0:

“+00 “+00
/ t|g(t)|2dt:/ w|§(w)|2dw:0.

o0 o0

Alors les variances definies en (6.2,6.3) satisfont

1
ool > 1 (6.4)

Cette inégalité est une égalité si et seulement si il existe (a,b) € C* tel que
g(t) = ae™. (6.5)

Démonstration La preuve suivante, due a Weyl, suppose que limy ;o Vitg(t) =0,
mais le théoréme est vrai pour tout g € L?(R). Remarquons que

2,2 /Oo|tg(t)|2dt/_oo|w§(w)|2dw. (6.6)

< 2lglt) o 00
Comme iwg(w) est la transformée de Fourier de ¢'(t), I'identité de Plancherel (2.30) ap-

pliquée & iwg(w) donne

5 o 1 “+00 ) +oo )
oo / tg(t)P dt / O d. (6.7)

< gl %
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L’inégalité de Schwarz implique

5 o 1 +o0 2
010, 2 T [/ It g'(t) g*(t)|dt]

[V
Hk‘
| — |
P
|
i
Na)
-
—~
~
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Na)
*
—~
~
SN—
_|_
-
—~
N
—
SN—
=
L
~
| I
[N}

> [ / jtug(m?)'dtr

Comme limyg|_ 4o Vtg(t) = 0, on obtient, apres intégration par parties

otz | [ |g<t>|2dt]2 -1 (6.5)

0.9

Pour atteindre 1’égalité, il faut que I'inégalité de Schwarz appliquée a (6.7) soit elle-méme
une égalité. Cela implique qu’il existe b € C tel que

g'(t) = —=2btg(t). (6.9)
11 existe donc a € C tel que g(t) = ae . Les inégalités suivantes dans la preuve sont
alors des égalités, ce qui fait qu'on atteint effectivement le minorant. O

En mécanique quantique, ce théoreme montre qu’on ne peut arbitrairement réduire
Iincertitude a la fois sur la position et sur I'impulsion d’une particule libre. Les gaussi-
ennes (6.5) ont une localisation minimale a la fois en temps et en fréquences.

Spectrogramme On peut associer a la transfromée de Fourier a fenétre une densité
d’énergie qu’on appelle spectrogramme, et qu’on note Ps:

2

+oo .
Psf(u, &) =|Sf(u,&)]? ‘/ ft) gt —u)e ™t dt| . (6.10)

Il mesure I’énergie de f et de f dans le voisinage temps-fréquence ou I'énergie de g, ¢ est
concentrée.

Exemples

1. Une sinusoide f(¢) = ¢!, dont la transformée de Fourier est le Dirac f(w) = 216 (w — &)
a pour transformée de Fourier & fenétre

Sf(u, &) = e E=00) (e — &)

Son énergie est répartie sur I'intervalle fréquentiel [§y — %=, o + %]

2. La transformée de Fourier fenétrée d’un Dirac f(t) = §(t — up) vaut

Sf(u,€) = e % glug — u).

Son énergie est localisée dans I'intervalle temporel [ug — %, ug + ).
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3. Dans la figure 6.2, on voit le spectrogramme d’un signal qui a une composantes dont
la “fréquence instantanée” augmente linéairement dans le temps (chirp linéaire) et une
seconde composante dont la fréquence décroit de fagon quadratique dans le temps (chirp
quadratique). S’ajoute & cela deux gaussiennes modulées. On a calculé le spectrogramme
avec une fenétre gaussienne dilatée d’un facteur s = 0,05. Le chirp linéaire a des coeffi-
cients de grande amplitude le long de la trajectoire de sa fréquence instantanée. Le chirp
quadratique donne des grands coeflicients le long d’une parabole. Les deux gaussiennes
modulées donnent deux taches fréquentielles & haute et basse fréquence, en u = 0,5 et
u =0, 87.

4. La figure 6.3 montre le spectrogramme du son “greasy” dont le graphique est donné au-
dessus. L’amplitude de |Sf(u,£)|? est d’autant plus grande que P'image du spectrogramme
est sombre. Le “ea” tout comme le “y” sont des sons voisés dont les formants apparaissent
clairement sur le spectrogramme. Le “s” est un son non-voisé dont l'énergie est diffusé en
hautes fréquences.

Complétude et stabilité Lorsque les coordonnées temps-fréquence (u, &) parcourent R,
les boites de Heisenberg des atomes g, ¢ recouvrent tout le plan temps-fréquence. On peut
donc s’attendre a pouvoir reconstituer f a partir de sa transformée de Fourier a fenétre
S f(u,&). Le théoreme suivant nous fournit une formule de reconstruction et montre qu’on
a conservation de l'énergie.

Théoreme 6.2 Si f € L%(R) alors

+o0 +o0
ty:%i/m(/m SF(u, €) gt — u) e de du (6.11)
et +o00 1 +o00 +o00
| epda=o [ [ isfwoPdean (6.12)

Démonstration On commence par la preuve de la formule de reconstruction (6.11).
Appliquons la formule de Fourier Parseval (2.29) a U'intégrale (6.11) en la variable u. On
calcule la transformée de Fourier de fe(u) = Sf(u,£) en u en remarquant que

“+00

Sf(u,&) =e ™ f(t) gt —u) €=t gt — e7E f * ge(u), (6.13)

avec ge(t) = g(t)e™, car g(t) = g(—t). Sa transformée de Fourier vaut donc

fe) = flw+8) gew+&) = flw+&) gw).

La transformée de Fourier de g(t — u) en u vaut g(w)e™“. On a donc

27r (/m/msfuf ) g(t — u)ezftdu>d§ -

[ (o [ e alar et ) ac
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Figure 6.2: Le signal comprend un chirp linéaire de fréquence croissante, un chirp quadra-
tique de fréquence décroissante, et deux gaussiennes modulées situées en t = 0,5 et
t =0,87. (a) Spectrogramme Ps f(u, ). Les axes horizontaux et verticaux correspondent
respectivement au temps u et a la fréquence £. Les points sombres correspondent a des
coefficients de grande amplitude. (b) Phase complexe de S f(u,&) dans les régions ou le
module de Pgf(u, &) est non nul.
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Figure 6.3: Le graphique du dessus correspond au son “greasy” enregistré a 8kHz. Son
spectrogramme |S f (u, £)|? est montré au-dessous, dans le plan temps-fréquence.
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Si on peut appliquer le théoreme de Fubini pour changer I'ordre d’intégration. Le théoreme
de transformée de Fourier inverse montre que
1 [F

o | flo+Qetfde= ().
P
Comme 5 [ |§(w)|? dw = 1, on en déduit (6.11). Si f ¢ L'(R), on démontre la formule
a partir de la grace a un argument de densité.

Occupons nous maintenant de la conservation de I'énergie (6.12). Comme la trans-
formée de Fourier en u de Sf(u,&) est f(w+&) g(w), on obtient, en appliquant la formule
de Plancherel au membre de droite de (6.12):

—:/Hi/HDquﬁﬂ%Mdf_ /%w]'/%w flw+€) g(w)]? dw d€.

On peut appliquer le théoreme de Fubini, et la formule de Plancherel montre que
1 [t

5 | Heror=s

ce qui implique (6.12). O
On peut réécrire la formule de reconstruction (6.11) sous la forme

1 +0o0 +0o0
=5 / . / (o 9u) guelt) dS du. (6.14)

Cette formule ressemble a celle d'une décomposition sur une base orthogonale, mais ce
n’est pas le cas, car la famille {g, ¢}, ¢cr2 est largement redondante dans L#(R). La sec-
onde identité (6.12) justifie qu’on interpréte le spectrogramme Psf(u,&) = |Sf(u,&)[?
comme une densité d’énergie, car son intégrale en temps-fréquence est égale a I’énergie
du signal.

Discrétisation La discrétisation et le calcul rapide de la transformée de Fourier a fenétre
releve des mémes idées que la discrétisation de la transformée de Fourier classique, décrite
précédemment dans le paragraphe 3.4. On considere des signaux discrets de période N.
On prend comme fenétre g[n] un signal discret symétrique et de période N et de norme
unité ||g|| = 1. On définit les atomes de Fourier fenétrés discrets par

7,2‘rrln

gma[n] = g[n —m]e
La transformée de Fourier discrete gy, a pour valeurs

ﬁm,l [k] [ - l]

La transformée de Fourier fenétrée discrete d’un signal de période N est

7,2‘rrm(k 1)

Sfim 1) = (f, gma) Zf mle= ", (6.15)

Pour chaque 0 < m < N, on calcule S f[m, l] pour 0 <[ < N par transformée de Fourier
discrete sur f[n]g[n — m]. On réalise ce calcul au moyen de N FEFT de taille N, ce qui
donne un total de O(N?log, N) opérations. C’est cet algorithme qui a servi pour le calcul
des figures 6.2 et 6.3.
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6.2 Fréquence instantanée

Dans un morceau de musique, on distingue plusieurs fréquences variant dans le temps. Il
reste a définire la notion de fréquence instantanée. Afin d’estimer plusieurs fréquences in-
stantanées, on sépare les composantes fréquentielles a ’aide d’une transformée de résolution
suffisante en fréquence, mais également en temps, de maniere a pouvoir réaliser des
mesures variables dans le temps. On étudie la mesure des fréquences instantanées par
des transformées de Fourier fenétrées.

6.2.1 Fréquence instantanée analytique

Un cosinus modulé
f(t) = acos(wyt + ¢g) = acos (1)

a une fréquence wy égale a la dérivée de la phase ¢(t) = wot + ¢o. Afin de généraliser cette
notion, on écrit les signaux réels f comme ayant une amplitude a et un phase ¢ variant
dans le temps:

f(t) =a(t) cosp(t) avec a(t) >0. (6.16)

On définit la fréquence instantanée comme la dérivée de la phase:
w(t)=¢'(t) > 0.

On peut se ramener a une dérivée positive en jouant sur le signe de ¢(¢). Il convient
néanmoins d’étre prudent car il existe de nombreuses valeurs pour a(t) et de ¢(t), et w(t)
n’est donc pas défini de maniere unique pour un f donné.

On obtient une décompostion particuliere de type (6.16) en calculant la partie analy-
tique f, de f, dont la transformée de Fourier est définie par

fulw) = { 2f(w) siw=0 (6.17)

0 siw <0

On dit que le signal complexe f,(t) est analytique car on peut démontrer qu’il a une
extension analytique sur le demi plan complexe supérieur. Par ailleurs on peut verifier

que f = Re[f,] car f(w) = §(fu(w) + f3(-w)).

On peut représenter f, en séparant le module de la phase complexe
falt) = a(t) €0
On en déduit
f(t) = a(t) cos p(t).
On dira que a(t) est Pamplitude analytique de f(t), et ¢'(t) sa fréquence analytique

instantanée; elles sont définies de maniére unique.
Exemple

1. Si f(t) = a(t) cos(wot + ¢p), alors

flw) = % (ei¢o a(w —wp) + e G (w + wo)) .
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Si les variations de a(t) sont lentes en comparaison de la période 3}—7(;, ce qu’on peut obtenir
en forcant le support de a(w) & étre dans [—wy, wp], alors

falw) = glfo a(w — wp)

d’ott f,(t) = a(t) etwottdo),

Si f est un signal constitué de la somme de deux sinusoides:
f(t) = acos(wit) + acos(wat),
alors

; . w1 — W2 jwitws
fa(t) = ae™ + ae™?" = a cos <T t) ezl

La fréquence instantanée vaut ¢'(t) = “3«2 et Pamplitude instanée est

2

Ce résultat n’est pas satisfaisant parce qu’il ne montre pas que le signal est composé de
deux sinusoides de méme amplitude. On a obtenu une fréquence moyenne. Nous allons ex-
pliquer dans la section qui suit comment mesurer les fréquences instantanées de plusieurs
composantes spectrales en les séparant a 1’aide de transformées de Fourier a fenétre.

a(t) =a

Modulation de fréquence En communications, on peut transmettre l'information
a travers son amplitude a(¢) (modulation d’amplitude) ou sa fréquence instantanée ¢'(t)
(modulation de fréquence). La modulation de fréquence est plus robuste en présence de
bruits blancs gaussiens additifs. De plus, elle résiste mieux aux interférences entre chemins
multiples, qui détruisent 'information d’amplitude. Une modulation de fréquence envoie
un message m(t) a travers un signal

f(t) =acosg(t) with ¢'(t) =wo+ km(t).

La largeur de bande de f est proportionnelle a k. On ajuste cette constante en fonction
des bruits de transmission et de la bande passante disponible. A la réception, on récupere
le message m(t) grace a une démodulation de fréquence qui calcule la fréquence instan-
tanée ¢'(t).

Modeles de sons additifs On peux modéliser les sons musicaux et les phonemes
comme des somme de partielles sinusoidales:

f(t) = Z fe(t) = Zak(t) cos ¢y (1) , (6.18)

ou ay et ¢ sont lentement variables. De telles décompositions sont utilisées pour re-
connaitre des formes et modifier des sons. Le paragraphe 6.2.2 explique comment calculer
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les ay, et les fréquences instantanées ¢) de chaque partielle, dont on déduit la phase ¢
par intégration.

Pour comprimer de son f d'un facteur o dans le temps, et sans modifier les valeurs
des ¢}, et des ay, on synthétise

g(t) = Z ag(at) cos(é or(a t)) (6.19)

Les partielles de g en t = aty et les partielles de f en ¢ = ¢y ont les mémes amplitudes
et les meémes fréquences instantanées. Pour « > 1, le son ¢ est plus court que f tout en
étant percu comme ayant le méme “contenu fréquentiel” que f.

On opere un déplacement fréquentiel en multipliant chaque phase par une constante
a:

g(t) = 3 bi(t) cos <a ¢k(t)> . (6.20)

La fréquence instantanée de chaque partielle vaut maintenant « ¢} (¢). Pour calculer
les nouvelles amplitudes b, (), on utilise un modele de résonnance, qui suppose que ces
amplitudes sont les échantillons d’une enveloppe fréquentielle lisse F'(t,w):

a(t) = F (1. 640) et bi(t) = F(t,a0,(1)) .

En traitement de la parole, cette enveloppe est composé de plusieurs formants. Il est fonc-
tion du type de phonéme qui a été prononcé. Comme F(t,w) est une fonction réguliére
de w, on calcule son amplitude en w = «a ¢} (t) par interpolation des valeurs ay(t) corre-
spondant a w = ¢} (1).

6.2.2 Crétes de transformée de Fourier a fenétre

Le spectrogramme Ps f(u, &) = |Sf(u, )|*> mesure I'énergie de f dans un voisinage temps-
fréquence de (u, ). L’algorithme de crétes calcule les fréquences instantanées a partir des
maxima locaux de Psf(u,§) [14].

On calcule la transformée de Fourier a fenétre a I’aide d’une fenétre symétrique g(t) =

g(—t) de support [—3, 3]. La transformée de Fourier g de g est une fonction symétrique
réelle avec |g(w)| < g(0) pour tout w € R On normalise g de maniere a avoir ||g|| = 1.

On définit la largeur de bande Aw de g par
|g(w)| < [9(0)] pour |w|> Aw. (6.21)

La valeur de Aw est de l'ordre de 1/s si g est une fenetre régliere, car le support temporel
de g est de taille s.
Les atomes de Fourier correspondants sont

Gue(t) = g(t — u) ™.

La transformée de Fourier & fenétre est alors

Sf(u,&) = +oo f(t) gt —u)e ™ qt. (6.22)
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Le théoreme suivant exprime Sf(u, &) en fonction de la fréquence instantanée de f. Les
termes d’erreur de cette formule peuvent étre controlés avec un dévelopement a un ordre
supérieur [7].

Théoréeme 6.3 Soit f(t) = a(t) cos ¢(t). Siles variations de a(t) et ¢'(t) sont négligeables
sur le support [u — s/2,u+s/2| de g(t —u) et que ¢'(u) > Aw alors pour tout £ >0 on a

SF(u,€) ~ % a(u) 96 4 (£ /(). (6.23)

Démonstration Remarquons que

Sf(u,&) = /_+00 a(t) cos (t) gt — u) e dt

o0

1 [Te° ) . .
= 5/ a(t) (eld’(t) + efZW)) g(t —u)e " dt
—00

= 1(¢) + 1(=9).

Commencons par étudier

I(p) = % /+OO a(t) eV g(t —u) e %t dt

1 [t : :
= 3 / a(t + u) T g(t) e~ g,

o0

Comme a(t + u) ~ a(u) et ¢(t +u) = ¢(u) + t¢'(u) pour [t| < s/2 il vient

i(p(u)—€u) oo , .
1(¢) ~ %/ g(t) e~ it(E=¢'(w) g4
et donc )
I(¢) ~ 3 a(u) ei(¢(u)*§u)g<§ B ¢/(u)> (6.24)
De méme

1(-6) ~ 5 a(u) #9956 4 ' (w).

Comme £ > 0, £ + ¢'(u) > Aw donc Q(f + ¢’(u)> < 1. On peut donc négliger I(—¢) et
I'on déduit (6.23) de (6.24). O

Points de créte Supposons que a(t) et ¢'(t) ont des variations negligeables sur les
intervalles de taille s, et que ¢'(t) > Aw. Comme |§(w)| est maximal en w = 0, (6.23)
montre que, pour chaque u, le spectrogramme |Sf(u,£)|? est maximal en £(u) = ¢'(u).
Les points correspondants (u,(u)) du plan temps-fréquence sont appelés des crétes. Aux
points de créte, (6.23) devient

§F(u,€) = 3 alu) 40 4 (0) (6.25)
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La fréquence de créte donne la fréquence instantanée &(u) = ¢'(u), et on calcule £(u) =
@' (u) avec

_2fsi(wew)]
O

Soit ®g(u, &) la phase complexe de S f(u,§). L'expression (6.25) montre que les points de
créte sont également des points ou la phase est stationnaire:

8(I)S(ua 6)
ou

(6.26)

a(u)

= ¢'(u) - £ =0.
La vérification de la stationnarité de la phase permet de mieux situer les crétes.

Fréquences multiples Lorsque le signal contient plusieurs lignes spectrales de fréquences
suffisamment distinctes, la transformée de Fourier fenétrée en sépare les diverses com-
posantes, et les crétes permettent de détecter I'évolution temporelle de chacune d’entre
elles. Considérons

F(t) = a1(t) cos 1 (t) + az(t) cos ¢o(t),

ou a(t) et ¢} (t) sont a variations petites sur les intervalles de largeur s, et ot on suppose
¢).(t) > Aw. Comme la transformée de Fourier fenétrée est linéaire, on applique (6.23) a
chaque composante spectrale:

S8 = ¢ arlu) g€~ o w) 06
b () (€ — By (u)) 260 (6.27)

On arrive a séparer les composantes spectrales si, pour tout u

9(41() - sh(w) | < 13(0)], (6.28)

ce qui signifie que la différence entre les fréquences est plus grande que la largeur de bande
de g(w):
|61(u) — @3 (u)] = Aw. (6.29)

Dans ce cas, on peut négliger, pour £ = ¢/ (u), le second terme de (6.27), et le premier
terme engendre un point de créte permettant de reconstituer ¢} (u) et a;(u) en utilisant
(6.26). De méme, on peut négliger le premier terme lorsque & = ¢, (u), et on obtient un
second point de créte caractérisant ¢),(u) et ay(u). Les points de créte sont distribués
sur les deux lignes temps-fréquence &(u) = ¢ (u) et £(u) = ¢4(u). Ce résultat demeure
valable pour un nombre quelconque de composantes spectrales instationnaires, tant que
la distance entre deux fréquences instantanées vérifie (6.29). Lorsque les lignes spectrales
sont trop proches, elles créent des interférences qui détruisent la structure de crétes.

En général, on ne connait pas le nombre de fréquences instantanées. On détecte
alors tous les maxima locaux de |Sf(u,&)|*> dont la phase est stationnaire 8(}%7(%) =
¢'(u) — & = 0. Ces points définissent des courbes dans le plan (u, &) qui sont les crétes de

u
la transformée de Fourier fenétrée. On supprime souvent les crétes de faible amplitude
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a(u) parce qu’elles peuvent étre des artifacts provenant de variations bruitées, ou des
“ombres” d’autres fréquences instantanées, dies aux lobes latéraux de g(w).

Dans la figure 6.4, on peut voir les crétes obtenues a partir du module et de la phase
de la transformée de Fourier fenétrée de la figure 6.2. Pour ¢ € [0,4, 0, 5], les fréquences
intantanées sont trop proches et la résolution en fréquence de la fenétre ne permet pas de
les séparer. En conséquence, les crétes y détectent une fréquence instantanée moyenne.

El2m
500 E
450|- -
400} -
350|- -
300} [
250 o 1
200} o - R
150 - — o R
100 \\:\E |
50{- 22"‘*——7_,:7_7 8

0 ! ! ! | | | | ﬁi‘T“w ! — u

0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1

Figure 6.4: Crétes de plus grande amplitude calculées a partir du spectrogramme de la
figure 6.2. Ces crétes donnent les fréquences instantanées des chirps linéaires et quadra-
tiques, et des transitoires a basse et haute fréquence en t = 0,5 et ¢t = 0, 87.

Choix de la fenétre La mesure des fréquences instantanées aux points de créte a été
validée seulement lorsque la taille s de la fenétre g est suffisamment petite pour que a(t)
et ¢'(t) soient approximativement constant sur [u — /2, 4+ s/2]. D’un autre coté, il faut
que la largeur de bande Aw ~ 1/s soit suffisamment petite pour séparer les composantes
spectrales succesives en (6.29). Le choix de I’échelle s de la fenétre doit donc réaliser un
compromis entre ces deux contraintes.

Exemples

1. La somme de deux chirps linéaires paralleles
f(t) = ay cos(bt* + ct) + az cos(bt?) (6.30)

a deux fréquences instantanées ¢} (t) = 2bt + ¢ et ¢4H(t) = 2bt. On voit un exemple
numérique en figure 6.5. La fenétre g a une résolution fréquentielle suffisamment fine pour
séparer les deux chirps si

|$1(2) — ¢ ()] = |c| = Aw. (6.31)
Son support temporel est assez fin comparé & la variation temporelle des chirps si la
fréquence instantanée ¢'(t) est quasiment constante sur [u — s/2,u + s/2], ce que l'on

obtient si
s | (u)| = 5% |y (u)| = 2bs? < 1. (6.32)

Les conditions (6.31) et (6.32) montrent qu’on peut trouver une fenétre g adéquate si et
seulement si

C
— >sAw~1. 6.33
Vb (6.33)
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f(t)

&/2m
500

400 B
350 B
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100

Figure 6.5: Somme de deux “chirps” linéaires pralleles. (a): Spectrogramme Pgf(u,§) =
1S f(u,&)|* (b): Crétes calculées a partir du spectrogramme.
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Figure 6.6: Somme de deux chirps hyperboliques. (a): Spectrogramme Psf(u,&). (b):
Creétes calculées a partir du spectrogramme.
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Les chirps linéaires de la figure 6.5 vérifient (6.33). On a calculé leurs crétes en utilisant
une fenétre gaussienne avec s = 0, 05.

2. Le chirp hyperbolique

0-on(32)

pour 0 <t < ( a une fréquence instantanée

(B—1)*

a variation rapide quand ¢ est proche de 3. Les fréquences instantanées des chirps hyper-
boliques vont de 0 & +o00 en un temps fini. Cette propriété est particulierement utile aux
radars. Ces chirps sont également produits par les sonars de navigation des chauves-souris
[14].

On ne peut pas estimer les fréquences instantanées des chirps hyperboliques par une
transformée de Fourier fenétrée parce que, pour une taille de fenétre donnée, la fréquence
instantanée varie trop rapidement dans les hautes fréquences. Lorsque u est assez proche
de 3, on ne peut considérer que la fréquence instantanée ¢'(t) est constante sur le support
[u—s/2,u+ s/2] de g(t — u) car

¢'(t) =

20 1
%" (u)| = 5——5 > 1.
En figure 6.6, on voit un signal composé de la somme de deux chirps hyperboliques:
o] o
t) = 6.34
f(t) alcos<ﬂ1_t>+agcos<ﬂ2_t>, (6.34)

avec 01 = 0,68 et B2 = 0,72. Au début du signal, les deux chirps ont des fréquences instan-
tanées voisines qui sont séparées par la transformée de Fourier fenétrée, qu’on a calculée
avec une fenétre large. Quand on se rapproche de (81 ou de 2, la fréquence instantanée
varie trop rapidement en regard de la taille de la fenétre. Les crétes correspondantes ne
permettent plus de suivre ces fréquences instantanées.
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Chapitre 7

Information et Codage

La complexité d’une suite de symboles peut se mesurer par la taille minimum d’un code
permettant de reconstruire cette suite. La théorie de I'information de Shannon montre
que le nombre de bit moyen pour coder chaque symbole dépend de I'entropie du processus
aléatoire sous-jacent. Pour coder des suites de nombre réels, il est necessaire de les ap-
proximer avec une quantification avant d’effectuer un codage entropique. L’optimisation
de cette quantification est étudiée. Ces résultats donnent les bases mathématiques et
algorithmiques permettant de comprimer des signaux audios ou des images.

7.1 Complexité et entropie

La théorie de I'information définie la complexité d’une série numérique en évaluant la
taille des codes permettant de reproduire cette série. Les fondations de cette théorie
sont mises en place par Shannon en 1948, qui modélise des séries numériques comme des
réalisations d’un processus aléatoire. Il démontre alors ’existence d’une complexité in-
trinseque associée a tout processus aléatoire, qu’il appelle entropie. En 1965, Kolmogorov
introduit une définition plus générale de la complexité d’une série numérique, comme
étant la longueur minimum du programme binaire permettant de reproduire cette série
avec un ordinateur. Le modele d’ordinateur est une machine de Turing ayant un nom-
bre fini d’états. Cette définition n’a pas recours a un modele probabiliste mais est plus
délicate a manipuler mathématiquement. Nous suivront donc ici 'approche de Shannon
qui donne des résultats suffisament précis pour la plupart des problemes de traitement du
signal.

7.1.1 Suites typiques

Considérons des suites de symboles de taille n prenant leurs valeurs dans un alphabet
A = {ay}1<k<k de taille K. L’approche probabiliste de Shannon modélise ces séquences
de symboles comme étant les valeurs prises par des variables aléatoires X; X5 ... X,,. Pour
simplifier I’analyse, nous nous placerons dans le cas le plus simple ou les X; sont des
variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On note

plag) = Pr{X; = a;}.

87
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Comme les variables X; sont indépendantes, la probabilité d’une suite de valeurs est:
n n
p(xy, ooy xy) =Pr{Xy =2y, ..., X, =2, } = l_IPr{X;€ =} = Hp(xk)
k=1 k=1

On peut définir p(Xi, .. X,,) = [[;_; p(Xk) qui est une variable aléatoire donnant la
probabilité d’une suite de valeurs tirée au hasard. Le théoreme suivant montre que pour
n fixé et suffisament grand, alors pour la plupart des tirages, le log de cette probabilité
est presque constante et égale a 1’entropie

H =~ pla) log, p(ar) = —E{log, p(X,)}.

k=1

L’entropie H peut s’interpréter comme l'incertitude moyenne sur les valeurs que prennent
les variables aléatoire X;. On peut vérifier que

0 < H<log, K.

L’entropie est maximum, H = log, K, si p(ay) = % pour 1 < k < K. Il y a en effet une
incertitude maximum sur les valeurs prises par X;. L’entropie est minimum, H = 0, si
I’'un des symboles a; a une probabilité 1. On connait alors a ’avance la valeur de X;.

Théoreme 7.1 5% les X; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme proba-
bilité p(x) alors

1
——logy p(Xy,..., X)) tend vers H avec une probabilité 1
n

lorsque n tend vers +oc.

Démonstration On calcule

1

1 n
- log, p(X1, ..., X,) = - Zlong(Xi) :
i=1

Comme les X; sont indépendants, les log, p(X;) sont aussi des variables aléatoires indépendentes.
En appliquant la loi forte des grands nombres [8] on démontre que —= 3" | log, p(X;)
tend vers —FE{logp(X;)} = H lorsque n tend vers 400, avec probabilité 1. O

Bien qu’a priori Xj, ..., X, puisse prendre des valeurs quelconques dans I’ensemble
A" des vecteurs de symboles de taille n, ce théoreme permet de montrer qu’il y a une
probabilité presque 1 pour que ce vecteur soit une suite typique appartenant a un ensemble
beaucoup plus petit. On appelle ensemble typique T relativement a p(x) ensemble des

suites (xq, ...,x,) € A" telles que
2 HY) < (. wy,) < 27O, (7.1)

On note |T7| le cardinal de T*. Le théoréme suivant montre que |1}"| est de 'ordre de
2" et que toutes les suites typiques ont une probabilité presque égale a 27 "H.
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Proposition 7.1 (Ensembles typiques) Soit € > 0.
1. Si(xy,...,x,) € T" alors

H—-e< —% log, p(x1,...,x,) < H + €. (7.2)
2. Lorsque n est suffisament grand
Pr{(Xy,..X,) €T} >1—e (7.3)
3. Lorsque n est suffisament grand
on(H=9) < |Tn| < gnlH+o), (7.4)
Démonstration La propriété (7.2) est une conséquence directe de la définition (7.1)
de T7".

L’inégalité (7.3) se déduit du théoreme 7.1 qui montre que pour tout € > 0 et 6 > 0 il
existe ng tel que pour tout n > ny

1
Pr{‘——long(Xl,...,Xn) — H‘ < e} >1-—46.
n

En prenant § = € on obtient (7.3).
On note & = (x1, ..., Ty,),

L= Y p@=> ) p@

FeAn Fern
> Z 27n(H+e) _ |T6n| 27n(H+e),
FeTn

ce qui démontre I'inégalité (7.4) a droite.
Lorsque n est suffisament grand, on a montré en (7.3) que

l—e < Pr{(Xy,..,X,) eT"}
< D=t

el

ce qui démontre I'inégalité (7.4) a gauche. O

Codage On peut effectuer un codage “e-typique” des valeurs de X, ..., X, qui utilise
des mots binaires plus courts pour coder les séquences typiques qui sont les plus proba-
bles. Comme il y a moins de 2"(#+9) éléments dans 17, ces éléments peuvent étre indéxés
par des mots binaires de [n(H + €)] + 1 bits, ou |x] est le plus grand entier inférieur a
. Comme il y a K" élements dans A, les éléments qui n’appartiennent pas a 7" peuvent
étre indéxés par des mots binaires de |log, K |+1 bits. Afin de savoir si 2 € T7* on rajoute
un 0 au début de son code binaire, qui est donc de longueur |[n(H +¢€)|+2. Six ¢ T on
rajoute un 1 au début de son code binaire, dont la taille est donc |log, K | + 2. On note
R le nombre moyen de bits pour coder chaque symbole d'une sequence Xy, ..., X,,.
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Théoreme 7.2 Il existe C' > 0 tel que pour tout € > 0, et n suffisament grand, le nombre
moyen R de bits par symbole d’un codage e-typique satisfait

R<H+C(Ce.

Démonstration On note X = (X1, ..., X,,), T = (21, ..., 2,). Soit I(x;) la longueur du
mot binaire utilisé par un code typique pour coder z;. Le nombre total de bits pour coder
T est

() = Zl(xi) .

Le nombre total moyen de bits par symbole est donc

nR = B{X)} =Y U&pE =Y UHp@)+ > UT)p)

FeAn Fern T¢I
< pr{X¥ e (Ln(H re)l+ 2) +Pr{X ¢ 1) <Lnlog2 K|+ 2)
< n(H+e€¢)+2+¢€nlogy, K+2)<nH+nCe

avec C' =5 + log, K pour n > 1/e. O

Ce théoreme démontre que ’on peut constuire un code dont le nombre de bit moyen
par pixel est arbitrairement pres de ’entropie H. Par ailleurs, on peut montrer que tout
code nécessite un nombre moyen de bit par symbole R > H. Le paragraphe suivant
démontre ce résultat pour les codes par blocs.

7.1.2 Codage entropique

Nous considerons dans un premier temps les codes instantanés, qui définissent un code
binaire wy, pour chaque symbole a; de 'alphabet A. Cela permet de décoder symbole par
symbole toute séquence xy,...,x,. Silog, K est un entier, chaque symbole a; peut étre
codé par un mot binaire de |log, K | 4+ 1 bits. Ce code peut cependant étre amélioré en
utilisant des mots binaires plus courts pour des symboles qui apparaissent plus souvent.

Soit [, la longeur du code binaire wy, associée a ai. Le nombre moyen de bits nécessaires
pour coder les symboles d'une suite de variables aléatoires X ... X,, de méme probabilité

p(z) est

K
R=>liplax). (7.5)
k=1
Le but est de trouver un code instantané qui soit décodable et qui minimise R.

Condition de préfixe Un code instané n’est pas toujours uniquement décodable.
Par exemple, le code qui associe a {ay}1<k<4 les mots binaires

{w1:0,w2:10, w3:110,w4:101}

n’est pas décodable de facon unique. La suite 1010 peut soit correspondre a wsy wy ou a
w4 wq. La condition de préfixe impose qu’aucun mot binaire n’est le début d’un autre mot
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binaire. Cette condition est clairement nécessaire et suffisante pour garantir que toute
suite de mots binaires se décode de facon unique. Dans 'exemple précédent, w, est le
préfixe de wy. Le code suivant

{w1:0,w2:10, w3:110,w4:111}

satisfait la condition de préfixe.

Wy
100 101 110 111

1
)
wWooWw, W

Figure 7.1: Arbre binaire d’un code de 6 symboles, qui satisfait la condition de préfixe.
Le mot binaire w;, de chaque feuille est indiqué au-dessous.

Un code qui satisfait la condition de préfixe peut étre associé a un arbre binaire, dont
les K feuilles correspondent aux symboles {ay}i<r<x. Cette représentation est utile pour
construire le code qui minimise le nombre de bits moyen R. Les branches de gauche et
de droite de I'arbre binaire sont respectivement codées par 0 et 1. La figure 7.1 montre
un exemple pour un code de 6 symboles. Le mot binaire wy associé au symbole a; est
la succession de 0 et de 1 correspondant aux branches de gauche et de droite, le long du
chemin de la racine de ’arbre a la feuille correspondant a a;. Le code binaire généré par
un tel arbre satisfait toujours la condition de préfixe. En effet, w,, est un préfixe de wy
si et seulement si a,, est un ancétre de a; dans I’arbre binaire. Ceci n’est pas possible
puisque les deux symboles correspondent a des feuilles de 'arbre. Inversement, tout code
préfixe peut étre représenté par un tel arbre binaire. La longueur [/, du mot binaire wy, est
la profondeur de la feuille a;, dans I’arbre binaire. L’optimisation d’un code de préfixe est
donc équivalente a la construction d’'un arbre binaire optimal qui distribue les profondeur
des feuilles de facon & minimiser (7.5).

Entropie de Shannon Le théoréeme de Shannon prouve que le nombre moyen de bit
R par symbole est plus grand que I’entropie.

Théoréme 7.3 (Shannon) On suppose que les symboles {a}1<k<x apparaissent avec
la distribution de probabilité {p(ax)}1<k<k. Le nombre moyen R de bit d’un code ayant
la propriété du préfize satisfait

R>H=-— Zp(ak) log, p(ax). (7.6)

k=1

1l existe un code ayant la propriété du préfixe tel que

R<H+1. (7.7)
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Démonstration Ce théoreme de Shannon se démontre a partir de I'inégalité de Kraft.

Lemme 7.1 (Inégalité de Kraft) Tout code ayant la propriété du préfive satisfait

d o< (7.8)

Inversement, si {l}1<k<x sont des entiers positifs tels que l'inégalité (7.8) est satisfaite
alors il existe un code de mots binaires {wy h1<k<k de longueurs {ly }1<k<i et qui satisfait
la condition de préfize.

Pour démontrer (7.8) on associe un arbre binaire au code considéré. Chaque [ corre-
spond a un noeud de ’arbre a une profondeur [, qui dépend du mot binaire wy. Soit

m:max{ll,lg,...,lK}. (79)

On considére I’arbre binaire complet dont toutes les feuilles sont a la profondeur m. On
note T} le sous-arbre issu du noeud correspondant au mot binaire wy. Ce sous arbre a
une profondeur m — I, et contient donc 2™ noeud au niveau m, comme lillustre la
figure 7.2. Comme il y a 2 noeud a la profondeur m de ’arbre binaire complet et que la
propriété du préfixe implique que tous les sous arbres 11, ..., Tk sont distincts, on déduit
que

K
§ 2m—lk S 2m7
k=1
dott (7.8).
I1
T T2 m
T3
\
%(_)w_)w—'
m-| m-| m-|
2 ¢ 2 2 23
N, N, N3

Figure 7.2: Disposition des sous arbres 7; dont la racine est a la profondeur /; dans I’arbre
d’un code de préfixe.

Inversement, on considere {l;}1<p<k satisfaisant (7.8) avec {; < [, < ... < Ik et
m = max{ly,ly, ..., [x }. On définit les ensembles N; des 2™~ premiers noeud au niveau
m sur la gauche de I’arbre, puis IV, I'ensemble des 2”2 noeuds suivants et ainsi de suite
comme l'indique la figure 7.2. Les noeuds des ensembles N; sont les noeuds terminaux
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de sous-arbres T qui sont disjoints. On associe a la racine de I’arbre T} qui est a la
profondeur [, le mot binaire wy. Cela définit un code qui satisfait la condition du préfixe
ol chaque mot a la longueur [ voulue. Cela termine la démonstration du lemme.

Pour démontrer les deux inégalités (7.6) et (7.7) du théoreme, on considere la minimi-
sation de

K
R= Z plax) l
k=1

sous la contrainte de Kraft
K

Dans un premier temps, nous supposons que [; peut étre un réel quelconque. Le minimum
se calcule en utilisant un multiplicateur de Lagrange A et en minimisant

K K
J = Zp(ak)lk + )\Z 27,
k=1

k=1
L’annulation de la dérivee par rapport a [, donne

0J

- = —A27% log. 2 = 0.
o plak) 0g.2 =0

Le minimum est obtenu pour Y& 27% = 1 et comme Y, p(az) = 1 on obtient A =
1/log, 2. La longueur optimale minimisant R est donc

by = —log, p(ay),

et
K

R="Yplay)lr ==Y plar)log, p(ar) = H.

k=1
Pour garantir que [j est entier, on choisit
by = [—log, p(ax)]

ou [x] est la plus petite valeur entiére supérieure a x. Cela correspond au code de
Shannon. Comme [ > — log, p(ax), 'inégalité de Kraft est satisfaite puisque

K K
22—% < 2210g21’(ak) —1.
k=1 k=1

Il existe donc un code préfixe dont les mots de code ont une longueur /. Pour ce code

K

> plap)ly < plar)(—logyplay) +1) = H + 1.

k=1
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O

Codage par blocs L’ajout de 1 bit dans l'inégalité (7.7) vient du fait que —log, p;
n’est pas nécessairement un entier alors que la longueur d’un mot binaire doit étre un
entier. On peut construire des codes tels que R est plus proche de H en répartissant ce
bit supplémentaire sur un bloc de n éléments. Au lieu de faire un codage instantané,
symbole par symbole, on code d’un coup le bloc de symboles X = X, ..., X, qui peut
étre considéré comme une variable aléatoire a valeurs dans I’alphabet A™ de taille K. A
tout bloc de symboles @ € A™ on associe un mot binaire de longuer /(@). Le nombre de
bits R par symbole pour un tel code par bloc est

acA™

Proposition 7.2 Le nombre moyen R de bit d’un code par bloc de taille n ayant la
propriété du préfive satisfait

R>H=-— Zp(ak) log, p(ax). (7.10)

1l existe un code par blocs de taille n ayant la propriété du préfive tel que
1
R<H+ —. (7.11)
n

Démonstration L’entropie associée a X est

H= Z p(Z) log, p(Z).

TEAm

Comme les variables aléatoires X; sont indépendantes
p(Z) = p(xy, ..., Hp ;)

On démontre par recurrence sur n que H =nH. Soit E le nombre de blts moyen pour
coder les n symboles X. Le théoréme de Shannon 7.3 montre que R >H et qu il existe
un code par bloc tel que R < H+1. On déduit donc (7.10,7.11) pour R = , qui est le
nombre de bits moyen par symbole. O

Ce théoreme démontre que des codes par blocs utilisent un nombre moyen de bits par
symbole qui tendent vers l'entropie lorsque la taille du bloc augmente.

Code de Huffman L’algorithme de Huffman est un algorithme de programmation dy-
namique qui construit de bas en haut un arbre correspondant a un code préfixe et qui
minimise

R="Y plag) . (7.12)
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Nous ordonnons {a;}1<k<kx pour que p(ax) < p(agi1). Pour minimiser (7.12) les sym-
boles de plus petites probabilités doivent etre associés aux mot binaires wy de longueur
maximale, ce qui correspond a un noeud au bas de ’arbre. Nous commencons donc par
représenter les deux symboles de plus petite probabilité a; et as comme les enfants d’un
noeud commun. Ce noeud peut étre interprété comme un symbole a; o correspondant a
“a; ou ay” et dont la probabilité est p(a;) + p(az). La proposition suivante prouve que
I’on peut itérer ce regroupement élémentaire et construire un code optimal.

Proposition 7.3 On considere K symboles avec leurs probabilités ordonnées en ordre
croissant: p(ay) < p(ags1). On regroupe les deus symboles ay et ay de probabilité minimum
en un seul symbole a1 9 de probabilité

plaiz) = plar) + p(az).

Un arbre correspondant a un code préfize optimal pour les K symboles se construit a partir
d’un arbre de code préfive optimal pour les K —1 symboles {a12} U{ak}s<k<i, en divisant
la feuille de a5 en deux noeuds correspondant a a; et as.

La démonstration de cette proposition se trouve dans [2]. Cette proposition réduit
la construction d’un code optimal de K symboles a la construction d’un code optimal
pour les K — 1 symboles. Le code de Huffman itere K — 1 fois ce regroupement et fait
progressivement pousser ’arbre d’un code de préfixe optimal depuis le bas jusqu’en haut.
Le Théoreme 7.3 de Shannon prouve que

H<R<H+1. (7.13)

Exemple Les probabilités des {ay}1<x<¢ sont
{plar) }1<pes = {0.05, 0.1, 0.1, 0.15, 0.2, 0.4}. (7.14)

La figure 7.3 donne ’arbre binaire construit avec l’algorithme de Huffman. Les sym-

boles a; et ay sont regroupés en un symbole a; o de probabilité p(a; 2) = p(a1) + p(as) =
0.15. A litération suivante, les symboles de plus basse probabilité sont p(az) = 0.1 et
p(a12) = 0.15. On regroupe donc a;2 et az en un symbole a5 dont la probabilité
est 0.25. Les deux symboles de probabilités les plus faibles sont alors a4 et as qui sont
regroupés en a4 5 de probabilité 0.35. On regroupe ensuite a5 et ai 23 pour obtenir un
symbole a; 2 345 de probabilité 0.6 qui est finalement regroupé avec ag, ce qui finit le code,
comme l'illustre 'arbre de la figure 7.3. Le nombre moyen de bits obtenu par ce code est
R = 2.35 alors que I'entropie est H = 2.28.
Sensibilité au bruit Un code de Huffman est plus compact qu'un code de taille fixe
log, K mais est aussi plus sensible au bruit. Pour un code de taille constante, une erreur
de transmission d’un bit modifie seulement la valeur d’un symbole. Au contraire, une
erreur d’un bit dans un code de taille variable peut modifier toute la suite des symboles.
Lors de transmissions bruitées, de telles erreurs peuvent se produire. Il est alors nécessaire
d’utiliser un code correcteur qui introduit une légere redondance de facon a identifier les
erreurs.
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Figure 7.3: Arbre correspondant au code de Huffman pour une source dont les probabilités
sont données par (7.14).

7.2 Quantification scalaire

Si une variable aléatoire X prend des valeurs réelles quelconques, on ne peut pas obtenir
un code exact de taille finie. Il est alors nécessaire d’approximer X par X qui prend ses
valeurs dans un alphabet fini, et 'erreur résultante est

D = E{|X — X|*}.

Un quantificateur scalaire décompose 'axe réel en K intervalles {[yx_1, yi| }1<rk<k de tailles

variables, avec yy = —00 et yg = +00. Le quantificateur associe a tout = € [yx_1, yx| une
valeur Q(z) = ax. Si les K niveaux de quantification {ax}1<k<k sont fixés a priori, pour
minimiser |z — Q(z)| = |z — agl, il faut que la quantification associe & x son niveau de

quantification ay le plus proche. On doit alors choisir des intervalles de quantification qui

satisfont
af + Qg1

Yk = 5

(7.15)

Quantification haute résolution Soit p(z) la densité de probabilité de X. On note
X = Q(X) la variable quantifiée. L’erreur quadratique moyenne est

D= E{(X - X))} = / e — Q@) Pp(a)de. (7.16)

On dit que le quantificateur a une haute résolution si p(x) peut étre approximé par
une constante sur tout intervalle de quantification [y, 1, yx]. La taille de ces intervalles
est Ar = yr — yx_1- L’hypothese de haute résolution implique que

px) = Z—Z pour x € [yr_1, Y, (7.17)

avec .
pe = Pr{X € [yp_1,u]} = Pr{X = a;}.

La proposition suivant calcule I’erreur D sous cette hypothese.
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Proposition 7.4 Pour un quantificateur de haute résolution sur des intervalles [yx_1, k),
Uerreur D minimum obtenue en optimisant la position des niveauz {ay}o<k<k est

K
1 2
D= EZpk A2, (7.18)
k=1

Démonstration Comme Q(x) = ax si © € [yx_1, Yx), on peut reécrire (7.16)

K ok

D= / (z — ai)*p(x)dz.
k=1 "YYk-1

En remplagant p(x) par son expression (7.17) on a

K e [V )
D=>)" A—k/ (z — ax)?dz. (7.19)
k=1

Yr—1

Cette erreur est minimum pour a, = 3(yx + yr—1), et 'intégration donne (7.18). O

Quantification uniforme Le quantificateur uniforme est un cas particulier important
ol tous les intervalles de quantification sont de méme taille

Yr — Yp—1 = A pour 1 <k < K.

L’erreur quadratique moyenne (7.18) devient

Az K A2
D=— - =
Dk 12

= 2
D (7.20)
k=1

Elle est indépendante de la distribution de probabilité p(x) de la source.

Quantification optimale On veut optimiser le quantificateur pour minimiser le nombre

de bits nécessaires pour coder les valeurs quantifiées X, étant donnée une distortion D
admissible. Le théoreme de Shannon 7.3 prouve que la valeur moyenne minimum de bits
nécessaire pour coder X est supérieure a ’entropie H de la variable aléatoire X. Comme

le code de Huffman donne un résultat proche de cette entropie, il nous faut minimiser
I’entropie H pour D fixe.

La source quantifiée X prend K valeurs différentes {ay }1<x<s avec probabilités {py }1<k<i-

L’entropie du signal quantifié est donc

K
H=—- Zpk log, k-
k=1
On définit 'entropie différentielle de la variable aléatoire X a valeurs réelles

Hy=— / R —— (7.21)

o0

Le théoreme suivant montre que pour un quantificateur de haute résolution produisant
une erreur D, I’entropie est minimum lorsque le quantificateur est uniforme.
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Théoreme 7.4 L’entropie de tout quantificateur de haute résolution satisfait
1
H>H,;— 5 log,(12D). (7.22)

Le minimum est atteint si et seulement st Q) est un quantificateur uniforme.

Démonstration Pour un quantificateur de haute résolution p(x) est approximative-
ment constant sur [yx_1, yx| et donc

Yk
Pr = / p(x) do = ppAy

Yr—1

avec Ay = yr — Yr_1. Donc

K
H = =) prlogy(par) Ar)
k=1
LS
= - Z P log2 p(ak de" - Zpk log, Ay

Yk—1

= Hy— Zpk log, Ak;

k 1

car p(z) = p(ax) pour € [yr_1,yk]. Pour toute fonction concave ¢(z), I'inégalité de
Jensen montre que pour tout ZkK,l pr=1cet {ak}1<k<K alors

ZPW a) Zpkak (7.23)

Si ¢(x) est strictement concave, llnegahte dev1ent une égalité si et seulement si tous les
ay sont égaux lorsque py, # 0. Comme log,(x) est strictement concave, (7.18) montre que
N

N
1 , 1 , 1
3 kg_l pi logy Aj < 5 log, kg_l A 3 log,(12D).

On en déduit donc que
1
H>H;— 3 log,(12D).

Cette inégalité devient une égalité si et seulement si tous les Ax sont égaux, ce qui corre-
spond a un quantificateur uniforme. O

Ce théoreme montre que pour un quantificateur haute résolution le nombre minimum
de bits R = H est obtenu pour un quantificateur uniforme et

1
R=H,;— 3 log,(12D). (7.24)
La distortion en fonction du nombre de bits est donc
1
D(R) = — 2?Ha =21
(B) =15

Ce résultat est important pour optimiser la compression de signaux étudiée dans le
chapitre suivant.



Chapitre 8

Compression de Signaux

La compression de signaux s’apparente a la deshydratation d’un litre de jus d’orange
en quelques grammes de poudre concentrée. Le gott de la boisson orange restituée est
similaire au jus d’orange mais a souvent perdu de sa subtilité. En traitement du signal,
nous somies plus interessés par des sons ou des images, mais 1’on rencontre le méme conflit
entre qualité et compression. Minimiser la dégradation pour un taux de compression donné
est le but des algorithmes de codage. Les applications principales concernent le stockage
des données et la transmission a travers des canaux a débit limité.

Nous étudions les algorithmes de codage qui décomposent le signal sur une base orthog-
onale et approximent efficacement les coefficients de décomposition. Ce type de codage
est actuellement le plus performant pour restituer des signaux audios ou des images de
bonne qualité.

8.1 Codage compact

La performance ultime d’un algorithme de codage est mesurée par un “score d’opinion
moyen”. Pour un taux de compression donné, la qualité des signaux codés est évaluée
par plusieurs personnes et calibrés selon une procédure précise. De telles évaluations
sont longues a faire et les résultats difficiles a interpréter mathématiquement. La qualité
d’un algorithme de codage est donc le plus souvent optimisée avec une distance qui a
une forme analytique simple et qui tient compte partiellement de notre sensibilité visuelle
ou auditive. La distance euclidienne, bien que relativement grossiere d’un point de vue
perceptuel, a 'avantage d’étre facile a manipuler analytiquement.

8.1.1 Etat de ’art

Parole Le codage de la parole est particulierement important pour la téléphonie ou il
peut étre de qualité médiocre tout en maintenant une bonne intelligibilité. Un signal de
parole par téléphone est limité a la bande de fréquence 200-3400 Hz et est échantillonné
a 8kHz. Un “Pulse Code Modulation (PCM)” qui quantifie chaque échantillon sur 8 bits
produit un code de 64kb/s (64 10% bits par seconde). Ceci peut étre considérablement
réduit en supprimant certaines composantes redondantes de la parole.

99
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Nous avons vu dans le paragraphe 5.1 que la production d’un signal de parole est bien
comprise. Des filtres autorégressifs excités par des trains d’impulsions ou un bruit blanc
Gaussien permettent de restaurer un signal intelligible a partir de peu de parametres.
Ces codes d’analyse-synthese, tel que le standard LPC-10 décrit dans le paragraphe 5.3.2,
produisent un signal de parole intelligible & 2,4kb/s.

Audio Les signaux audios peuvent inclure de la parole mais aussi de la musique et
n’importe quel type de son. Ils sont donc beaucoup plus difficiles a modéliser que la
parole. Sur un disque compact, le signal audio est limité & un maximum de 20kHz. Il est
échantillonné a 44.1kHz et chaque échantillon est codé sur 16bits. Le débit du code PCM
résultant est donc de 706kb/s. Le signal audio d’un disque compact ou d’une cassette
digitale doit étre codé sans distortion auditive.

Les codeurs par transformée orthogonale qui décomposent les signaux sur des bases
locales en temps et en fréquence sont parmi les plus performants pour les signaux audios,
car ils ne nécessitent pas la mise en place d'un modele. Une qualité de disque compact
est obtenue par des codeurs nécessitant 128kb/s. Avec 64kb/s les dégradations sont a
peine audibles. Ces algorithmes sont particulierement importants pour les CD-ROM en
multimédia.

Images Une image couleur est composée de trois canaux d’intensité dans le rouge, le
vert et le bleu. Chacune de ces images a typiquement 500 par 500 pixels, qui sont codés
sur 8 bits (256 niveaux de gris). Un canal téléphonique digital ISDN a un débit de 64kb/s.
Il faut donc environ 2 minutes pour transmettre une telle image.

Les images tout comme les signaux audios incluent le plus souvent des structures de
type différent qu’il est difficile de modéliser. Courament, les algorithmes de compression
les plus efficaces sont basés sur des transformées orthogonales utilisant des bases de cosinus
locaux ou des bases d’ondelettes. Avec moins de 1 bit/pixel, ces codes reproduisent une
image de qualité visuelle presque parfaite. A 0.25 bit/pixel, I'image reste de bonne qualité
visuelle et peut étre transmise en 4 secondes sur une ligne téléphonique digitale.

8.1.2 Codage dans une base orthogonale

Un code orthogonal décompose le signal dans une base orthogonale bien choisie de facon
a optimiser la compression des coefficients de décomposition. La classe des signaux codés
est representée par un vecteur aléatoire Y[n| de taille N. On décompose Y[n| sur une
base orthogonale {g,,[1n]}o<n<n

N-1

Y[n] =) Alm] gu[n]

m=0

Les coefficients de décomposition A[m] sont des variables aléatoires

=

Alm] =< Vi), guln] >= 3 ¥nl gt ln.

3
Il
o
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Si A[m| n’est pas de moyenne nulle, on code A[m] — E{A[m|} et on mémorise la valeur
moyenne F{A[m]}. Nous supposerons par la suite que E{A[m]} = 0.

Quantification Les valeurs réelles {A[m]}o<m<ny doivent étre approximées avec une
précision finie pour construire un code de taille finie. Une quantification scalaire ap-
proxime chaque A[m| individuellement. Si les coefficients A[m| ont une forte dépendance,
le taux de compression peut étre amélioré avec une quantification vectorielle qui regroupe
les coefficients en blocs. Cette approche nécessite cependant plus de calculs. Si la base
{9m }o<m<n est choisie de fagon a ce que les coefficients A[m] soient presque indépendants,
I’amélioration d’une quantification vectorielle est marginale.

Chaque A[m) est une variable aléatoire dont la valeur quantifiée est A[m] = Q,.(A[m))
Le signal quantifié reconstruit est

N—1
Y[n] =) Alm] gmln].
m=0
Comme la base est orthogonale
N—1 )
Iy =Y|? =) |A[m] - A[m]f’
m=0
et donc la valeur moyenne de ’erreur est

E{|ly -Y|*} = 2 E{|A[m] — A[m][*}.

Si ’on note .
Dy, = E{|A[m] — A[m]|*},

Perreur totale devient
N-1

D:ZDm.

m=0

Soit R,, le nombre moyen de bits pour coder A[m]. Pour une quantification & haute
résolution, le théoreme 7.4 montre que si D,, est fixé alors on minimise R,, avec une
quantification scalaire uniforme. On note A,, la taille des intervales de quantification.

On a montré en (7.20) que
A2
D, = —2.
12

et (7.22) prouve que
1
R, = HyX)— 5 log,(12D,,,) = Hy(X) — log, A,

ou Hy(X) est Uentropie différentielle de X définie par (7.21).
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Allocation de bits Si I'on fixe l'erreur totale D, il nous faut optimiser le choix de
{Ap, }o<m<n afin de minimiser le nombre total de bits

N—-1
R = R,,.

m=0

Soit R = % le nombre moyen de bits par coefficient. Le théoreme suivant montre que le
codage est optimisé lorsque tous les A,, sont égaux.

Théoreme 8.1 Pour une quantification haute résolution et une erreur totale D, on min-
imize R avec

12D
Afn:T pour 0 < m < N, (8.1)
auquel cas
D N om —2R

ou Hy est Uentropie différentielle moyenne

Démonstration Pour une quantification haute résolution uniforme, (7.24) montre
que

Ry = Hy(A[m]) — %log2(12 D,).

Donc
N-1

log, (12 Dy, (8.3)

N =

1N 1N1
oy A

Minimiser R revient & minimiser Y.~ log,(12D,,). En appliquant 'inégalité de Jensen
(7.23) & la fonction concave ¢(z) = log,(x) pour p; = ~ on obtient

N-
1 12D
N E log,(12 D,,,) < log, ( E D ) = log, (T) .

ZIH

m=0

Cette inégalité est une égalité si et seulement si tous les D,, sont égaux. Donc An —

12
D,, = £, ce qui prouve (8.1). On déduit aussi de (8.3) que
N-1
_ 1 1 12D
R=S"Hy(Alm]) — = log, [ =2
N ~ d( [m]) 9 Og2< N )

m

ce qui implique (8.2). O
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Ce théoreme montre que le codage est optimisé en introduisant la méme erreur moyenne
2
D, = Al—; = % dans la direction de chaque vecteur g,, de la base. Le nombre moyen de
bits R,, pour coder A[m] dépend alors seulement de Ientropie différentielle:

1 12D

Ry, = Hy(Afm]) - 5 log, (T) . (8.4)

On note o2, la variance de A[m], et A[m] = ﬁ A[m] la variable aléatoire normalisée de
variance 1. Un changement de variable dans I'intégrale de I'entropie différentielle montre
que

~

Hy(A[m]) = Ha(A[m]) + log, o, .

L’allocation de bit optimal R,, donné par (8.4) peut donc devenir négative si la vari-
ance o, est trop petite, ce qui n’est clairement pas une solution admissible. En pratique
R,, doit étre un entier positif mais imposer cette contrainte supplémentaire ne permet
pas de faire un calcul analytique simple. La formule (8.4) n’est donc utilisable que si les
valeurs { R, }o<m<n sont positives et on les approxime alors par les entiers les plus proches.

Normes quadratiques pondérées Nous avons mentionné qu’une erreur quadratique
souvent ne mesure pas bien l'erreur percue pour des images ou des signaux audios. Lorsque
les vecteurs g, sont bien localisés en temps/espace et en fréquence, on peut améliorer cette
norme en pondérant les erreurs par des poids qui dépendent de la fréquence, afin de se
rapprocher de notre sensibilité auditive/visuelle, qui varie avec la fréquence du signal.
Une norme pondérée est définie par

N1 g
m
D= Z — (8.5)
m=0 M
ot {w2, }o<m<n sont des constantes.
Le théoreme 8.1 s’applique a une norme pondérée en observant que
N-1
D=3 b
m=0
o D¥ = Lz est Perreur de quantification de A%[m] = %. Le théoreme 8.1 prouve

que Pallocation de bits optimale est obtenue en quantifiant uniformément tous les A" [m]
avec des intervales de méme tailles A. Cela implique que les coefficients A[m] sont uni-
formément quantifiés avec des intervales de taille A,, = Aw,,, et donc D,, = wi}D.
Comme on s’y attendait, en augmentant les poids w,, on augment ’erreur dans la direc-
tion de g,,. La quantification uniform @, a intervales A,, est souvent calculée avec un

quantificateur () qui associe a tout nombre réel ’entier le plus proche:

Qan (AIm]) = 2, Q <%T:]> = Aw,Q (2[”1) . (8.6)
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8.2 Bases de cosinus locaux

Choix de la base Le codage d’une classe de signaux Y'[n] dans une base orthogonale
{gm[n]}1<m<n est d’autant meilleur que la base supprime les corrélations entre les coef-
ficients Y[n]. La base {g,[n]}i<m<n est donc choisie de fagon a obtenir des coefficients
Alm| =<Y, g,, > aussi décorrelés que possible. De méme il est souvent désirable d’obtenir
des coefficients A[m| qui ont une forte probabilité d’étre proches de zéro. De tels coeffi-
cients sont en effet annulés par la quantification et efficacement codés par en séquences.
Les bases de cosinus décrites dans ce paragraphe sont bien adaptées pour le codage des
signaux audios et des images. L’existence d’algorithmes de calcul rapide basés sur la
transformée de Fourier rapide permet d’utiliser ces bases pour du codage en temps réel.

Bases de Cosinus Le codage de signaux réels f[n] defini pour 0 < n < N se fait
plutot sur des bases de cosinus que sur des bases de Fourier discretes {LNezZ?vkn Yo<ken-
En effet nous avons vu dans le paragraphe 3.4.2 que la décompositon d’un signal de taille
N dans une base de Fourier discréte effectue une périodisation de f[n] sur N échantillons.
Si f[0] # f[N —1], ce signal périodique a des transitions brutalesenn =0et n =N —1 ce
qui produit des coefficients de Fourier de large amplitude. La quantification de ces coeffi-
cients de large amplitude crée des erreurs aux bords que l'on veut éviter. On montre que la
base de cosinus spécifiée par le Théoreme 8.2 possede essentiellement les mémes propriétés
qu'une base de Fourier discrete, mais ne produit pas des coefficients de large amplitude
par effet de bord. Cette base de cosine est basée sur une extension f [n] périodique de
f[n], qui évite I'introduction de transition brutale aux bords.

Le signal f[n] défini sur 0 < n < N est étendu par symétrie par rapport a —% en un

signal f[n] de taille 2V

~ fln for0<n<N
flnl = { f%—]n— 1] for —-N <n < -1 (8.7)

La symétrie évite d’introduire une transition brutale lors de la periodisation sur 2NV coef-
ficients car f[0] = f[2N — 1]. La transformée de Fourier discrete de taille 2N décompose
f[n] comme une somme de sinus et de cosinus

N-1 N-1
£ 2km 1 . [2km 1
fln] = 2 Qg COS[W(H + 5)] + ; by sm[ﬁ(n + 5)]

Comme f[n] est symétrique par rapport a —%, on déduit que b, = 0 pour tout 0 < k < N.
De plus f[n] = f[n] pour 0 < n < N, ce qui prouve que tout signal f € RY peut
s’écrire comme une somme de ces cosinus. On vérifie aussi facilement que ces cosinus sont

orthogonaux dans RY. On obtient donc le théoréme suivant.

Théoreme 8.2 La famille de cosinus discrets

{ck[n] :)\k\/%cos[%r(n-l-%)]} ,
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avec

1 .
_ 5 s k=20
Ak { 1 sinon (8.8)
est une base orthonormale de RY .
Les produits scalaires
N—1

A 2 kx 1
flk] =< fln), exln] >= Ay Z_% flnfcos| < (n+ 3)] (8.9)

définissent la transformée en cosinus de f[n]. Comme ces cosinus forment une base or-
thonormale

finl =Y < e > alnl = Y kel (8.10)

En modifiant I'algorithme de transformée de Fourier rapide, on peut calculer les coeffi-
cients {f.[k]}o<k<n avec O(NlogN) opérations [7]. De méme la reconstruction (8.10)
s’obtient avec O(N log N) opérations.

Localisation temporelle Lorsque le signal inclut des structures variées a différents
instants, il est préférable de séparer ces composantes avec des fenétres temporelles et
d’effectuer une transformée en cosinus a l'intérieur de ces fenétres. Cette approche est
similaire a la transformée de Fourier a fenétre que nous avons étudiée dans le chapitre 6.

Un signal de taille N peut etre séparé en % composantes de tailles M en utilisant des
fenétres rectangulaires de taille M

[n] = 1 si0<n< M
=19 0 sinon

Clairement .
fln] =Y gln — pM]f[n].
p=1

Le produit g[n — pM]|f[n] est la restriction de f[n| pour pM < n < (p+ 1)M. On peut
décomposer cette restriction sur une base de de cosinus de taille M obtenue en translatant

la famille
2 km 1
{ck[n]—)\mlﬂcos[ﬂ(n—i-?]} :
0<k<M

Chaque partie g[n — pM|f[n] se décompose sur la famille {ci[n — pM|g[n — pM|}o<k<m
restreinte a pM < n < (p+1)M. Cela revient a décomposer f[n] sur une base orthogonale
de taille N composée de % fenétres de taille M, modulées par des cosinus

{gp,k[n] Zg[n—pM]ck[n—pM]} (8.11)

0<k<M 0<p< L
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Cette famille est une base orthonormale de I'espace des signaux de taille N.

Bases bidimensionnelles La proposition suivante montre que des bases orthogonales
d’images f[n,m| de taille N? peuvent se construire par un produit séparable de bases
orthogonales de signaux mono-dimensionnels f[n] de taille N.

Proposition 8.1 Si {ex[n|}o<k<n est une base orthonormale de Uespace des signauz de
taille N alors

{en,j[n, m] = ex[nle; [m]}0§k<N,0§j<N

est une base orthogonale de l’espace des images f[n, m] de taille N?.

Démonstration Il suffit pour cela de montrer que ces N? vecteurs sont orthogonaux.
En effet

N-1N-1
< g, g > = Z ex.j[n, mleg j[n, m]
n=0 m=0
N-1 N-1
= ex[nlej[n] Y ejlmlej[m].
n=0 m=0

Ces produits scalaires sont donc tous nuls si k # k' et j # j' car {eg[n]}1<k<n est une
base orthogonale. O
Cette proposition nous permet de construire des bases de cosinus locaux d’images par
un produit séparable de bases de cosinus locaux (8.11) de signaux monodimensionnels.
La famille de N? fenétres modulées
{gr,jln — pM,m — qM] = gln — pM]g[m — gM]ecr[n — pM]e;[m — qM1}opy procpge
(8.12)
est une base orthogonale de I'espace des images f[n, m] de taille N2. Cette base décompose
I'image en A]Z—ZZ carrés de taille M. Elle décompose ensuite la restriction de l'image sur
chaque carré de M? pixels dans une base de cosinus.

8.3 Codage perceptuel

Les codes par transformée orthogonale sont particulierement efficaces pour de larges
classes de signaux pour lesquelles on ne peut définir des modeles de production. C’est le
cas pour les signaux audios ou les images. Le choix de la base et la quantification des
coefficients doivent cependant étre adaptés a la perception humaine de facon a produire
des erreurs qui introduisent peu de dégradations perceptuelles.

8.3.1 Codage audio

Un disque compact mémorise un son audio de haute qualité avec un échantillonnage a
44.1 kHz. Les échantillons sont quantifiés uniformément sur 16 bits ce qui produit un
“Pulse Code Modulation” de 706kb/s. Un code “transparent” peut introduire des erreurs
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numériques mais ces erreurs doivent rester inaudibles pour un auditeur “moyen”. De
forts taux de compression sont obtenus en adaptant la quantification aux propriétés de
masquage auditif.

Masquage auditif Une petite erreur de quantification n’est pas entendue si elle est
additionnée a un signal qui a une forte énergie dans la méme bande de fréquence. Cet
effet de masquage se fait a l'intérieur de bandes de fréquence “critiques” de la forme

[we — %, We + %], qui ont été mesurées par des expériences de psycho-physiologie audi-
tive. Un fort signal dont la transformée de Fourier a un support contenu dans la bande
de fréquence |w, — %,wc + %] décroit la sensibilité d'un auditeur pour d’autres com-

posantes qui sont a 'intérieur de cette bande de fréquence. Dans l'intervalle de fréquences
[0,20kHz], il y a approximativement 25 bandes critiques dont la largeur Aw et la fréquence
centrale w, satisfont

100 for w,. < 700

AW~ { 0.15w, for 700 < w, < 20 000 (8.13)

Quantification adaptative Le signal f[n] est décomposé dans une base de cosinus locaux

{gp,k[n] = gln — pMcy[n - pM]}OSKM,OSKﬁ
construits avec une fenétre g[n| couvrant généralement M = 1024 échantillons. Par une
transformée de Fourier rapide, pour chaque composante du signal f[n|g[n — pM]| de M
échantillons, on calcule I’énergie en fréquence dans les bandes critiques [w, — %, We+ %]
Cette énergie permet de calculer le niveau de masquage et donc 'amplitude maximum A
des erreurs de quantification qui ne sont pas audibles dans cette bande de fréquence.
On quantifie alors uniformement avec un pas A chaque produit scalaire < f, g, >
pour des cosinus locaux dont la fréquence se trouve a l'intérieur de la bande critique
[we — %,wc + %] Cet algorithme introduit dans chaque bande critique des erreurs de
quantification qui sont au-dessous du niveau d’audition.

MUSICAM L’algorithme MUSICAM (Masking-pattern Universal Subband Integrated
Coding and Multiplexing) utilisé par le standard MPEG-I est le plus simple des codeurs
perceptuels. Il décompose le signal en 32 bandes de fréquences de tailles égales dont la
largeur est de 750Hz. Cette décomposition est tres semblable a une décomposition dans
une base de cosinus locaux. Chaque 8 1073 seconde la quantification est adaptée dans
chaque bande de fréquence pour tenir compte des propriétés de masquage du signal. Ce
systeéme comprime des signaux audios jusqu’a 128 kb/s sans introduire d’erreur audible.

8.3.2 Codage d’images par JPEG

Le standard JPEG est le plus couramment utilisé pour la compression d’images. L’image
est décomposée dans une base séparable de cosinus locaux, en utilisant des fenétres de
M = 8 par 8 pixels

{gk.j[n — pM, m — gM] = g[n — pM]g[m — ¢M]cg[n — pM]cj[n — qM]}ng,j<M,0§p,q§% :
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Cela signifie que 'image est décomposée en carrés de 8 par 8 pixels et que chacun de
ces carrés est décomposé dans une base séparable de cosinus. Dans chaque fenétre, les
64 coefficients de décomposition sont quantifiés uniformément. Dans les zones ol I'image
est réguliere, les cosinus de hautes fréquences génerent des petits coefficients, qui sont
annulés par la quantification. Pour coder efficacement la position de ces coefficients nuls,
on utilise un code par séquences.

Codage des zéros Enregistrer la position des coefficients nuls correspond au codage
d’une source binaire égale a 1 lorsque le coefficient est non-nul et 0 lorsque qu’il est nul.
On peut utiliser la redondance de cette source de 0 et de 1 en codant les valeurs sous
forme de séquences. Un code “run-length” enregistre la taille Z des séquences successives
de 0 et la taille I des sequences successives de 1. Les variables aléatoires Z et [ sont
ensuite enregistrées avec un code entropique. Un code “run-length” est un algorithme de
codage vectoriel dont on peut démontrer qu’il est optimal lorsque la séquence de 0 et de
1 est produite par une chaine de Markov d’ordre 1. Ce type de codage binaire est utilisé
pour la transmission de fax.

Chaque bloc de 64 coefficients en cosinus est parcouru en zig-zag, comme l'illustre la
figure 8.1. Sur ce parcours, on enregistre la taille des séquences de 0 et de 1 correspondant
aux coefficients quantifiés a zero ou pas.

k=j=0 k=7
DC

=7

Figure 8.1: Sur une fenétre de 64 coefficients en cosinus, la fréquence zero (DC) est en
haut a gauche. Le codage des zéro effectue un parcours en zig-zag depuis les basses vers
les hautes fréquences.

Sur chaque bloc, le vecteur de fréquence zéro goo[n — pM,m — ¢M] a une valeur con-
stante. Le coefficient correspondant est donc proportionel a 'intensité moyenne de I'image
sur le bloc. Ces coefficients sont codées séparéments car ils sont fortement correlées d’un
bloc a 'autre. Plutot que de quantifier individuellement les fréquences nulles (k = j = 0),
on code la différence des coefficients de fréquence nulles, entre un bloc de I'image et le
suivant qui se trouve a sa droite.

Perception visuelle La sensibilité visuelle dépend de la fréquence et de I'orientation du
stimulus. Les propriétés de masquage sont aussi importantes en vision que pour ’audition
mais sont beaucoup plus compliquées a modéliser. Des expériences psycho-physiologiques
montrent qu’un stimulus dont la transformée de Fourier est localisée dans une bande de
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16|11 |10|16|24|40|51|61
12121411926 |58|60 |55
14113 (16|24 |40|57| 69|56
1417122129 |51|87|80 |62
1822|3756 |68 |108|103| 77
24135|55|64|81|194|113]92
49164 | 78|87 (103|121|120(101
7219219598 (121{100|103| 99

Table 8.1: Matrice de poids wy,; utilisés pour la quantification des coefficients correspon-
dant a chaque bloc de cosinus g ;. Les fréquences augmentent de gauche a droite et de
haut en bas.

fréquence étroite produit un effet de masquage sur une bande de fréquence de I'ordre de
1 a 1.5 octave. Ce masquage dépend de la fréquence et de 'orientation du signal mais
aussi d’autres parametres d’intensité, de couleur et de texture. Cette complexité rend
beaucoup plus difficile I'utilisation des propriétés de masquage en vision. Les codeurs
adaptent donc plutot l'erreur de quantification suivant une sensibilité ”"moyenne” dans
chaque bande de fréquence, sans utiliser les propriétés de masquage Nous sommes typ-
iquement moins sensibles aux oscillations de hautes fréquences qu’aux variations de basses
fréquences.

Pour minimiser la dégration visuelle des images codées, JPEG effectue une quantifi-
cation avec des intervales de quantification dont les valeurs sont proportionelles a des
poids qui sont calculés grace des expériences psychophysiques. Ceci revient a optimiser
lerreur pondérée (8.5). La table 8.1 est un exemple de matrice de 8 par 8 poids qui
peuvent étre utilisés par JPEG. Les poids des fréquences les plus basses, qui apparaissent
en haut a gauche de la table 8.1, sont 10 fois plus petit qu’aux plus hautes fréquences,
qui apparaissent en bas a droite.

Qualité de compression Pour R € [0,75, 1]bit/pixel, les images codées avec JPEG
sont visuellement quasiment parfaites. L’algorithme JPEG est souvent utilisé avec R €
(0,5, 1]. Lorsque R € [0,2, 0, 5]bit/pixel, la figure 8.2 montre que les images restorées
a partir d’'un code JPEG sont de qualité modérée. A fort taux de compression, on voit
apparaitre les blocs de 8 par 8 pixels sur lesquels la transformée en cosinus est calculée.
Les performances de l'algorithme de compression JPEG ont récemment été améliorées
en utilisant une base orthonormale différente, appellée base d’ondelettes [7]. Le nouveau
standard de la compression d’images utilisera donc ces nouvelles bases orthonormales.
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image originale

0,27 bits/pixel 0,18 bits/pixel

Figure 8.2: Images comprimées avec ’algorithme JPEG.



Bibliographie

[1] P. Brémaud, “Signaux aléatoires pour le traitement du signal et les communications”,
Collection: Cours de [’Ecole Polytechnique, Ellipses, 1993.

(2] P. Brémaud, “Introduction aux probabilités”, Springer Verlag, Berlin.
3] J.M. Bony, “Cours d’Analyse”, Ecole Polytechnique, 1994.

[4] J.M. Bony, “Méthodes mathématiques pour les sciences physiques,” Ecole Polytech-
nique, 1995.

[5] J.F. Genat, “Syntheése et traitement des sons en temps réel”, Ecole Polytechnique,
1994.

6] J.F Genat et A. Karar, “Introduction & I’analyse et synthese de la parole”, Ecole
Polytechnique, 1994.

(7] S. Mallat, “A wavelet tour of signal processing”, Academic Press, 1998.
(8] J. Neveu, “Introduction aux Probabilités”, Ecole Polytechnique, 1994.
9] A. Oppenheim et R. Schafer, “Discrete-time signal processing”, Prentice Hall, 1989.
[10] T. Parsons, “Voice and speech processing”, Mc-Graw Hill, 1987.
[11] A. Papoulis, “Signal analysis”, Mc¢ Graw Hill, 1977.
[12] M.B. Priestley, “Spectral analysis and time series”, Academic Press, 1981.
[13] Y. Thomas, “Signaux et systemes linéaires”, Masson, 1994.

[14] B. Torrésani, “Analyse continue par ondelettes”, CNRS editions, 1995.

111



