Devoir a rendre pour le 19 Décembre 2006

Statistiques - 2006-2007

Dans tout ce qui suit, les intervalles de confiance demandés sont bilatéres.

Exercice 1

Soient Y7, ..., Y, n varibles aléatoires réelles i.i.d. A'(m,c?). On suppose que m et o>
sont inconnues. Donner, en le justifiant, un intervalle de confiance exact sur m au
niveau .

Exercice 2 Soit X7, ..., X, un n-¢chantillon de loi N'(ux,0%). Soit Y1,...,Yy, un
m-échantillon de loi N (uy, U%). On suppose que x, 4y, O'g(, 0'%— sont inconnus.

1. Supposons que ag( = 032,. Donner, en le justifiant, un intervalle de confiance

sur px — {4y au niveau o.

2. On ne suppose plus que crgf = 012/. Donner, en le justifiant, un intervalle de

confiance asymptotique sur px — py au niveau « (ie n et m tendent vers +00).

3. Construire un test de niveau a (qui ne soit pas le test trivial ¢ = 0) de “Hy :

2 _ . 2» « .2 2 : N .
0% = oy contre “Hy : 0% # o3 et donner sa puissance a n et m fixés.

Exercice 3 Soit Y un vecteur Gaussien de dimension n tel que Y = X0+c ou X €
M,, ,, est injectif et connu, 6 € RP est inconnu, € ~ N(0, 0I,) avec o > 0 inconnu.
Soient aq,...,ap des vecteurs déterministes de RP linéairement indépendants. On
cherche des intervalles de confiances simultanés sur tous les a; 60 au niveau « , ie on
cherche ¢ intervalles de confiance I;(a) tels que

Py o2 (Vie{l,..,0},a;0 € I[;(a)) > 1 — v

1. (Méthode de Bonferroni) Soit i fixé¢. Construire un intervalle de confiance exact
au niveau «, I;(a), pour a;f. Montrer que le choix I;(c) = I;(«/f) permet de
réaliser ¢ intervalles de confiance simultanés.

2. Pour tout i soit Z; = af(X*X)"1X*Y et soit Z tel que Z* = (Z1,..., Zy).
Montrer que Z est un vecteur Gaussien dont on donnera la moyenne p et la
matrice de covariance A. Montrer que A est définie positive.

3. Donner la loi de |[A~Y2(Z — ).

4. En déduire une région de confiance exacte pour u, B, au niveau « , ie telle que
Pp2(p€B)>1—a.

Indication : on pourra exprimer B comme un ellipsoide que [’on précisera.
5. En déduire un choix d’intervalles I;(c).

6. Pour simplifier on suppose que a} (X*X )_1aj vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon. Montrer
que les intervalles construits en 5 sont plus fins que ceux construits en 1 quand
« tend vers 0.



