Devoir a rendre pour le 11 Décembre 2007

Statistiques - 2007-2008

Exercice 1 Analyse de la variance a 2 facteurs (ANOVA 2)

On veut mesurer le degré de pollution en nitrates de ’eau en Bretagne. Pour cela on
fait des prélévements dans plusieurs riviéres (notées r € {1,..., R}) et en plusieurs
endroits ol 'on compte & chaque fois le nombre d’exploitations agricoles & proximité
(notées f € {0,...,F —1}). On suppose R > 1 et F' > 1.

Pour chaque couple (r, f) on fait m mesures.

Pour chaque mesure k faite a I’endroit indexé par (r, f), on suppose que la concentra-
tion en nitrate mesurée Y, ¢ suit une loi gaussienne de moyenne 6, s (ie la moyenne
ne dépend que de la riviére et du nombre d’exploitations) et de variance o2 (ie la
variance ne dépend que de lappareil de mesure).

On suppose de plus que toutes les mesures se font de maniére indépendantes.

En prenant I’ordre lexicographique, on note Y le vecteur Y = (Y. 1) 1<r<R0<f<F—1,1<k<m
de R™ et 6 le vecteur 6 = (Hr,f)ISTSR,OSfSF—l de RP.

On note aussi pour tout r, f
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1. Montrer que le modéle envisagé est un modéle linéaire Gaussien avec Y = m—+¢
ottm €V sev strict de R”, & ~ A;,(0,0%1,). On donnera n et V. Montrer aussi
qu’on peut écrire Y = X6 + ¢ ou X est une matrice injective de RP dans R".
On donnera p et X.

2. Expliquer pourquoi on peut considérer ce modéle comme une analyse de la
variance a un facteur (ANOVA 1). Donner les estimateurs de maximum de
vraisemblance recentrés de et o2 ainsi que leur loi.

On veut maintenant étudier les influences séparées de r et f. Pour cela on note
Ei={0 € RV, Vr, f,0, 5= 0.},

By ={0 € R?,Yr, f,0, =0, » 0, =0}
E3 = {0 Evavr7f797’,f :muzﬂzo}7
f

Ey={0€RV Vi £,> 0, =0, 0, =0}
r !
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11.

12.

Montrer que F est en somme directe orthogonale avec Ey. Montrer que F1 () F»
est ’ensemble des 6 ne dépendant que des riviéres. De méme montrer que FE
est en somme directe orthogonale avec F3. Montrer que F1(Q)Fs3 est 'ensemble
des 6 ne dépendant que du nombre d’exploitations.

Montrer que Fy()FE3 et montrer que Fy4 est le supplémentaire orthogonal de
E1®E2®E3 dans RP.

En déduire que pour tout 8 de RP, il existe une unique constante p, un unique
vecteur a de R | un unique vecteur $ de RY et un unique vecteur v de RP?
tels que

vr, f,0r =+ + B + Y fs
avec > op = > ¢ Br = > %f = ;% = 0. Donner une expression de
iy, 3,7y en fonction de 6,  6,, 0et0, .
Donner les dimensions de E7, FEsy, E3, Ey.

. On note (.|.); le produit scalaire classique de R7. Montrer qu'il existe A tel que

pour tout 61,05 € RP,
(X01|1X62), = X(61]02)p-

. En déduire une décomposition en sev () de V. Donner alors les estimateurs

par maximum de vraisemblance de u, o, 3 et 7.

On suppose que pour tout 7, f 7, r = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’influence
croisée entre la riviére et le nombre d’exploitations. Monter qu’alors Y = m+¢
avec m € W ou W est sev strict de V' dont on donnera la dimension.

Dans le modéle ot m € W, donner les estimateurs par maximum de vraisem-
blance de m puis de u, o, B et de o2.

Construire un test au niveau 5% de Hy "m € W7’contre Hy; "m € V\W”.
Donner sa puissance.

Dans le plus grand modéle (m € V'), donner un intervalle de confiance sur
avec coefficient de sécurité 95%.

Exercice 2 Un agent immobilier se demande s’il lui faut, a certains mois de I’année,
solliciter auprés des écoles des environs I'envoi de stagiaires (mal rémunérés) pour
I'aider. L’opinion qu’il s’est forgée par I'expérience est en effet que la fréquence des
ventes d’appartements (plus exactement, des signatures de promesses de vente) n’est
pas uniforme au cours de 'année.

1.

Ses tables donnent, mois par mois sur I’année écoulée, le nombre de mandats
qui se sont conclus par une signature :

A S ONDJ F M
6 6 1 2 1 2 2 1 3 4

Ces données confirment-elles son sentiment empirique ?

. L’agent veut maintenant préciser I'inhomogénéité de la répartition. Son hy-

pothése est qu'il y a deux fois plus de signatures au printemps (mois d’avril,
mai, juin) qu’en été ou en hiver (juillet, aott, septembre, d’une part, janvier,
février, mars, d’autre part). Il suspecte donc que le taux annuel de signatures
par saison est de la forme (26, 6, 1 — 46, 6).



(a) On note N1, No, N3, N4 le nombre de signatures en printemps, été, au-
tomne et hiver. Supposons que I’hypothése est vraie : proposez un bon
estimateur de 6, par exemple I’estimateur du maximum de vraisemblance.

(b) Effectuez alors un test d’adéquation a la forme postulée pour la loi. A quel
point peut-on retenir I’hypothése qu’il y a deux fois plus de signatures au
printemps qu’en été et hiver?

Données : voici une table de quantiles Xﬁ, 3 On rappelle que Xﬁ, 5 est le réel positif
tel que P(xi < X7 5) = 5.

B 0.40 060 0.80 095 098 0.99
k=2 102 183 322 599 782 921
k=3 187 295 464 7.81 984 11.34
k=4 275 404 599 949 11.67 13.28




