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Chapitre 1

Introduction

1.1 Premieére définition

Les premiers résultats obtenus sur les surfaces minimales datent des années 1760 et ont été réalisés
par Lagrange. Le probleme est de trouver quelles sont les surfaces d’aire minimale ayant un bord prescrit.
En termes contemporains, si on se donne une surface M (sous-variété de codimension 1) dans R?,
c’est localement le graphe d’une fonction lisse f : U € R? — R. Pour tout x € M, il existe un voisinage
V de x tel que
MV ={(z, f(x)),z € U}.

On ajoute des conditions sur le bord de U, supposé a présent borné, pour obtenir des surfaces d’aire
finie, de la forme fjs5y = fo. On a I'équation

Vol(M NV) = /U V1+|Df(x)?d.

On montre que f donne une surface d’aire minimale si et seulement si :
Df

div ——=
V1+|Df?

Ce qui s’écrit également
(1 + ny)fzx - 2fxyf:r:fy + (1 + fg?)fyy = 0.

Nous allons a présent donner une interprétation plus géométrique de cette équation.

1.2 Surfaces a courbure moyenne nulle
Définition 1.2.1. Soit M une surface orientée de R3. On définit une application v : M — S2, par

I/(.’E) _ hu/\hu
 |ha A byl

olt h: U C R? — R3 est une paramétrisation positive de M au voisinage de x = h(u,v).

Cette définition ne dépend pas de la paramétrisation, car I'espace tangent s’identifie aux vecteurs
orthogonaux & un vecteur normal, et le choix d’un signe (qui correspond & un choix d’orientation locale)
pour ce vecteur donne un choix unique si 'on impose qu’il soit unitaire.

Remarque 1.2.2. Comme v(x) est normale & T, M, pour le produit scalaire euclidien, et que Tl,(g;)S2 =
{v(x)}+, ces deux espaces tangents vus comme espaces vectoriels sont égaux ce qui permet de voir dv(z)
comme une application T, M — T, M.

Avant de poursuivre mentionnons un point technique.



Définition 1.2.3. Sous les hypotheses de la définition 1.2.1, si M NV = h(U) est I'image de h, l'aire de
M NV est donnée par :

Vol(M A V) = / oy A B |d .
U

On peut montrer que la forme volume a pour expression

vV EG — F2dudv.

ou
2

E =

onf L _on oh . _|oh
ou - du v ov

On dit que E, F' et G sont les coefficients de la premiere forme fondamentale.

Lemme 1.2.4. Pour tout x € M, Uapplication dv(x) : T,M — T, M est une forme bilinéaire symétrique
pour le produit scalaire euclidien.

Démonstration. On a par définition que (v(h(u,v)), hy(u,v)) = 0, donc en dérivant par rapport a v,
(dv(z)(hy(u,v)), hy(u,v)) = —(v(x), hyy(u,v)). En échangeant les roles de u et v, la relation étant
symétrique, on obtient

(dv(z)(hu(u, v)), ho(u,v)) = (dv(z)(hy(u,v)), hu(u,v))
d’ou le résultat.

L’application de Gauss étant symétrique, elle est diagonalisable en base orthonormée de valeurs
propres réelles, on parle donc de seconde forme fondamentale, notée II = —dv.

Définition 1.2.5. Soit M une surface de R3. On définit la courbure moyenne H = H(x) en x € M, par
H = Tr(II), et la courbure de Gauss K = K (z) par K = det(II).

Théoréme 1.2.6 (Expression locale de la courbure). On définit les quantités suivantes :

R R
Va2 T T huon T a2

Alors
eG—2fF +gFE ef — f?
H=——rr——— K=——
EG—-F? ~’ EG — F?

Démonstration. Soit « :] — 1,1[— M, une courbe différentiable, telle que «a(0) = = € M. Alors si
a(t) = h(u(t),v(t)), € = /(0) = u'hy + V'hy

dv(x) - & = v/ (u(t), v(t)) = vu(u(t), v(t)u'(t) + o (u(t), v(t))v'(t)

Et d’autre part, si on note de maniére moins lourde dv(z) - £ = v u’ + v,0', on écrit v, et v, dans la
base (hy, hy) de T, M :

vy = a11hy + ai2hy

Uy = ag1hy + asohy,

donc

Enfin, on obtient

I, (€) = —(dv(z) - £,&) = — (vt + 10, hyt! + k') = e(u)? + 2fu'v + g(v')?



en développant le produit scalaire. En prenant les produits scalaires entre e, f,g avec les expressions de

v, et v, on peut écrire
(e f\ _ (a1 a2 F F
[ g azi1 az) \F G

. 1 fF—eG eF—fFE
- EG-F2\gF -Fg fF-gE)’

eG —2fF + gE _ef—f?
EG — F? "~ EG-F?

Nous pouvons maintenant interpréter I’équation des surfaces minimales établie dans la section 1.1.

Ceci donne donc

Dot H = —Tr(A") = et K = det(—A?) = det(A)

Corollaire 1.2.7. Si la paramétrisation h est donnée sous la forme h(x,y) = (x,y, f(z,y)). Alors

e aw Pf QD fee = 2fayfofy + (L4 f) oy
L+ |DfP? (1+f2+2)2

Démonstration.
hz = (17Oafz)7 hy = (07 1>fy)

hae = (anafwo:)v hyy = (0’07 fyy)
(_fau_fyal)

Ces relations donnent bien le membre de droite de H.

On peut enfin déduire une conséquence non triviale de la réunion des travaux de Lagrange et Gauss :
une surface minimise ’aire localement si et seulement si sa courbure moyenne est toujours nulle.

Définition 1.2.8. On dit qu’'une surface est minimale si sa courbure moyenne est identiquement nulle.

Cette définition sera généralisée dans plusieurs directions au cours de ce mémoire. Remarquons que
I'on déduit ainsi que les surfaces minimales ont une courbure de Gauss négative, car si K; et Ko sont les
valeurs propres de II, Tr(Il) = K7 + Ko = 0, d’ott K = det(Il) = —K? < 0.

1.3 Annonce du plan

Le mémoire se divise en deux parties principales. La premiere a pour objet I’étude des propriétés
géométriques des surfaces minimales. Elle a pour objectif de mettre en lumiere les propriétés de rigidité
des surfaces minimales, en lien avec l'analyse complexe, qui permettent de paramétrer les surfaces mi-
nimales au moyen d’une fonction holomorphe. D’autre part, les connexions entre les surfaces minimales
et I’analyse complexe permettent de prouver un théoréme analogue au théoréeme de Picard en analyse
complexe.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions principalement le probléme classique de Plateau, qui consiste
a déterminer si une courbe donnée borde une surface minimale. On y développe la notion naturelle de
courant, afin d’étudier ses généralisations, et d’établir des résultats d’existence.



Chapitre 2

Structure complexe, représentation
de Weierstrass-Enneper

2.1 Surface de Riemann

Définition 2.1.1. (Surface de Riemann) Une surface de Riemann est un espace topologique connexe
séparé X muni d’un atlas (U,, <pa)a€A olt (Ug)aca est un recouvrement ouvert de X et les ¢, : U, = V, C
C sont des homéomorphismes vers des ouverts de C tels que les compositions ¢, o (p;l t0a(Ua NUp) —
©p(Us NUp) sont des biholomorphismes.

Définition 2.1.2. Une application continue f : X — Y entre deux surfaces de Riemann est holomorphe
si, pour tout z € X, pour toute carte locale (U,, ¢,) de X en x et pour toute carte locale (V,,1,) de Y
en f(z), I'application 1, o f o, ! est holomorphe. Une telle application est un isomorphisme de surfaces
de Riemann si c’est un homéomorphisme et si son inverse est holomorphe.

Nous allons travailler avec des formes différentielles sur une surface de Riemann. Soit M une surface
de Riemann et z une coordonnée holomorphe locale. Alors z = Rez et y = Imz sont des coordonnées
locales réelles de la variété différentielle de dimension 2 sous-jacente.

Une forme différentielle a valeurs complexes est une section du complexifié T*M ®r C du fibré
cotangent. Localement une base de ce fibré vectoriel complexe est donnée par dz = dx + idy et dz =
dx — idy. On note (;Z, %) = (; ((3(‘91: — 286y> ,% (;x +Z(§y)> la base duale de TM ®g C. Ces
champs de vecteurs (& valeurs complexes) correspondent & des dérivations de C'°°(M,C). On rappelle

qu’une fonction f est holomorphe si et seulement si 55 = 0, antiholomorphe si et seulement si 5 = 0.
Z z

2.2 Meétrique riemannienne

Une variété riemannienne est une variété différentielle munie d’une notion de métrique.

Définition 2.2.1. Une variété riemannienne est la donnée une variété différentielle M munie d’une
section globale lisse du fibré des formes bilinéaires symétriques m — g,, telle qu’en tout point g,, est
une forme quadratique définie positive. On appelle g la métrique riemannienne sur M.

Remarque 2.2.2. Le caractere lisse de g peut s’exprimer localement de la fagon suivante. Si m est un
point de M et (z1,---,x,) des coordonnées locales au voisinage de m, on note g;;(m) = gm(a%v a%j).
Alors g est lisse si et seulement si les g;; sont des fonctions lisses. Ainsi si X et Y sont deux champs de
vecteurs lisses sur M, alors m — g,,(X(m),Y (m)) est une fonction lisse sur M.

Remarque 2.2.3. Soit f: M — N une immersion et soit N une variété riemannienne. Alors on peut
tirer la métrique de N en arriére par f et ainsi obtenir une métrique riemannienne sur M. La stricte
positivité découle de l'injectivité de df.

En particulier, une surface plongée dans R? est munie d’une structure riemannienne.



Définition 2.2.4. Si (M, g1) et (N, g2) sont deux variétés riemanniennes, une isométrie locale f : M — N
est une application différentiable telle que f*go = g1. Une isométrie est une isométrie locale bijective.

Remarque 2.2.5. L’application f est une isométrie si et seulement si c’est un difféomorphisme tel que
pour tout m € M, dfy, : T;, M — Ty M est une isométrie entre espaces euclidiens.

Exemple 2.2.6. Soit U un ouvert de R2. Siz: U — M et 2’ : U — M’ sont des paramétrisations de
deux surfaces de R? telles que les coefficients de la premiére forme fondamentale E, F,G et E', F', G’
soient égaux, alors z’ o ™! est une isométrie.

Définition 2.2.7. Deux métriques riemanniennes g et h sont dites conformément équivalentes si g = Ah
ou A est une fonction différentiable strictement positive.

Un difféomorphisme f : (M, g1) — (N, g2) est dit conforme si f*go et g1 sont conformément équiva-
lentes.

Une structure conforme sur une variété différentielle est la donnée d’une classe de métriques rieman-
niennes conformément équivalentes.

Remarque 2.2.8. Les transformations conformes du plan sont exactement les transformations holo-
morphes et antiholomorphes.

Définition 2.2.9. Si (M, g) est une surface riemannienne, des coordonnées locales (z,y) sont isother-
males si g(%, 6%) = 9(3%7 6%) et g(a%, 8%) = 0. En particulier pour une surface de R?, des coordonnées
locales sont isothermales si les coefficients de la premiere forme fondamentale E, F, G sont telles que
E=GF=0.

Exemple 2.2.10. La projection stéréographique de la sphéere vers le plan complexe est conforme mais
pas une isométrie locale.

2.3 Surfaces de Riemann versus surfaces riemanniennes, coor-
données isothermales

Dans cette section on étudie les surfaces et le rapport entre structure complexe et structure rie-
mannienne. On montrera qu’une surface de Riemann est a peu prés la méme chose qu'une surface
riemannienne. Pourtant ceci est faux en dimension supérieure, c’est-a-dire une variété riemannienne de
dimension paire est en général loin d’étre une variété complexe. On comprendra mieux la notion de
coordonnées isothermales via ce phénomene important et particulier de la dimension 2.

2.3.1 Quelques outils d’analyse

Nous aurons besoin de quelques propriétés sur les équations différentielles ordinaires holomorphes
(EDO complexes), qui sont énoncées ci-dessous.

Toutes les fonctions dans cette section sont de variables complexes et les lettres x,y, z - -+ désignent
des variables complexes.

Définition 2.3.1. Soit D C C™ un ouvert. Une fonction f : D — C est dite holomorphe (analytique) si
f est développable en série entiére en chaque point de D.

Pour des EDO complexes, il existe aussi des flots locaux :

Théoréme 2.3.2. Soit k € N*. Supposons données k fonctions holomorphes en k+1 variables complezes
au voisinage d’un point (a,by,--- ,bg) :

fi(mvyla"' 7yk)71 < 1 < k.
On considére le systéme différentiel holomorphe

dy;
dzx

:fi(xaylv"' 7yk)>1 <Z< k.



Alors il existe un unique systéeme de k fonctions y; holomorphes au voisinage du point x = a, telles que
yi(a) = b;, et satisfaisant ce systéme différentiel.

Si on note y;(x,x1,- - ,xp) le systéme de solution de valeurs initiales (x1,--- ,x) en a, alors les y;
sont holomorphes en x,x1, -,z au voisinage de (a,by, -+ ,by).
En particulier si F = (f1,--+, fr) : C* — C™ est un champ de vecteurs holomorphes au voisinage

Y
de (b1, ,by), alors il existe Y = (y1,- -+ ,yx) définie sur un voisinage de (0,b1,--- ,by) tels que i
FY)etY(0,21, - ,x) = (1, - ,x). On appelle Y le flot du champ F.

Méme si les résultats des EDO complexes sont analogues a ceux des EDO réelles, les méthodes
de démonstration different. Une méthode pour les EDO complexe est celle des séries majorantes : on
cherche des séries formelles qui vérifient le systeme différentiel et on montre ensuite qu’elles ont un rayon
de convergence non nulle (voir [Car61], chapitre 7 p.214).

2.3.2 Démonstration du théoreme du Gauss sur la paramétrisation conforme

Proposition 2.3.3. Soit M une surface de Riemann. En tant que variété différentielle réelle de dimen-
sion 2, M posséde une orientation induite par sa structure complexe. De plus, la structure compleze de
M détermine naturellement une classe conforme de métriques riemanniennes. On dit qu’une métrique
riemannienne sur M est compatible avec sa structure complexe si la métrique appartient a cette classe
conforme.

Démonstration. Les changements de cartes de M étant holomorphes, ils préservent ’orientation standard
du plan complexe. Ceci entraine que M est orientée.

On prend un recouvrement de M par des cartes holomorphes (U, 2;) et une partition de 'unité
subordonnée (p;). On note go la métrique riemannienne standard du plan euclidien (plan complexe). On

pose
9=">_ mizgo
i

qui est une métrique riemannienne sur M. Puisque les changements de cartes sont des fonctions holo-
morphes donc conformes, la métrique riemannienne définie par une autre famille de cartes locales est
conformément équivalente a g.

Remarque 2.3.4. On dit qu'une métrique riemannienne sur M est compatible avec sa structure com-
plexe si la métrique appartient a cette classe conforme.

On en vient au théoréme principal :

Théoréme 2.3.5. Si (M, g) est une variété différenticlle orientée de classe analytique de dimension 2
munie d’une métrique g qui est analytique réelle (les coefficients de g sont des fonctions réelles analy-
tiques), alors M admet une unique structure de surface de Riemann induisant la méme orientation et
telle que g soit compatible avec la structure complexe.

En particulier, M est localement conforme au plan euclidien, ce qui est encore équivalent a [’existence
d’une paramétrisation locale par coordonnées isothermales.

Démonstration. L'unicité découle du fait que les applications, d’un ouvert de R? dans lui-méme, conformes
et qui préservent l'orientation sont exactement les fonctions holomorphes.

L’unicité dans le théoréme permet de se ramener a un probleme local. Soit U un voisinage de 'origine
de R?, muni d’une métrique analytique g.

Lemme 2.3.6. Soit X un champ de vecteurs holomorphe sur un ouvert V. de C™. Pour tout point xg
de V tel que X (x0) # 0, il existe un voisinage Vi de xq et un biholomorphisme ¢ : Vo — (Vo) C C™ tels
que

Px (XIVO) =e€

ot ey désigne le champ de vecteurs constant (1,0,---,0) sur C™.



Démonstration. (du lemme) On peut supposer que zo = 0 et que X (x¢) = e;. Notons ¢! le flot local de
X en 0. Posons

73(75’332"" 73?”) —>§Ot(07x27"' 7xn)

dt(0
qui est holomorphe au voisinage de I'origine. Puisque ¢° = Id et que d t( ) = X(0) = ey, la différen-

=0
tielle de v en 0 est Id. Donc par le théoreme d’inversion locale holomorphe, v est un biholomorphisme
local en 0. Ainsi pour = (1, - ,2,) suffisamment proche de 0,

d’ym(el) - %\t:xl’y(tv‘r% T vxn) = X('V(x))

Donc l'inverse de v convient.

Ce lemme nous dit qu’on peut localement redresser un champ de vecteurs holomorphe.

Remarque 2.3.7. On en déduit en particulier I'existence locale d’une submersion holomorphe C* —
C"~1 qui est constante le long de X : on considére 7o ¢ ol m(z1,- -+, o) = (T2, -+, Tn).

Lemme 2.3.8. Soit X1, X5 deux champs de vecteurs sur un ouvert V de C? linéairement indépendants
en un point p. Alors il existe une paramétrisation d’un voisinage de p telle que pour chaque point q dans
ce voisinage, les lignes de coordonnées passant par q sont tangentes aux X1, Xs.

Démonstration. (du lemme) : Soit Vj un voisinage de p o sont définies deux fonctions f1, fo qui sont
constantes le long des trajectoires de X7, Xy comme dans la remarque précédente. Posons « : Vy — C?
défini par

a(q) = (f1(q), f2(a))

On a
dap(X1) = (0, a), dap(Xz) = (b,0)

ol a, b sont non nuls. On en déduit que o est un biholomorphisme local. Alors o' est la paramétrisation
voulue.

Remarque 2.3.9. Attention cela n’implique pas que les X; soient vecteurs vitesses de lignes de coor-
données.

Maintenant revenons a la démonstration du théoreme.

On complexifie 'ouvert U C R? en un ouvert U’ C C? qui est un voisinage ouvert de U considéré
contenu dans C2. On introduit g, = dz?+dy? la section standard sur C dans le fibré des formes bilinéaires
symétriques complexes (analogue & la métrique riemannienne, mais prenant des valeurs complexes).
Puisque g est une métrique analytique réelle, ses coefficients sont développables en séries entieres et on
peut prolonger g en une métrique g’ holomorphe sur U’.

Remarque 2.3.10. Le point crucial de la preuve est qu’en dimension 2, une forme bilinéaire symétrique
complexe a toujours deux directions isotropes, et deux telles formes different par une constante complexe
si et seulement si elles ont les mémes directions isotropes.

D’apres le lemme 2.3.8, on peut trouver une paramétrisation locale 1,2 : W C C? — U’ telles que les
lignes de coordonnées soient tangentes aux directions isotropes de ¢’. Or les directions isotropes de g,
sur C2 sont des droites d’équations y = +iz. Si on désigne par 7 la rotation de C? qui envoie les droites
d’équation y = iz + C sur les droites paralléles aux axes, alors ¥ = 1) o T est une paramétrisation qui
préserve les directions isotropes. D’apres la remarque 2.3.10, ¥ est une paramétrisation conforme, i.e.
P.g) et ¢’ différent par une constante complexe.

On note o : (z,y) — (T,7) la conjugaison sur C2. Comme la métrique g est réelle analytique,
son prolongement ¢’ vérifie que 0*(g') = ¢’. Les directions isotropes de g’ sont donc invariantes par
conjugaison. Ainsi la paramétrisation v est aussi invariante par conjugaison, c’est-a-dire que ¢ (o (z,y)) =
o((z,y)). Cela implique que 1 induit un difféomorphisme V = W NR? — (W) NR2. Le fait que 1 est
conforme pour la métrique complexe entraine que cette paramétrisation est conforme pour la métrique
riemannienne initiale. Le théoréme est donc démontré.



En fait, on peut démontrer ce théoréme avec moins de régularité pour g. Kérn et Lichtenschtein ont
prouvé qu’une condition holdérienne sur g suffit pour conclure, ce qui est plus difficile & démontrer (voir
[Kor16],[Lic16]). On pourra consulter [DK81] pour une preuve moderne de ces résultats de régularité.

Introduisons une nouvelle notion.

Définition 2.3.11. Une structure presque complexe J : M — End(T'M) sur une variété différentielle
M est une section du fibré des endomorphismes de T'M telle que :

Vo € M,J, € End(T, M) et J2 = —Idp, pr.

Exemple 2.3.12. Si M est une surface de Riemann, avec z = x 4 iy coordonnée holomorphe locale, on
définit J par J(Z) = a%’ J (8%) = —2. On vérifie aisément que cette définition ne dépend pas de choix
de la coordonnée z.

De plus si M est une surface orientée de R3, on peut la munir d’une unique structure de surface de
Riemann compatible avec son orientation et sa métrique, d’apres le théoréme 2.3.5.

Si on note v 'application de Gauss de M (v(p) est la normale orientée en p), on peut montrer que
la structure presque complexe J associée est donnée par J(v) = v(p) x v, oul X est le produit vectoriel

dans R3.

En résumé, sur une variété différentielle de dimension 2, la donnée d’une structure de surface de
Riemann est équivalente a celle d’une classe conforme de métriques riemanniennes et d’une orientation.

2.4 Fonctions harmoniques, formes harmoniques

Maintenant on considére une surface orientée M de R3. En tout point de M, I’espace tangent est un
plan euclidien, ce qui nous permet d’exprimer simplement la dualité via le produit scalaire canonique
<>

Définition 2.4.1. Soit « une 1-forme différentielle réelle sur M, on lui associe un champ de vecteurs v,
par a(-) =< vg,- >.

L’opérateur J nous permet de faire tourner champs de vecteurs et 1-formes :

Définition 2.4.2. On définit 'opérateur de Hodge comme suit :
*xv = J(v),si v est un champs de vecteurs sur M

xaq = —a o J,si a est une 1-forme sur M.
Remarque 2.4.3. On a la relation v,, = *vq.

Définition 2.4.4. Le gradient d’une fonction u est vg, le champ dual a sa différentielle et on dit que u
est un potentiel de v.

Soit v un champ de vecteurs et a sa 1-forme duale. Le rotationnel de v est défini par da = rot(v)w
ol w est la forme volume canonique. La divergence de v est définie par d(xa) = div(v)w.

Le laplacien d’une fonction u est Au = div(grad(u)).

On peut alors définir des fonctions harmoniques sur une surface :
Théoréme 2.4.5. Une fonction u est harmonique si Au =0, soit d(xdu) = 0.

Remarque 2.4.6. Bien que le laplacien dépende de la métrique, la notion de fonction harmonique ne
dépend que de la structure conforme.

Si v est tel que rot(v) = div(v) = 0. Alors sa forme duale « est fermée, et s’intégre localement en
une fonction harmonique u. Comme *v vérifie les mémes conditions, elle est localement le gradient d’une
fonction harmonique u*.



2.5 Représentation de Weierstrass-Enneper

D’aprés le théoréme 2.3.5, maintenant on peut supposer que toutes les surfaces de R? sont orientées
et paramétrées par des coordonnées isothermales, ou de fagon équivalente, qu’une surface est toujours
recouverte par des cartes conformes.

On rappelle que J est I'opérateur de la structure presque complexe, et * 'opérateur de Hodge qui
agit sur champs de vecteurs et 1-formes par dualité. On rappelle 'expression de J, vu dans I'exemple
2.3.12.

Remarque 2.5.1. Comme nous ne manipulons maintenant que des paramétrisations conformes, on a, en
notant ¢ une telle paramétrisation, que J et dy commutent. Plus précisément, dyp,(J(v)) = J(dp(v)) =
vy X dp,(v). Dans la suite, on utilise implicitement ce fait.

Nous utiliserons par la suite une définition plus générale de surfaces minimales :

Définition 2.5.2. Soit U un ouvert de C?. Une surface minimale est la donnée d’une application lisse
¢ : U — R? harmonique (coordonnée par coordonnée) sur U et conforme sur U\E ot E est un ensemble
discret dans U.

On définit 'application de Gauss A : U\E — S? par Pu X Py

lou X @ul

On signale que cette définition générale de surfaces minimales n’exclut ni les auto-intersections ni les
points de branchement (o la paramétrisation est singuliere, autrement dit ot le rapport de métriques
de la paramétrisation conforme s’annule). Donc une surface minimale en général n’est ni une surface
plongée dans R? ni une surface immergée dans R>.

Au voisinage V d'un point p € U\ E, ¢ : V — ¢(V) est une surface immergée. On définit v : p(V) —
52 par A4 = v o qui est appelé, par abus, aussi 'application de Gauss. L’application v correspond &
I'application de Gauss définie sur une surface. Attention ici v est définie localement.

Faisons un nouveau calcul pour montrer que cette définition correspond bien aux surfaces de courbure
moyenne nulle :

xdy est fermée si et seulement si la forme bilinéaire suivante est symétrique en u,v € T, M :

—dvg(u) x dp,(v) — v(z) x Hessp(u, v)
Or la matrice hessienne est symétrique, donc on obtient comme condition :
dvg () X dpz(v) = dvg (v) X dp,(u)
A=Ay, te. H(z) =TrT'(z) =0.

Proposition 2.5.3. L’application de Gauss est conforme en x si et seulement si la surface a un ombilic
en x (la matrice de la seconde forme fondamentale en x a une seule valeur propre) ou si H(x) = 0.

Démonstration. Soit u,v € T, M. L’application v est conforme en x si et seulement si en notant I' la
matrice de dv dans une base orthonormée, il existe un réel A tel que

2 ab2
F:bC:)\Id

Ce qui est équivalent a; si a = ¢, b = 0, A = a®? ousi a = —¢, A\ = a? + b?> = —det(I), alors
(dv(x) - u, dv(x) - v) = — det(T")(u, v).

Corollaire 2.5.4. Si K <0 (ce qui est le cas si H =0), pour que M soit minimale, il faut et il suffit
que v soit conforme.

Remarque 2.5.5. On rappelle que la projection stéréographique ¢ est conforme. Alors ¢ o .4 est une
fonction holomorphe (car g et ¢ sont antiholomorphes) de U vers la sphére. Et ¢ o .4 est une fonction
méromorphe sur U.

Soit ¢ : D — R? une surface minimale, ot D est le disque unité ouvert. D étant simplement connexe,
la paramétrisation harmonique ¢, selon 2.4, admet une conjuguée p*.
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Proposition 2.5.6. dv* =dvoJ = Jodv.
Démonstration. Puisque I'image de dy™* est la méme que celle de dy, on a
vop=rv oy’
Donc dv o dp = dv* o dp*. Or dvodp = —dv o J? odyp et dp* = *dp = —dp o J = Jodp, on a
dv* =dvodJ=Jodv
car v est conforme.

Ainsi la paramétrisation conjuguée donne une autre surface minimale qui posséde la méme premiere
forme fondamentale et les mémes courbures principales. Cependant, la conjugaison donne lieu a une
rotation de 7/4 des vecteurs propres de dv :

Proposition 2.5.7. Si u,v sont deuzx vecteurs propres unitaires de dv, tels que
dvg (u) = Au, dvg (v) = =X, Jp(u) = v,

u-+v U —v
et

alors sont deux vecteurs propres de dv*.

Démonstration. En effet,

dv* (“;”’) —Jody(“;”’> —J@(Aum)) —A(“"QH)).

2

Les deux paramétrisations conjuguées forment respectivement la partie réelle et la partie imaginaire
d’une fonction holomorphe.

De méme pour

W=¢p+ip*: D — C3
On étend le produit scalaire usuel sur R3 & C3 tel qu’il soit bilinéaire complexe comme dans la démons-
tration du théoreme principal du chapitre 2.

Définition 2.5.8. Une fonction holomorphe Y : D — C3 est dite isotrope si (dY (v),dY (v)) = 0 pour
tout v. Autrement dit, Y paramétrise une courbe holomorphe isotrope dans C2.

Proposition 2.5.9. Si ¢ est une paramétrisation d’une surface minimale comme précédemment, alors
W = @+ ip* est isotrope.

Démonstration. Le calcul donne
(dW(v),dWV(v)) = (dp(v), dp(v)) — (de™ (v), de™ (v)) + 2i{dp(v), de™ (v))
(dp(v), dp(v)) — (dep(Jv), dp(Jv)) + 2(dp(v), dp(Jv)) =0

ce qui conclut la preuve.

Réciproquement si on se donne une fonction isotrope non constante W : D — C3, alors Re(W) est
une surface minimale. On écrit W dans la base canonique de C3, W = (W, Wy, Wj3). Les W; étant des
fonctions holomorphes usuelles, on peut définir une fonction

G

AW +idWe (AW +idWy\
N dWs N dWs

car (dW,dW) = 0. On peut exprimer dWV en utilisant G :

dW—/(é(l/GG),;(l/GJrG),l) AWy, o = Re(W).

Pour le moment, les calculs sont tout a fait formels. Nous allons les rendre rigoureux pour donner le
théoreme de représentation de Weierstrass :
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Théoréme 2.5.10. — Soit Q un ouvert de C, G une fonction méromorphe sur et h une fonction
holomorphe non identiquement nulle sur . Si h a un zéro d’ordre au moins 2n la ou G a un pdle

d’ordre n, alors
1 2y ! 2
(2(1 G ),5(1+G ),G) h

s’intégre en une fonction isotrope non identiquement nulle. Réciproquement une fonction isotrope
W = (W, Wy, W3) non constante peut s’écrire sous cette forme si et seulement si Wi — iW} est
non identiquement nulle.

— Formule de représentation de Weierstrass-Enneper Soit ¢ une surface minimale non plane
définie sur un domaine simplement connexe D C C. Il existe une fonction méromorphe G et une
fonction holomorphe h sur D, non identiquement nulles, telles que hG? soit holomorphe, et telle
que

goRe(W)Re/(;(lGz),;(lJrGZ),G)hdz.

Réciproquement, deuz telles fonctions G, h définissent une surface minimale ¢ : D — R? si D est
simplement conneze.

Démonstration. Il nous reste & prouver que si W = (Wy, Wh, Ws) est une fonction isotrope et si Wi +iW,
est non identiquement nulle, alors on peut trouver des fonctions G, h satisfaisant les conditions souhaitées
dans I’énoncé :

— Le fait que W soit une fonction isotrope est équivalent a ce que

0=WPEWEWZ = (W) —iW5)(Wy +iW3) + Wi

donc Wy —iW} = 0 implique que W4 = 0, et puis Wi = W) = WY = 0. Donc ’hypothese Wy —iW}
non identiquement nulle est nécessaire.

— Supposons que cette hypothese est vérifiée. Alors

W — iV Wj

= h =W —iW,
A W= =W

G

est telle que Gh = W) et que =W, — iW} = hG?. Les conditions sont donc vérifides.

Proposition 2.5.11. Le rapport de métriques de la paramétrisation conforme est (|G|* +1)|h|?.

Démonstration.
v 2
(), do(e) = DHIE — (LG + 202 (o).

Remarque 2.5.12. Si h s’annule en z, alors I'intégrande de la représentation s’annule en x et la métrique
est dégénérée en x. Un tel point = est appelé un point de branchement. Comme h n’est pas identiquement
nulle, les points de branchement sont isolés.

D’apres ce que nous venons de faire, on obtient facilement certaines propriétés de la surface minimale
conjuguée dont on donne un résumé :

Théoréme 2.5.13. - @ et " ont les mémes points de branchement.
— @ et ©* ont les mémes premiére formes fondamentales et sont donc localement isométriques 'une
a Uautre.

Le théoréme suivant fournit une interprétation géométrique de la fonction G.

Théoréme 2.5.14. G est Uapplication de Gauss holomorphe, et les surfaces minimales d’une famille
associées ont la méme fonction G.
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Démonstration. La projection stéréographique sur la sphére de G est
N = (2Re(G), 2Im(G), |G|* = 1)/(|G]* + 1).

Il suffit de montrer que IV est orthogonal a tous les vecteurs tangents. Un vecteur tangent s’écrit V' =
Re((3(1 — G?),%(1 4+ G?),G)h - v). Puisque N est réel, il suffit de montrer que le "produit scalaire
complexe" s’annule :

<N(|G|2 +1), (;(1 — ), %(1 @), G>> ~0.

Sachant que G est l'application de Gauss holomorphe, on peut obtenir facilement la courbure de
Gauss et la seconde forme fondamentale :

Théoréme 2.5.15. La courbure de Gauss K s’exprime en terme de G et h. En effet,

P el 2
R+ ]G?)?)
Démonstration. On note oy la forme volume canonique du plan euclidien, o, celle de la sphere et o celle
de la surface minimale considérée. Sachant que les transformations considérées sont toutes conformes,
la proportionnalité de ’élément de 'aire et le carré de celle de longueur (c’est-a-dire la premiére forme

fondamentale). On a
G=covoep.

On sait que
22

* :K * — -
v o1 o, ¢ 01 <1—|—|z|2

)2 o0 = L(2)0q.

Alors
Ky*o = ¢*v oy = L(G)G"0y.

1 2
¢'a = (UGP + 22 a0

D’ou le résultat.

!
Théoréme 2.5.16. La seconde forme fondamentale s’écrit : b(v,v) = Re <GGU hv).

Démonstration. Par définition,
b(v,v) = — <d2g0(v,v), u> =— <Re(W” v?), V> )

OnaW’ = (3(1-G?), £(1+G?), G)h. Comme dans la démonstration du théoréme 2.5.14 begingroup(s (1—
G?), %(1 + G?),G) est déja orthogonal & v, on n’a pas besoin de dériver h :
b(v,v) = —Re(G'W'v?*{(-G,iG,1),v)
= —Re(G'Wv*((—G,iG, 1), (2Re(G), 2Im(G), |G|* = 1)) /(|G|* + 1)

!
= Re (GGUhv) .

G'v
Corollaire 2.5.17. — v représente une direction isotrope si et seulement si a hv € iR.
G'v
— v représente une direction principale de courbure si et seulement si hv € R.

G
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On suppose maintenant que ’application de Gauss holomorphe G est biholomorphe de D dans G(D) =
D'. Ainsi G'(w) # 0 pour tout w € D et K < 0 sur la surface. Soit F' : D’ — D l'inverse de G. Alors
1) = @ o F est encore une paramétrisation d’une surface minimale. Posons

hFw)) 1
=——— = _F(w)h(F
§0) = ey = 35 WA(F@)
qui est une fonction holomorphe sur D’. A partir de la représentation de Weierstrass-Enneper (théoréme
2.5.10), on obtient une autre formule de représentation de Weierstrass :

- v
® = Re /i(l + w?)F(w)dw
/QwS(w)dw

Au lieu d’utiliser deux fonctions G, h, cette formule de représentation ne fait intervenir qu’une seule
fonction arbitraire §. Réciproquement, pour tout fonction holomorphe § # 0 sur un domaine simplement
connexe, cette formule définit une surface minimale. Autrement dit, a tout fonction holomorphe § # 0
correspond une surface minimale, et réciproquement.

2.6 Famille associée

Un fait remarquable sur les surfaces minimales est que si ¢ : D — R? est une surface minimale définie
sur un domaine simplement connexe, alors non seulement on peut obtenir une autre surface minimale, sa
surface minimale conjuguée ¢*, mais aussi une famille de surfaces minimales paramétrée par 6 € [0, 27].

En effet soit ¢ : D — R3 une surface minimale donnée par la partie réelle d'une courbe isotrope
W : D — C3. Cest-a-dire

W(z) = p(z) +ip*(2), z=u+iv

avec

W'(2), W' (2)) =0sur D

Alors pour tout @ € R, Wy(z) = e~W(z), 2z € D donne aussi une courbe isotrope, et par conséquent
wo(z) = ReWp(2)) = ¢(2) cos + o™ (z) sin

définit une famille paramétrée de surfaces minimales telle que po = ¢, @z = ¢*. On l'appelle la famille
associée de . On appelle les ¢y les surfaces minimales associées & . Comme dans le théoreme 2.5.13,
on en déduit que les surfaces minimales associées sont localement isométriques 'une a l'autre. Un des
premiers problemes des surfaces minimales était d’en trouver, et avant la découverte de la paramétrisation
de Weierstrass, la seule surface minimale connue (mis & part le plan...) était la caténoide, surface de
révolution obtenue par rotation d’'une caténaire. En réalité, c’est la seule surface minimale de révolution.
Un exemple est celui de la déformation de la caténoide en I’hélicoide, qui correspond a la figure ci-dessous.
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Théoréme 2.6.1. Il existe une unique surface minimale de révolution plongée, qui correspond d la
paramétrisation suivante :

x = cosh u cosv

y = —coshusinv

z=u

ou u,v € R.

Démonstration. Soit F : U C R? — R? une surface de révolution, c’est-a-dire une surface donnée par une
expression de la forme F(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv,u), oh v € R, et w € I, ot I est un intervalle de R,
et f: I — R est une application lisse. On peut donc exprimer M = F(U) sous la forme d’une équation du
type f(z) =+v/22 + y2. Soit m € M, et V un voisinage de M, tel que F' : F~*(V) — R? soit un plongement.
Par conséquent, son inverse f = g1 existe et est lisse, et M NV = {(z,y,2) € R3 z = f(y/22 +y?) }.
Apres calculs, qu’on ne reproduit pas ici, on obtient la relation suivante pour x et y non simultanément
nuls : 1

Par conséquent, la condition (1 4+ f;)fm —2fy fyfey + (L+ f2) fyy = 0 se réécrit en :

tf"(t) = —f' O+ f()*)

Etudions I’équation différentielle ¢t = —i:(1 4 2), sur un intervalle du type [to, oo, ol tg > 0. Alors si

(1+fy2)f1/'1)_2fzfyfzy+(1+f§)fyy:f//+ +f/3

42
f=argeh, f'(t) = \/%7 et f7(t) = (tQ—tl)g’ or
L sy 1y #
)1+ f()°) = t21<1+t2—1)_ (t2—1)%

Par conséquent, en appliquant le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, c’est la seule solution de ’équation
différentielle, & translation et multiplication par des scalaires prés. On en déduit que f(¢) = Aargch(at +

B).

De méme on prouve que la seule surface minimale réglée est ’hélicoide (voir par exemple [DHKW91],
chapitre 3), c’est-a-dire une surface qui est une union de droites, et admet une paramétrisation locale de
la forme F(u,v) = a(v) + ub(v), ot u,v € U C R? et a,b: R — R3.

Notons que si X représente la caténoide, X (w) = ReW(w), ot W(w) = (coshw, isinhw,w), et la
fonction de Weierstrass § est égale a F(w) = SR Par conséquent, la surface adjointe, X*(w) =
w

ImW(w), est donnée par
x* = sinh u cosv
y* =sinhusinwv

¥ =u

qui correspond & I’hélicoide. Les coordonnées de la famille associée Z(w,6) = Re(e~*W(w)) sont donc

2 = coshu cos v cos 6 + sinh « sin v sin 8
y = — cosh u sin v cos # + sinh u cos v sin
z=wucosf +usinf

pour 0 < 0 < —, qui permet de déformer la caténoide en I’hélicoide, correspondant aux cas 6 = 0 et

il

2
s

=5
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Chapitre 3

Omissions de 'application de Gauss
des surfaces minimales completes

Dans les sections précédentes, on a vu comment certaines propriétés des surfaces minimales étaient
liées & leur structure complexe et aux fonctions holomorphes. Dans cette section, on développe encore
ce point de vue complexe pour obtenir de belles propriétés des surfaces minimales. On va démontrer le
théoréeme de Fujimoto qui est un analogue du théoréeme de Picard en analyse complexe, et qui affirme
que l'application de Gauss d’une surface minimale complete réguliere omet au plus quatre points sur la
sphere.

3.1 Surfaces minimales globales, surfaces completes

On étend maintenant le domaine de définition d’une surface minimale, non sur un ouvert simplement
connexe, mais sur une surface de Riemann quelconque.

Soit M une surface de Riemann. On appelle une application non constante 2" : M — R? une surface
minimale si pour toute carte locale (U, ¢) de M, X = 2 o ¢~! est une surface minimale au sens de la
définition 2.5.2. En particulier 2~ est une fonction harmonique sur M. Le fait que la paramétrisation
par coordonnées isothermes et I’harmonicité d’une fonction sont préservées par changement de cartes
biholomorphe implique que la définition de surface minimale sur une surface de Riemann est compatible
avec sa structure complexe.

Définition 3.1.1. Une surface minimale 2" : M — R? est appelée une surface minimale globale.

De plus, un point ¢ € M est dit un point de branchement si pour une carte locale (U, ¢), le point
©(q) est un point de branchement pour X = 2 o ¢~!. Une surface minimale globale est dite réguliére si
elle n’a aucun point de branchement.

On définit de méme ’application de Gauss .4 : M — S? d’une surface minimale globale 2" : M — R3
telle que pour toute carte locale (U, ), A4 = N o ¢ avec N = | X, A X,|71X, A X,. L’application de
Gauss 4 est ainsi bien définie 1a ou il n’y a pas de point de branchement. Sinon on montre facilement
(voir [Dierkes|, p.104) que .4 (w) tend vers une limite quand w tend vers un point de branchement wy,
et on pose A (wp) = limyy_y- A (W).

On peut tirer en arriere la métrique induite par R3 sur M via 'application 2~ de sorte que M soit
munie d’'une métrique riemannienne. Cette métrique s’annule aux points de branchements qui sont isolés.
Par conséquent, a proprement parler, si M est non réguliére, alors elle n’est pas une véritable variété
riemannienne, mais une variété riemannienne généralisée avec des singularités isolées.

Définition 3.1.2. Un chemin divergent sur un espace topologique X est une application continue =y :
[0,1][— X telle que, pour tout compact K C X, il existe to(K) € [0, 1] tel que (¢) € X\K pour tout
t > to (K)

Sur une variété riemannienne, on a une fonction distance d :

d(p.q) = infI() = inf / I/ ()ld
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ou l'infinimum est pris parmi les courbes différentiables par morceaux reliant p et q.

Théoréme-Définition 3.1.1. (Hopjf-Rinow) Soit M une variété riemannienne, avec d sa distance
induite. On dit que M est compléte si les assertions suivantes, toutes équivalentes, sont vérifiées :

1) (M, d) est un espace métrique complet.

2) Si B C M est borné, alors son adhérence est compacte.

3) Tout chemin de classe C* divergent est de longueur infinie.

Pour les détails sur les définitions de ces concepts, on renvoie par exemple a Do Carmo chapitres 4,5.

Définition 3.1.3. Un chemin divergent sur une surface minimale globale .2 : M — R3 est une courbe
continue I' : [0,1[— R3 de la forme I' = 2 o~ ot 7y : [0,1[— M est un chemin divergent sur la variété
riemannienne généralisée M.

Définition 3.1.4. Une surface minimale globale 2 : M — R3 est dite compléte si la longueur de tout
C'-chemin divergent est infinie.

Remarque 3.1.5. Une surface minimale globale réguliére est complete si elle vérifie 'une des trois
assertions dans le théoréeme de Hopf-Rinow 3.1.1.

Dans la suite on doit utiliser le théoreme d’uniformisation qui est un théoreme fondamental de la
théorie des surfaces de Riemann, et qui est une généralisation du théoreme de représentation de Riemann :

Théoréme 3.1.6 (Théoréme d’uniformisation). Il n’y a que trois types de surfaces de Riemann simple-
ment conneze : la sphére, le plan complexe et la disque unité. Autrement dit, le revétement universel de
toute surface de Riemann est biholomorphe soit d la sphére, soit au plan compleze, soit au disque unité.

Soit 2" : M — R? une surface minimale globale et soit 7 : M — M le revétement universel de M.
Alors 2" = 2 o définit aussi une surface minimale globale 2 M — R3 On I'appelle le revétement
universel de la surface minimale 2. On remarque que Z est réguliere si et seulement si 2 'est, et que
les images des applications de Gauss ¥ et A sont les mémes.

La proposition suivante nous permet de ramener certaines questions sur les surfaces minimales com-
pletes au cas simplement connexe :

Proposition 3.1.7. Une surface minimale globale & : M — R3 est compléte si et seulement si son
revétement universel 2" : M — R3 [’est.

Démonstration. En premier lieu, si 2 est régulicre, la proposition découle directement du théoreme de
Hopf-Rinow car 7 : M — M est une isométrie locale.

Supposons que X est complete Soit I' un chemin dlvergent sur Z . En relevant F on obtient un
chemin divergent Tsur 2 qui est de longueur infinie car X est complete. Puisque 7 : M — M est une
isométrie locale, I" est aussi de longueur infinie. Ainsi 2~ est compléte.

Rec1proquement supposons que 2 est compléte. Prenons un chemin divergent Tsuwr 2 :T =
Z o ¥, : [0, 1[—> M. Montrons que T est de longueur infinie. On consideére les chemins v = w075 sur M
et '= %2 oy = Z o N = T sur 2. Si ~ est divergent, alors la complétude de 2~ implique que v est de
longueur infinie et que v ’est donc aussi.

Supposons que 7 n’est pas divergent. Il existe alors un compact K C M et une suite ¢, € [0,1]
qui tend vers 1 tels que v(¢,) € K pour tout n. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer
que 7(t,) converge vers p € M. Prenons une carte locale (U, p) autour de p telle que ¢(p) = 0 et
que 7~ 1(U) soit réunion disjointe des ouverts V; C M. Comme les points de branchements sont isolés,
il existe un ¢ > 0 tel que Q. = B(0,¢)\B(0,&/2) soit contenu dans p(U) et que la métrique soit
strictement positive sur ¢~ 1(Q.). Comme la suite v(t,) converge vers p, presque tous ses points sont
dans le compact ¢~ 1(B(0,2/2)). Puisque 7 est divergent dans M , les points 7(t,,) se trouvent dans un
nombre infini d’ouverts parmi les V;. Par conséquent le chemin ¢ oy traverse nécessairement un nombre
infini de fois la région Q.. Cela implique que v est de longueur infinie, et que 7 1’est aussi.

La proposition suivante montre que le premier cas du théoréme d’uniformisation est exclu :
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Proposition 3.1.8. Le domaine de paramétrisation d’une surface minimale globale ne peut pas étre
compact. Si M est un domaine de paramétrisation simplement connexe d’une surface minimale, alors M
est isomorphe au disque unité ou au plan complexe.

Démonstration. Si M était compacte, alors les coordonnées de 2  étant des fonctions harmoniques,
elles seraient constantes par le principe du maximum. Or on a supposé que £ n’est pas constante,
contradiction.

On dit qu'une surface minimale globale 2" : M — R? est de type hyperbolique si son revétement
universel est le disque unité D, de type parabolique si son revétement universel est le plan complexe C.

3.2 Un premier théoreme sur les omissions de ’application de
Gauss

On commence par énoncer un résultat classique de la théorie des surfaces minimales, datant de 1916 :

Théoréme 3.2.1 (Bernstein). Si X (w1, 12) = (21, %2, 2(21,72)) est une surface minimale définie sur R?
tout entier comme le graphe d’une fonction lisse, alors z est une fonction affine et la surface minimale
est un plan.

On remarque que si X est une surface minimale définie sur R? comme le graphe d’'une fonction,
alors 'application de Gauss omet une hémisphere entiére sur S?. On va montrer dans cette section un
théoreme plus fort qui dit que 'image de I’application de Gauss d’une surface minimale réguliére compléte
est méme dense dans S2.

Proposition 3.2.2. L’application de Gauss d’une surface minimale 2 : M — R3 de type parabolique
omet au plus deuz points sauf si Z (M) est contenue dans un plan.

Démonstration. En se ramenant au revétement universel, il suffit de montrer que I'application de Gauss
d'une surface minimale X : C — R?® omet au plus deux points si X(C) n’est pas contenu dans un plan.
On utilise la représentation de Weierstrass-Enneper :

X(w) = X(0) + Re </0w %h(l — G?)d¢, /Ow %h(l + G?)d¢, /Ow thg)

avec G lapplication de Gauss par projection stéréographique. Le théoréeme de Picard implique que la
fonction méromorphe G omet au plus deux valeurs dans CU{oo}. En effet, si X omet trois points, alors
on peut supposer qu’un de ces points est le péle Nord, et donc par projection stéréographique, on obtient
une application X : C — C holomorphe qui omet deux points. On en déduit alors que X est constante.

Remarque 3.2.3. Le théoréme de Bernstein est une conséquence immédiate de ce théoréme.

Désignons par 2 le plan complexe ou le disque unité. Supposons que, dans la représentation de
Weierstrass-Enneper, les deux fonctions h et hG? soient holomorphes et ne s’annulent pas sur 2. Alors
la représentation de Weierstrass-Enneper donne une surface minimale 2" :  — R? dont la métrique
induite est

1
ds = Ndu|, A= Z|h|(1+|GP).

Un chemin est divergent pour (€2,ds) si et seulement s’il I’est pour (€2, |dw|). La surface minimale 2~ est
compléte si et seulement si pour tout chemin divergent -,

1 1
/)\|dw| - f/f\h|(1+|G|2)\dw\ ~ 0.
. 2 /)2

Le théoréeme suivant fut conjecturé par Nirenberg et prouvé par Osserman :

Théoréme 3.2.4. Soit 2" : M — R? une surface minimale globale compléte qui est réguliére ou qui n’a
qu’un nombre fini de points de branchement si M est simplement connexe. Si 2 (M) n’est pas un plan,
alors l'image de Uapplication de Gauss est dense dans S2.

18



La démonstration du théoreme est basée sur le lemme suivant :

Lemme 3.2.5. 57 f : D — C est une fonction holomorphe avec un nombre fini de zéros, alors il existe
un chemin divergent v : [0, 1[— D lisse tel que

/ | () ldw] < oo.

Démonstration. Supposons d’abord que f ne s’annule pas. Alors 'application F' : D — C définie par
F(w) = [, f(¢)d¢ est inversible dans un voisinage de 0. Soit L(z) I'inverse locale de F autour de z =0
qui développable en série entiére sur une disque B(0,R). On pose I lensemble des points p €]0, R]
vérifiant que L(B(0,p)) C D et que L : B(0,p) — L(B(0,p)) est bijective. D’apres le théoréme de
Liouville, 7 = sup[ est fini car L n’est pas constante.

On prétend d’abord qu'il existe un point zg € 9B(0,r) tel que

limg_,1- |L(tzo)| = 1.

Ainsi v(t) = L(tzo), t € [0,1] est un chemin divergent dans D. Or

dw| = F’ dw!| = dz| = —
Lf(w)l wl / (w)|ldo] /F| 0] = 7 < 20

et le lemme est donc démontré dans le cas ot f ne s’annule pas.

Supposons par absurde qu'un tel zp n’existe pas. Alors pour tout p € 9B(0,r), on peut trouver une
suite t,, dans ]0, 1[ convergeant vers 1 telle que L(¢,p) converge vers un point ¢ € D. Puisque F’(p) # 0,
F est inversible sur un voisinage V' de p. Soit L* l'inverse de F|y. On a

F(q) = lim, oo F(L(t,p)) = lim, ootnp = p.

Donc F(V) N B(0,r) est non vide, et L* est forcément une extension de L & un voisinage de p. 9B(0, )
étant compact, on peut étendre L & un disque B(0,7’) telle que le rayon ' > r. Comme F(L(2)) = z,
L est bijective sur B(0, 7). Ceci contredit la maximalité de r. Supposons maintenant que f admet des

zéros ay, as, - ,a, dans D comptés avec multiplicité. Alors la fonction
= (1 —apw
*(w) = f(w k
r = 11 (550)

ne s’annule pas sur D. De plus, |f*(w)| = |f(w)| sur D. Ainsi on se rameéne au cas ou f ne s’annule pas,
ce qui est déja démontré.

Démonstration du théoréme. En se ramenant au revétement universel de Z°, on peut supposer que M
est C ou D.

Si M = C et 'image de son application de Gauss n’est pas dense dans S?, alors la proposition 3.2.2
montre que 2 (C) est contenue dans un plan affine de R3. Puisque 2" est compléte, c’est forcément le
plan entier.

Supposons que M = D et que I'image de I'application de Gauss n’est pas dense dans S?. On peut
supposer que I'application de Gauss omet un voisinage du pole nord. Maintenant on exprime %2 par
la représentation de Weierstrass-Enneper. La fonction G étant ’application de Gauss composée par
projection stéréographique, est alors une fonction holomorphe bornée sur D et les zéros de la fonction h
correspondent aux points de branchement qui sont supposés en nombre fini.

D’apres le lemme, on peut trouver un chemin divergent dans D tel que fv |h||dw| < oco. Ainsi la
longueur du chemin I' = 2 o~y

1
I(T) = 5/ |h(1 4+ |G*)|dw| < cste/ |h]|dw| < oo.
v 2l

Cela contredit le fait que la surface minimale est compléte.
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3.3 Théoreme de Fujimoto

On va montrer un théoréme plus fort que le théoreme 3.2.4 : le théoreme de Fujimoto qui affirme que
I’application de Gauss d’une surface minimale complete réguliere non plane omet au plus quatre points
sur la sphere. Le théoreme de Fujimoto fut démontré par Fujimoto en 1988, la démonstration que nous
allons faire est due a Osserman. On donnera aussi des exemples montrant que le théoreme ne peut pas
étre amélioré.

Théoréme 3.3.1. (de Fujimoto) Si une surface minimale réguliére compléte 2 : M — R3 n’est pas
un plan, alors son application de Gauss omet au plus quatre points sur S2.

Démonstration. Supposons que 2 : M — R3 soit une surface minimale réguliére compléte dont ’ap-
plication de Gauss omet au moins cinq points distincts sq, so, 53, 54, 55 € S2. On peut supposer que ss
est le pole nord. Quitte & se ramener au revétement universel, on peut supposer que M est simplement
connexe. D’apres la proposition 3.2.2; la surface est nécessairement de type hyperbolique, 7.e. on peut
supposer que M = D.

On utilise toujours la représentation de Weierstrass-Enneper. La fonction méromorphe G omet ay =
¢(sk), 1 <k < 4etooolg est laprojection stéréographique, en particulier G est holomorphe. La surface
minimale est réguliere donc h ne s’annule pas sur D.

La démarche de la démonstration est analogue a celle du lemme 3.2.5 : faire un changement de
variables pour construire un chemin divergent de longueur finie.

Comme dans la preuve du lemme 3.2.5, on définit une fonction F : D — C par

Flw) = / " F(Q)de (3.1)

ou f est une fonction holomorphe ne s’annulant pas. On déterminera f plus tard. Posons L et r comme
dans la démonstration du lemme 3.2.5. Rappelons que F(L(z)) = z pour z € B(0,r), qu'il existe un
point zg € dB(0,r) tel que lim;_,;—|L(tz)| = 1 et que L ne peut pas étre étendue a un voisinage de zy.

Définissons des courbes ,v* et I" par v*(t) = tzp, 0 <t <1,y = Loy et I' = Z o~. Alors la
longueur de T" vérifie :

1 1 dw
0y =5 [ I+ 16PNl = 5 [ ho L0 +1G o LR dz]
vy v

dw

ot 92(z) = ﬂl( ;= %, w = L(z). On cherche la fonction f de la forme f(w) =
dw \W

a déterminer plus tard. On obtient donc

ir) = / L+ IGULEDE (3.2)

Lh(w)p(w) ot ¢ est

|p(L(2))]

On veut choisir ¢ de sorte que I(T') soit finie. Puisque ' est un chemin divergent, cela contredirait la
complétude de la surface minimale.

Posons 8 := GoL qui est holomorphe sur B(0, r) et qui omet au moins les quatre valeurs ay, as, as, as.
Nous prétendons d’abord I'inégalité suivante : pour tout 0 < e < 1et 0 <&’ < £, il existe b > 0 tel que

2br

A+ 1BEPEI T8 - a8 ()] <

est satisfaite pour tout z € B(0, ).
Supposons maintenant que G’(w) # 0 sur ID. Soit € €0, 1] fixé et posons p = z2-. Ainsi 2 < p < 1.
Nous posons

p(1—c’) —p
=P

)= (5h) " TLG ) - 05" 6wy 5. (3.4

En faisant le changement de variables : w = L(z), 8(2) = G(w), 8'(z) = G'(2)%2, et en écrivant f(w) =
2h(w)p(w), on déduit de la construction de f :

<;lw> - S1w) TG ) — a0 =16 w) 7



et puis
4

@0 L(z) = (B'(2) " J[(B(w) — a5~ (3:5)

En reportant dans I'inégalité (3.3), on obtient :

1+ |G(L(2))]? 2br
EVE (

avec % < p < 1. D’apres la formule (3.2), la longueur de T est finie.

Maintenant traitons le cas ot G’ s’annule sur un ensemble non vide ¥ C D. ¥ est soit un ensemble
fini, soit il contient une suite tendant vers le bord de D. Si on définit f sur D\X par 3.4 et puis F' par
(3.1), alors F' n’est pas bien définie sur D\X, mais sur le revétement universel D de D\X. L’espace D
étant biholomorphe a D, on peut lui appliquer le raisonnement du lemme 3.2.5 et faire descendre les
objets dans D\X par le revétement. On définit de méme ~,v* et I' comme dans le cas précédent de sorte
que [(T") < oo. Il nous reste & montrer que I" est un chemin divergent dans . Si ceci n’est pas vrai, on
peut trouver une suite z, = t,zo sur v* telle que nh_}II;o t, =1 et nh_)ngo L(z,) = wo € D. Compte tenu de

P
. |z|2> pour z € B(0,7)

la preuve du lemme 3.2.5, wy ne peut pas étre contenu dans D\X, donc wy € ¥, i.e.G'(wp) = 0. Nous

développons la fonction holomorphe G’ autour de wg : G'(w) = ¢(w —wp)™ + -+ avec ¢ # 0 et m > 1,
puis . -
G'(w)™ = C(w — wo)T-» + -+ (3.6)

avecp:%et&>2.

Si~v(t) — wo quand t — 17, alors en combinant (3.6) et (3.4), on déduit que |w—wq|~2 est dominé par
|f| prés de wo. Puisque r = [ |dz| = [ [f[|dw| et [ |w—wo| ?|dw| = oo, on arrive & une contradiction.

Si y(t) ne tendait pas vers wp, il y aurait un point d’accumulation dans D\X. Le raisonnement du
lemme 3.2.5 mene a une contradiction.

Il nous reste encore a prouver I'inégalité 3.3. Nous admettons les propriétés suivantes du revétement
universel de C\{a1, ag, as,as} : Son revétement universel est la disque unité I, la métrique tirée en avant
de la métrique de Poincaré standard s’écrit ds = p(w)|dw| sur C\{a1, as, a3, aq}, avec

Cj CO

~ , ~N—— W
|w — aj|loglw — a;] |wllog|wl

p(w) w—aj, 1<j<4, et p(w) — 00. (3.7

out C; sont des constantes non nulles.

Posons ¢(w) := (1 4+ \w|2)355p(w)_1 H?Zl lw — a;|¥ " pour w € C\{ai,as,a3,as}. Alors ¢ est
positive et continue sur C\{a1,az,as,as}. Compte tenu de (3.7), limy q; (w) = 0. Par conséquent ¢
admet un maximum b sur C\{ay, az, as, as}. On considére ensuite § = G o L définie sur B(0,r) qui omet

les points ay, as, as, aq. On reléve 5 dans le revétement universel de C\{ay, as, a3, a4} : 3: B(0,r) — D.

On applique ensuite le lemme de Schwarz-Pick (voir [SS03]) & B o ou ¢ est une homothétie envoyant I
sur B(0,r). La signification géométrique du lemme de Schwarz-Pick étant que la distance non euclidienne
est diminuée par transformation holomorphe de D dans lui-méme, on en déduit que

pADIF G < 5o

pour z € B(0,r). En reportant dans expression de ¢, on obtient 'inégalité (3.3). La démonstration est
achevée.
Finalement nous montrons que le théoréme de Fujimoto ne peut pas étre amélioré.

Théoréme 3.3.2. Pour tout sous-ensemble E de S? contenant au plus quatre points, il existe une surface
minimale réguliére compléte dont l'application de Gauss omet exactement E.

Démonstration. Soit E = {s1,---,8,}. Soient ai,---,a, € C les projections stéréographiques des
S1,- - ,Sn. On considere

C\{a1, - ,an}, Glw) =w, h(w) = H(w —ay) " h

k=1
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Puisque C\{aq, - ,a,} n’est pas simplement connexe, la représentation de Weierstrass-Enneper n’y est
pas bien définie, mais est définie sur son revétement universel 2. On construit ainsi une surface minimale
réguliere 2" : ) — R3 dont l'application de Gauss omet ay, - - , ay.

1l faut montrer que £ est compléte. Considérons v : [0,1[— Q et T' = 2 o~. Il faut montrer que
pour un chemin divergent I', sa longueur

n—1

vy = [+ 6Pl = 5 [ TT v el 0+ fuf)ldul (38)
Y Y k=1

est infinie. Il y a trois cas possibles :

Premier cas : ~(t) est bornée, contenue dans B(O, R). Sur B(0, R), il existe € > 0 tel que [} _, Jw—
ar| 711 + |w|?) > . Ainsi I[(T') > l(v). Si I(7) est infinie, alors [(I') 'est aussi. Sinon, quand ¢ — 17,
~(t) converge vers un point wy qui est nécessairement dans {ay,- - ,a,}. Alors la formule (3.8) implique
que [(T") = co.

Deuziéme cas : 1l existe deux suites t;,t;/ tels que lim;_,o|v(¢;)| = 0o et y(¢;/) reste bornée. Dans ce
cas -y traverse une région couronne un nombre infini de fois et on conclut comme dans le cas précédent.

Troisiéme cas : lim;_,1-|y(t)| = co. Dans ce cas 'intégrale (3.8) diverge pour n < 4. C’est ici qu’on
erige que n < 4.
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Chapitre 4

Intermede mesurable

4.1 Mesures de Hausdorff

L’introduction de telles mesures permet de pallier 'insuffisance flagrante de la mesure de Lebesgue
pour mesurer des sous-ensembles comme les sous-variétés. Ce sont des mesures naturelles qui permettent
de généraliser les notions d’aire et de surface en toute dimension, méme fractionnaire. Rappelons la :

Définition 4.1.1. Soit X un ensemble. On dit qu’'une application p : P(X) — [0, 00] est une mesure
extérieure si elle vérifie les deux conditions suivantes :

1) u(2) = 0.

2) 1 (U An> < Z w1(Ay), pour tout (Ap)n>1 C X.
n=1 n=1

En plus de permettre de mesurer tous les sous-ensembles de R™, les mesures extérieures portent
intrinsequement en elles le concept de mesurabilité.

Définition 4.1.2. Un ensemble A C X est dit mesurable si
w(B) =u(ANB)+ u(A°NB), VBCX.

On peut prouver que la collection A(u) des ensembles p-mesurable et une tribu et que pj 4 est une
mesure. On renvoie pour les preuves concernant les concepts de base a [EG92], p. 2., [Fed69], p.171, et
au polycopié [Duq]. On rappelle une derniére définition.

Définition 4.1.3. 1) Une mesure p sur X est dite réguliére si pour tout A C X, il existe B € A(u) tel
que A C B, et que pu(A) = pu(B).

2) Si de plus X = (X, 7T) est une espace topologique, et B = o(7T) est la tribu engendrée par les
ouverts de X, alors on dit que u est borélienne si B C A(u).

3) Si A C X est p-mesurable, on définit la mesure pL A par L A(B) = u(A N B).

On se place sur R™ (n > 1), et on définit en premier lieu des pré-mesures extérieures de Hausdorff,
J°, pour § > 0, et 0 < 5 < 00, par

N diam(Ag)\* >
H5°(A) = inf {Za(s)<2’f> LA C | Ag, diam(Ay) <6, VE > 1}
k=1 k=1
T3
IL(5+1)
R™). 1l s’agit ensuite de montrer que la mesure extérieure 7%, est bien définie et Borel-réguliere, ou

ou a(s) = , par analogie avec Z"(B(0,1)) = a(n), et £ désigne la mesure de Lebesgue (sur

H°(A) = lim J°(A) = sup 75 (A).

6—0 §>0
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Précisons qu’on montre facilement que S#° coincide avec la mesure de comptage, et que S#° = 0 pour
s > n (pour ce dernier point, voir [EG92]). En réalité, nous n’avons pas besoin de connaitre a ’avance la
valeur de a(n), mais cette normalisation est faite pour obtenir la relation 2™ = #™. La preuve repose
sur l'inégalité isodiamétrique : pour tout A C R",

. n

27 < an) (5

On renvoie & [Fed69], p. 197 pour la preuve. Montrons comment on peut en déduire ’égalité pré-

cédente. Grace a la définition de la mesure n-éme de Hausdorff, on remarque qu’elle est invariante par

translation, car le diameétre d’un ensemble 1’est. De plus, si A = B(0, 1), alors diam(B(0,1)) = 2, donc

HE(A) < a(n). D’autre part, si 0 < s < n pour tout A > 0, pour tout A C R", s#°(AA) = N#°(A),
car diam (AA) = Adiam (A). Enfin, si 6 > 0, diamA < 6, 5™ (A) = " (A), donc

A (B(0,1)) = (ﬁ)%@ (5(03)) < <§)na<n> (W) = a(n)

On conclut ainsi que 57 (B(0,1)) < a(n). Pour autre sens, si (Aj)ren est un recouvrement de B(0,1)
par des ensembles de diametre inférieur a § > 0, alors

2 <320 < Y a) (LA

En prenant la borne inférieure des telles sommes, on obtient l'inégalité £"(B(0,1)) < #™(B(0,1)).
Par conséquent, 7" est une mesure invariante par translation, et qui vérifie la condition qu’il existe un
ensemble borélien B tel que 0 < S (B) < oo donc ™ est proportionnelle & la mesure de Lebesgue, et
la constante de proportionnalité est égale a 1 d’apres 1’égalité précédente.

Une deuxiéme approche consiste & constater que " et £™, sont des mesures équiréparties sur
lespace métrique séparable R™, donc sont proportionnelles : voir [Mat], p.45.

Enfin, on prouvera que dans le cas d’une sous-variété de dimension m de R,

Vol(M) = 7™ (M).

4.2 Formule de D’aire

Définition 4.2.1. Soit (F,(,)), et (E’,(,)’) deux espaces euclidiens, et | - |, | - |" les normes associées
aux produits scalaires de E et E’. On définit, si f : F — E’ est une application linéaire,

£l = sup{[f(z)[", > € E, || < 1}.

Si m > 1, on définit le m-jacobien de f, J,,,f, par Jf = || Am f||, ot le produit scalaire (, ), sur A, E
est celui induit par le produit scalaire (,) de E.

Remarque 4.2.2. Les jacobiens sont des quantités qui permettent de généraliser le déterminant pour
des applications linéaires entre ensemble euclidiens de dimensions différentes. En effet, dans le cas ou
1<m<n,et L:R™ — R"

Si f:R™ — R"™ est dérivable en « € R™, alors on définit son m-jacobien J,, f(z) par J,, f(x) =
Jm D f(x). Enfin, mentionnons le théoreme de Rademacher (voir [EG92], [Fed69]), que nous admettrons
ici.

Théoréme 4.2.3. Soit f : R™ — R"™ une application lipschitzienne. Alors f est dérivable L™ presque
partout.

On remarque qu’on peut échanger la condition par une condition locale, la différentiabilité étant une
affaire locale. Par conséquent, si f : R™ — R™ est lipschitzienne, alors J,,,(f) est bien défini £ presque
partout.
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Théoréme 4.2.4 (Formule de laire). Soit A C R™ un ensemble L™ -mesurable, f : R™ — R™ une
application lipschitzienne. Alors

/LJWMfwmzj‘MﬂAwm%wm
A .

ot N(f|A,y) = (A0 f~{y}).

Démonstration. On commence par un lemme technique fondamental, qui repose sur la décomposition
polaire d’une application linéaire.

Lemme 4.2.5. Soit f: R™ — R™ une application lipschitzienne, X > 1, alors I’ensemble E défini par
E = {x € R™, Df(z)soit injective}

admet un recouvrement B de boréliens tels que pour tout B € £ :
1) fip est injective.
2) Il existe s € GL(m,R) tel que

Lip(fipos™") <X, Lip(so (fis) ™) <A,
M Ys()| < |Df(x) -] < Ms(v)|, pour tout x € B,v € R™
AT det(s)| < T f(x) < A det(s)| pour tout x € B.

Démonstration. Soit € > 0 tel que A™! + & < 1 < X\ — ¢, et soit G un sous-ensemble dense de GL(m, R).
Pour tout s € G, on associe a chaque entier k¥ > 1 le borélien B(s, k) de R™ composé des points € R™
tels que

AP+ 8)|s(v)| < | Df(x) - v] < (A —¢)|s(v)], pour toutv € R™, (4.1)
1
F) = 1(0) = DI (= )| < sty — ). Vo € B (4 ) (1.2
or le jacobien d’une application linéaire R™ — R™ n’est autre que son déterminant (en effet, A, s(vy, -+, v,) =

s(v)A---As(vy) = det(s(v1), -+, s(vy,)) = det(s)det(vy, - - ,vy,)). Par conséquent, I'inégalité (4.1) four-
nit 'encadrement
AT det(s)| < T f(x) <A™ det(s)]

D’autre part, I'inégalité (4.2) fournit les estimations des constantes de Lipschitz :
[f(@) = f(W)l < [Df() - (z —y)| +els(z —y)| < Als(x) = s(y)]

[f(2) = f(y)| = |Df(2) - (y — 2)| = els(z = y)| = A7 [s(x) = s(y)]-

Enfin, il reste & montrer que & = U B, 1 est bien un recouvrement de E. En effet, par décomposition
s€S,keEN

polaire, on écrit Df(x) = hog, ou g € GL(m,R), h € O(m,n) (application linéaire orthogonale R™ —

R™), il suffit donc de choisir s € G tel que

[sog ™t <At +e)7", et flgosTl<A—e
ce qui est possible car A™! 4+ ¢ < 1 < A4 ¢. Ceci conclut la preuve du lemme.

Revenons a la preuve du théoreme. Supposons dans un premier temps que A C E. Alors si B C A,
et BCC,CeAB, ona

A" |det(s)| L™ (B) = X" A ™ ((s o fi5') o f(B)) < A™Lip(s o fi5)" A" (f(B)) < X" (f(B)).
et de méme

A2 ™ (F(B)) < A™|det(s)|.£™(B).
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Le point 2) du lemme fournit 'encadrement suivant :

A2 (F(B)) < / T (2)dL™ () < N7 ™ (F(B)).
B
En sommant sur tous les B, on obtient

AT N(fIA,y)de%”m(y)S/AJmf(SC)dZm(m)S/\Qm N(fA,y)dA" (y).

R R”

L’inégalité étant valable pour tout A > 1, on a le résultat en faisant tendre A vers 1.

La seconde étape de la preuve est de considérer A C {z € R™, J,, f(x) = 0}. Alors soit £ > 0 fixé,
et g : R™ — R™ x R™ Dapplication telle que g(x) = (f(x),ex). Alors Dg(x) = (Df(x),el), Dg(x) est
injective, et ||Dg(z)|| < Lip(f) + €, donc Jg(x) < e(Lip(f) + &)™ ™1, et quitte & se restreindre a des
compacts, en supposant que £ (A) < oo, on a

AT (f(A)) <A™ (9(A)) = Ang(w)df’”(x) < e(Lip(f) + )" L™ (A).

Le résultat s’ensuit finalement en faisant tendre € vers 0.
On en déduit un théoreme de changement de variable général suivant :

Théoréme 4.2.6. Soit A C R™ un ensemble L™ -mesurable, f : R™ — R"™ une application lipschit-
zienne, et g : A — R une fonction L™ -intégrable. Alors

(@) f(z)dL™ (7) = (z)dA™ ().
/Ag /R meAr%:I{y} !

Démonstration. 1l suffit de montrer le résultat si g est une fonction indicatrice, par le procédé standard
d’approximation. Or dans ce cas il s’agit de la formule de laire.

Enfin, avec de passer a des applications, mentionnons la formule de la co-aire, qui traite le cas ou
f:R™ = R" avec m > n.

Théoréme 4.2.7. Si f:R™ — R", et A C R™ un ensemble ™ -mesurable, et g : R™ — R, alors

/Ag(x)Jnf( )L™ (2 / /Amf AT @ @)

Rappelons que si a« € A"T*R™ est une n-forme différentielle sur R™, alors si a(z) = f(z)dz1A- - -Adxy,
et f:R™ — R est une fonction intégrable, on définit I'intégrale de « par

/ﬂ o= /n ),er A Aep)d L (z) = - flz)dL"(x)

De plus, si M est une sous-variété orientée de dimension m de R", (U, ¢) une carte locale de M, et
a € N™T*M telle que supp(a) C M, on définit

/a—/ o) adﬁm(x).

Et par définition, on a, si x € M, et (vy, -+ ,vy) € R™,

(0™ al@)(vr, -+ om) = alp™ (@) (de~ (2) o1, do ™ (@) - vn)
= a(p™' (@) (Amde™ (z) (01 A=+ Awn)).

On obtient donc, si « est la forme volume canonique de M,

/a—/ Toio~L(2) dL™ (3 )—/Ud%mu)
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En utilisant une partition de I'unité, on obtient la formule
Vol(M) = 2™ (M).

Enfin, si f : M — R, on peut donc naturellement définir

/ fa= [ f@ydrm ( / e 1<x>d$’”(z)>
M M

si le support de f est inclus dans un ouvert de cartes (U, ¢) pour la derniére inégalité. Les deux théorémes
4.2.4 et 4.2.6 sont tres utiles pour calculer des intégrales sur les sous-variétés, qui seraient difficilement
accessibles par les méthodes habituelles de géométrie différentielle, comme par exemple le volume des
Grassmanniennes ou des groupes orthonormaux (voir [Fed69], p.263).

4.3 Ensembles rectifiables, espace tangent

Le but de la partie suivante est de traiter le probleme de Plateau, et pour cela nous allons utiliser la
méthode standard, consistant a montrer un résultat de compacité pour une classe plus grande que les
variétés, et donc de définir des notions de convergence.

Définition 4.3.1. Un sous-ensemble M de R™ est dit m-rectifiable s’il existe des fonctions lipschitziennes

fe :R™ = R™ (k > 1) telles que
H™ (M\ U fk(IR{m)) =0.

k=1

Remarque 4.3.2. Cette condition est équivalente a la condition plus naturelle suivante :
o0
M = U M,
k=0

olt My, est une sous-variété de classe C! pour k > 1, et ™ (M,) = 0. Signalons que, dans le cas m = 1,
cette définition coincide avec la définition usuelles des courbes rectifiables. On rappelle quune courbe
v :10,1] — R™ est rectifiable si sa longueur, définie par

)= SHP{Z [v(ak) —y(ak-1)], 0=1ao < -+ <am=1,m > 1}
k=1

est finie. De plus, on peut montrer que 7' = [. Pour la preuve que les ensembles rectifiables et 1-
rectifiables coincident, voir [Fal86], chapitre 3, p.28.

Définition 4.3.3. Soit M C R™ un ensemble .77 -mesurable, de ™ -mesure localement finie. On dit

que M admet un espace tangent en x € M s’il existe un sous-espace vectoriel V- C R” tel que

lim Fy)dA™(y / Fy)dA™(y)

e—0+ J (M—2)
€

pour tout f € C.(R™). On le notera T,, M.

Mentionnons que cette définition coincide avec ’espace tangent usuel si M est une sous-variété de
R™. En effet, par définition de 1’espace tangent [BG12], et de I'isomorphisme entre T,, M et R™ il suffit
de regarder le cas ot M =] —1,1[™x{0}"~™, = = 0.

/M f(y)d%m(y) _\/]'1 f(tl’... 7tm70)d$m(t) . f(y)djfm(y)

)%[m, Rmx{o}n—m

quand € — 0T,
La propriété fondamentale des ensembles rectifiables est que ce sont exactement ceux possédant un
espace tangent presque partout. Précisément, on a :
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Théoréme 4.3.4. Soit M C R"™ un sous-ensemble 7™ -mesurable et de F" -mesure localement finie.
Alors M est m-rectifiable si et seulement si M admet un espace tangent en ™ presque tout point.

Nous ne prouverons pas ce théoréme ici, car cela ferait une diversion un peu longue, le sens (direct)
que nous utiliserons devrait faire appel a d’autres notions non utilisées par ailleurs. Pour la preuve, voir
[Kra08] p.150, ou [HS86] p.23. Nous introduisons pour terminer une nouvelle classe de distributions, qui
nous seront utiles par la suite.

4.4 Fonctions a variation bornée

On fixe & nouveau un ouvert U C R™.

Définition 4.4.1. Une fonction f € L'(U) est a variation localement bornée si sa différentielle faible
est une mesure de Radon (signée) a valeurs dans R™ autrement dit, s’il existe une mesure de Radon
= (g1, pn) : B(U) — R, telle que pour tout ¢ € CL(U), et tout 1 < j < n,

/ F(@)050(x)d.2" (x) = — / (@) dps; ().
U U

Nous noterons p = o||Df]| la décomposition polaire de i, ot o : U — R”™ est une fonction mesurable
telle que |o| = 1 £ presque partout, et || D f]| est une mesure positive, et BV},.(U) 'ensemble des telles
fonctions sur U. Si de plus la mesure p est finie, nous dirons que f est a variation bornée, et I’ensemble
des fonctions & variation bornée sera noté BV (U).

L’intérét de cette définition est qu’elle constitue un cadre naturel pour le calcul des variations.

Proposition 4.4.2. 1) Une fonction f : U — R est d variation localement bornée si et seulement si
pour tout V CC U,

sup {/ f(z)divp(z)dZL™ (x),p € C’i(U, R™), suppy C V. ||¢]lco < 1} < 0.
U

2) Une fonction f : U — R est a variation bornée si et seulement si

P {/Uf (2) div p(2)dL" (), p € CHUR), [[glloo < 1} .

Démonstration. 1) D’aprés la définition précédente, une fonction & variation bornée vérifie bien cette
inégalité car p est une mesure de Radon. Réciproquement, d’apres le théoreme de représentation de
Riesz, les dérivées faibles de u étant des formes linéaires continues sur C}(U), on peut les prolonger par
continuité & C.(U); on déduit existence d’une mesure de Radon p = (p1,- -, ptn) & valeurs dans R™
telle que pour tout ¢ € CL(U), 1 < j <n,

| 1@0,e@azr@ = - [ cwin .
2) Il suffit de remarquer que la condition est équivalente & || D f||(U) < occ.

Corollaire 4.4.3. L’espace BV (U) muni de la norme ||f||pv = ||fl|zr@w) + |Df|(U) est un espace de
Banach.

Démonstration. Si (fn)nen C BV(U) est une suite de Cauchy, alors (f,)neny C LY(U) est de Cauchy,
donc converge vers une fonction f € LY(U). De plus si p € CH(U,R"), |l¢]lc < 1, par le théoréme de
convergence dominée,

/U f@)dive(z)dZ"(x) = lim [ fi(z)dive(z)dL"(x)

k—oo Jir

k—o0

= — lim U<p(:v) -0 ()d|| D fil|(x)
< liminf [ D fi [[(U).

Donc f € BV (U), ce qui termine la preuve.
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Remarque 4.4.4. Le théoreme de représentation de Riesz nous dit également que

IDfHV)me{ﬂ;ﬂ@dwvﬁw¢fﬂw%¢€CﬂU%mmpwc‘W@HS1}~

Nous terminons par une propriété importante des fonctions & variation bornée, qui nous sera utile
dans la preuve du théoréme d’existence de courants minimaux. On introduit pour cela la définition
suivante.

Définition 4.4.5. Soit u une mesure sur R”, on définit la fonction maximale de p par

Max,(z) = ililo) W.

Si f : R™ — R est mesurable, on dit que z € R™ est un point de Lebesgue de f si
1
hmi/ flx)— fy)|dZ"(x) =0
) Sy, V@)~ T2 @)

Remarque 4.4.6. 1) Rappelons qu'un théoréme de Lebesgue affirme que £ presque tout point de R™
est un point de Lebesgue pour une fonction intégrable. 2) On peut prouver par exemple que si U est

borné, f est de classe C!,ona o = et |[Df]| = |Df|-£L™, ce qui redonne la formule de Gauss-Green.

IDf |’
Lemme 4.4.7. Si f € BV(U), ot U est un ouvert de R™, et si 0 est un point de Lebesgue de f, alors

|f(@) = FO)| o Df()| . Mo )
~/B(0r) |z| dg / /B(Otr) tm df (z)dt < a(n)r"Max|[Dfl|(z)

Démonstration. Si f € BV (U)NCY(U), alors

/B(M/ \Df(t2)|d.L (2)dt
_ /O /B o w%d;f”(x)dt

Le résultat s’ensuit par densité de C1(U) N BV (U) dans BV (U), ce qu’on démontre avec la méthode
habituelle de convolution (voir [EG92], p.172).

Proposition 4.4.8. Soit f € BV (U), et x, y des points de Lebesque de f dans U, alors

|f(x) = f(y)] < 2"(Maxps(z) + Maxps(y))|z — yl

ty

, alors par le lemme précédent

B(p:r)

x
Démonstration. Si x # y, soit 2r = |z —y|, et z =

|z =yl |z =y
[ U@ Ol £~ @)
B /B(p,r) |$ - Z| “z ( ) * /B(p,r) |Z - y| i ( )
@)~ 1) o 1)~ 1@y
= /B(z 2r) |JI—Z| i ( )+/B(y,2r) ‘Z_y| i ( )

< a(n)(2r)" (Max| py|(z) + Maxps| (y))-
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Chapitre 5

Théorie des courants, probleme de
Plateau

5.1 Probléme de Plateau

5.1.1 Enoncé du probléme de Plateau

On s’intéresse ici aux surfaces minimales simplement connexes. On peut donc les paramétrer par le
disque unité dans R2.

Définition 5.1.1. Etant donnée une courbe de Jordan (c’est a dire I'image d’un plongement de S ! dans
R3) T' dans R3, on dit que X € C%(B,R3) N C?(B,R3) est une surface minimale de bord T si
AX =0, |X.=1X% (Xu.Xy)=0.

et X|s1 est un homéomorphisme de S sur I'. C’est donc une surface minimale réguliere, a laquelle on
impose des conditions au bord.

5.1.2 Résultats connus

Mentionnons quelques résultats fondamentaux sur les problémes d’existence de solution au probleme
de Plateau. On peut prouver par des moyens élémentaires le théoréme suivant

Théoréme 5.1.2 (Douglas, Rado, 1930). Pour toute courbe de Jordan fermée rectifiable I C R3, il
existe une solution au probléme de Plateau 5.1.1.

Cependant, la preuve (voir par exemple [DHKWO91]), si elle est accessible grace aux méthodes déve-
loppées jusqu’ici, ne se préte pas a la généralisation a d’autres types de probleme. C’est la raison qui
nous pousse a présenter la théorie des courants, qui forme un langage naturel et général pour les pro-
blemes variationnels. Par exemple, griace a cette théorie, le probléme de savoir si une courbe délimitait
une surface minimale plongée (sans auto-intersection) a été résolu.

Théoréme 5.1.3 (Hardt-Simon, 1979). Toute courbe de Jordan T' C R? de classe C* (0 < a < 1)
borde une surface minimale orientable plongée.

5.2 Définitions

5.2.1 Courants

Le but de cette partie est de se placer dans un contexte plus général afin de pouvoir traiter le
probléme de Plateau dans n’importe quelle dimension. L’outil essentiel va s’avérer étre une généralisation
des distributions, les courants, qui seront définis comme des formes linéaires sur l’espace des formes
différentielles lisses & support compact. Dans la suite, on fixe un entier n > 1.
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Définition 5.2.1. Soit des entiers 1 < m < n. On définit :
Alm,n) ={(M\, -, Am) €{L,-- ,n}, 1 <A\ < - < A <n}

Pour toute m-forme différentielle w, on notera

w = Z wAd:c)\

AEA(m,n)

I'unique décomposition de w dans la base (dzx)xea(m,n), OU dry = dax, A--- Adxy,, , et wy € CZ(U).

m?

Définition 5.2.2. Soit U un ouvert de R™. On définit
En(U) = C®(U,AN"R"), Dn(U)=CX(U,AN"R")
On munit &,,(U) de la topologie naturelle engendrée par la famille de semi-normes

ol = D 1Dl
AEA(M,n)

pour j € N, a = (a3, -+ ,a,) € N”. Pour définir une topologie sur %,,(U) = C°(U, A"™R"), on se
donne une suite exhaustive de compacts de U, (K;);>1 C U, et on munit Z,,,(U) = C(U, "™R") de la

o0
topologie limite inductive correspondant & la décomposition C2°(U, A™R™) = U CZ(K;, N""R™) ou la
j=1
topologie de C2°(Kj, A"™R™) est engendrée par la famille (|| - ||, x;,1)i>1-
Rappelons la définition de limite inductive de topologies :

Définition 5.2.3. Soit X un espace vectoriel. On se donne une famille croissante (X,,),>1 de sous-
espaces de X, ou chaque X,, (n > 1) est muni d’une topologie localement convexe T, telle que T,11
restreinte a X, soit égale a 7T,. Soit U la collection des ensembles convexes équilibrés, absorbants U de
X tels que U N X,, € 7, pour tout n > 1. Alors U est une base de voisinages de 0 d’une topologie
localement convexe sur. La topologie T sur X engendrée par U est appelée topologie limite inductive
des (Xy, Tn)n>1, €t notée

(X’ T) = h_1>n (Xm 771)”21'

Une construction équivalente serait de prendre la topologie la plus fine qui rende toutes les injections
tn : X = X, (n > 1) continues. Cependant, si cette approche a ses mérites pour définir la topologie
limite inductive dans la catégorie des espaces topologiques, ici elle ne donne pas de fagon immédiate la
structure d’espace vectoriel localement convexe. En ’absence de confusion, nous noterons plus simplement
I’espace X, muni de sa topologie limite inductive, par X = hg X

Proposition 5.2.4. Soit X = @ X, Y deux espaces vectoriels topologiques localement convexes
(e.v.t.l.c.). Alors pour qu’une application linéaire T : X — Y soit continue, il faut et il suffit que
pour tout n > 1, Tix, soit continue.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement de la définition, car T|x, = T o tn, et 1, : X, — X est
continue.

On peut a présent définir les courants sur un ouvert U C R™.
Définition 5.2.5. Soit U un ouvert de R™. On définit
En(U) = (Em(U))'s Z,,(U) = (Zm(U))'.
Ce sont donc les duaux topologiques des espaces de la définition 5.2.2, ot Z,,(U) est bien muni de
la topologie limite inductive de la décomposition C2°(U, A™R"™) = G C(K;, N""R™). On appellera

j=1
courant de dimension m sur U C R™ un élément de 2,,(U).
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5.3 Opérations sur les courants

5.3.1 Opérations élémentaires

On peut a présent définir le support d’un courant, le produit cartésien, la convolution, en calquant
la construction sur les distributions. L’identification entre un courant & support compact et &’ est donc
immédiate d’apres la preuve dans le cadre des distributions.

Définition 5.3.1. Soit S € Z/(A), T € Z;(B), o0 ACR", BCR™, etp: AxB— A, q:AxB— B
les projections canoniques. Alors S x T' est défini de maniére unique comme le courant sur %, j(A x B)
vérifiant la condition suivante :

(S x T)(p*a A q*B) = { g(a)T(ﬁ) Siinog € 7,(A), 8 € 7;(B)

En effet, d’aprés un théoreme de Weierstrass, les fonctions de la formes "produit tensoriel", sont
denses, au sens de la convergence uniforme dans ’espace des fonctions continues. Plus précisément, soit
K1, Ko deux espaces métriques compacts. Si f € C(K3), g € CY(K3), on définit sur K7 x Ko, muni de
la topologie produit, f ® g, par f ® g(x,y) = f(x)g(y), si € K1,y € Ko. Alors si C%(K;) ® CY(K>)
est I'espace vectoriel engendrée par les fonctions de la forme f ® g, cet espace est dense dans CO(K; x
K5), muni de la topologie de la convergence uniforme. Par conséquent, en définissant S ® T comme
précédemment, on peut I’étendre en un courant sur A x B, par prolongement par continuité.

Définition 5.3.2. Si T € 7,,(U), ¢ € &,(U), p < m, alors on définit TL ¢ € 9, _,(U), par

(TL)(W) =T(p A1), pour tout ) € Dn_p(U).

Si&: M — ApR™ est un p-champ de vecteurs sur R, alors on définit T'A & € 9, ,, par

(T A €)(W) = T(nt(€)), pour tout § € Dpnsy(U),
ou int(€)vy désigne le produit intérieur usuel. Si m > 1, on définit le bord de T', noté 9T € D,,_,(U) par
AT () = T(d), pour tout ) € Dp—1(U)

Sim =0, 9T = 0. On peut aussi dériver les courants, si ¢ = ZAGA(m_’n) Padxy, et o € N,
O*T(p) = (=1)l*1 Y~ T(8*¢aday).
AEA(m,n)

Comme on peut "tirer en arriere" les formes différentielles, on peut "pousser en avant" les courants de
la maniére suivante : si f € CY(U,V), T € 2,,(U), et foupp (1) est propre, on définit f.7 € 2}, (V) par

FT(p) =T(f"¢)
pour tout ¢ € Z,,(V).

Les choix de signes dans la définition précédente sont motivés par la formule de Stokes. Si M est une
sous-variété orientée de R™ (avec ou sans bord), et de dimension m, il existe une unique section lisse £
de A"™TM ~ M x R, orthonormée, et compatible avec l'orientation. On associe & M le m-courant [M]
sur R™, défini par la formule

[MM=AWW%W

Alors la formule de Stokes s’écrit 9[M] = [0M].
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5.3.2 Homotopie des courants

Soit f,g : U — V des applications lisses, et H : [0,1] x U — V une homotopie lisse entre f et g,
ou H(0) = f, H(1) = g. On identifiera ici [0, 1] avec le 1-courant [[0, 1]] associé. Soit T € 2 (U), si la
restriction de H & [0,1] x supp T est propre, alors H,([0,1] x T') € D;,, . ,(V), et

OH.([0,1] x T) = H,(D([0, 1] x T))
= H.(0; x T — 8y x T + (—1)%&l%1[0, 1] x aT)
=g.T — f.T — H.(]0,1] x 9T).
Ce qui se réécrit en g. T — f. T = 0H,([0,1] x T) + H.(]0, 1] x OT) Cette formule sera encore valable dans

le cas des fonctions lipschitziennes, et pourra permettre d’écrire une théorie homologique des courants
satisfaisants aux axiomes d’Eilenberg-Steenrod, on renvoie & [Fed], p.464.

5.4 Classes particulieres de courants

L’introduction des courants a pour but de donner un cadre adéquat aux problémes variationnels tres
généraux. Ici, on s’intéresse particulierement au probleme de Plateau. La démarche générale va donc étre
de prouver un théoréme de compacité dans un ensemble suffisamment grand, et qui possede de bonnes
propriétés de passage a la limite.

Définition 5.4.1. Soit T € 2/, (U) un courant. Alors pour tout W C U, on définit la masse de T
relativement a W par

AMw (T) = sup{T'(w),w € Zpn(U),supp(w) C W, [lw| < 1}

Et la masse de T, est #(T) = .#y(T). On dit que T minimise l'aire si #w (T) < .#w(S) pour tout
W C U relativement compact, pour tout courant S tel que 0T = 95, et supp (S — T') est compact.

Théoréme 5.4.2. Soit T € 9,,(U) un courant tel que My (T) < oo pour tout W CC U. Alors il existe
une mesure de Radon pr sur U, et une application pr mesurable, £ : U — ApR™ telle que ||€]| = 1
pr-presque partout, et

T(w) = /U (@), £(x)) dpr(z)

Démonstration. La preuve repose sur la formule suivante :

T = Z (TLdxy) Aex.

AEA(m,n)

Par conséquent, pour tout A € A(m,n), TL dz) est une fonctionnelle continue sur 2(U) ; ainsi, il existe
une mesure de Radon iy, et une fonction localement intégrable f,U — R, telles que pour tout ¢ € Z(U)

TL dax(p) = /U (@) fr(@)dua (2).

Si pr est la mesure de variation totale des py, et en ajoutant les fonctions fyey, quitte a renormaliser
cette fonction on obtient la fonction £ : U — A,,R™ requise.

Un courant s’écrivant sous la forme intégrale du théoréme 5.4.2 sera dit représentable par intégration.
Nous utiliserons occasionnellement la notation ur = ||T||, £ = T', de telle sorte que T = T A ||T||. Si

A C U est |T||-mesurable, on définit TL A =T A (]|T||L A); on renvoie & la section 4.1.3 pour cette
derniére définition.

Définition 5.4.3. Soit T' € 2,,(U) (m > 1) un courant de masse localement finie, et f : R” — R une
application lipschitzienne. Alors on définit la section de T suivant f, en t € R, par

(T, f,ty =0T LA{f <t})—(OT)L{f < t}.
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Il s’agit donc d’un courant de dimension m — 1 sur U. Si f : R — R™, alors on définit par récurrence
sizeR™,

<Ta fa $> = <<Ta (fh e afm—l)v (xla o ,fl?m_l)), f’mvx’m>
si f: (.fla"'fm)a et x = (x17"' axm)-

Pour motiver cet exemple, regardons ce qui se passe dans le cas d’une sous-variété M de dimension m
de R™. Si on suppose f : R™ — R lisse, soit ¢ € R, tel que f restreinte & M N f~1{t} soit une submersion
en tout point. Alors, si par exemple T, M ¢ T, f~'{t} = Kerdf(z) pour tout x € M N f~'{t}, alors M
et f~1{t} sont transverses donc M N f~{t} est une sous-variété de dimension m + (n —1) —n =m — 1,
et c’est le bord de M N f~1(] — oo, t[). La formule de Stokes entraine que la section par f de M en t est
le courant associé a la sous-variété M N f=1{t}.

Définition 5.4.4. Un courant T € 2], (U) est dit rectifiable 8’il existe M C U, £ : M — Ap(R™), et
0: M — R, tels que

1) M soit s™-rectifiable, de mesure S localement finie,
2) 0 est localement 2 -intégrable,

3) & est S ™-mesurable, et pour J£™-presque tout x € M, £(z) est un m-multivecteur complétement
décomposable de T, M.

Et enfin, T s’exprime de la maniére suivante :
T@) = [ (o). 8@ ™ @)

pour tout w € Z,, (U). Side plus 0 : M — N, T est dit rectifiable entier. Nous noterons %y, (U) ’ensemble
des courants rectifiables a coefficients entiers, qu’on appellera plus briévement courants entiers.

On peut donner une motivation simple a cette définition. Les ensembles rectifiables de dimension
entiére peuvent étre décomposés comme une union dénombrable de variétés C', ainsi que d’un ensemble
de mesure ™ nulle (voir par exemple [Kra08], p. 148). Si on s’intéresse au probléme de Plateau, on
va justement se placer dans un cadre ou on autorise a priori des singularités pour les solutions, afin
d’obtenir des résultats d’existence. Cette catégorie de courant est stable par combinaison a coefficients
entiers (positifs), par produit. Ceci permet par exemple d’étudier le probléme de Plateau pour des surfaces
bordant plusieurs courbes données.

5.5 Théoréme de compacité

Théoréme 5.5.1 (Théoréme de compacité). Soit (Tx)ren C ), (U) une suite de courants entiers tels
que

sup(A (Tx,) + A (0T})) < o0

keN
Alors il existe un courant entier T € 9, (U), et une sous-suite (p(k))ren tels que Ty — T quand
k — oo.

Le principe de la preuve est de se ramener a la dimension 0.
Lemme 5.5.2 (Initialisation). Sous les notations de 5.5.1, le théoréme est vrai pour m = 0.

Démonstration. Un courant entier de dimension 0 est une combinaison linéaire a coefficients entiers de
masses de Dirac. D’apres le théoréme de Banach-Alaoglu, quitte a extraire, il existe T € 2'(U), tel que
Ty, — T dans 2'(U). Notons
N = sup A (T}) < oc.
keN
Soit r > 0, et
N
k
TkLB(O,T) = ZQJ(SI§
§=0
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Ou (a¥)o<j<n C Z, |ak| < M, (zF) € B(0,r). Alors quitte & extraire, on suppose que a¥ — a; € Z, et
ch — x; € B(0,7). Par conséquent,
N
TLB(0,r)= Z a;0y, .
j=0

Enfin, #(T) < N < o0, donc pour r > 0 suffisamment grand, T = TL B(0, r), ce qui conclut la preuve.

5.5.1 Courants de dimension 0

Comme la preuve du théoreme de compacité revient a étudier des courants de dimension 0, nous
allons développer quelque outils pour montrer le théoreme de compacité.
Remarquons que si T € Z,,(R™), alors

T= > (TLdxy)Aen.
AEA(mM,n)

d’apres le théoréme 5.4.2. Par conséquent, si w € D,,(U), wx = w(ey), pour A € A(m,n), py : R™ —
anx = (‘Tlv e 7xm) = (xk(l)a T ,.I/\(m)), alors

Tw)= Y pu(TLlw)(dey A Aday,)
AEA(m,n)
= Y [ @mhaendzne)
AEA(m,n) "

Pour la derniére égalité, qui nécessiterait d’introduire la formule de la co-aire (dont la preuve est analogue
a celle de la formule de aire), on renvoie & [Kra08].

Théoréme 5.5.3 (Critére sectionnel). Un courant T € 2] (U) est entier si et seulement si (T,px,x) €
Ro(R™) pour tous A € A(m,n),z € R™.

Théoréme 5.5.4 (Critére mesurable). Soit T € 2, (R™) un courant satisfaisant les trois conditions
sutvantes :

1) #(T)+ #(0T) <
2) T =210, ot 6:R" = N est ™ -mesurable.
3) {x € R™,0(x) > 0} est m-rectifiable.

Alors T est un courant entier.

5.5.2 Preuve du critére mesurable

Dans ce paragraphe, nous allons développer quelques notions indépendamment dignes d’intérét, pour
étre en mesure de prouver ce critere. Le preuve repose sur des approximations par des courants lisses,
qui fonctionnent sur le méme principe de convolution que pour des fonctions ou des distributions.

Définition 5.5.5. Soit (p.).>0 une approximation de dy (voir [Fed69] p.223 et p.346 par exemple). Alors
siT € 2/, (R"), on définit T, € 2,,(R™) par

T(p) = T(pe )
pour tout ¢ € Z,,(R™).
Lemme 5.5.6. 5i T € 2/, (R"), alors :
1) T. = T faiblement quand € — 0.
2) D*T. = (D°T)., pour tout o € N™.

3) Pour tout € > 0, T. s’identifie a la m-forme a. € &,(R"), telle que a.(x) - v = Ty(p:(y — x)v),
pour tous x € R™, v € A"R"™.
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4) St U C R™ est un ouwvert connezxe, et supp D;T C R" \ U, pour 1 < j < n, alors il existe
v € Ay R™ tel que

7(¢) = [ (pla).v) 42"
U
pour tout ¢ € D, (R™), tel que suppp C U.
Démonstration. Les points 1) et 2) sont des conséquences faciles des définitions, et pour le point 3),
D;p-(y — x)v étant continue en z,y,v, pour tout 1 < j <n, si p € Z,,(R"),
/ (ac(z), ¢(2))d L™ (x) = / Ty(pe(y — x)p(x))dL" (x)

1, [ pely = D)pl@)dL" (@) = Tlp. ) = T.(5)

L’interversion est f et T étant justifiée par des sommes de Riemann, comme dans le cas de la preuve
pour les distributions d’interversion du crochet et de l'intégrale, on renvoie & [Fed69], p. 348. Pour la
preuve du 4), on peut supposer que U est relativement compact et que supp T est compact. Soit = € U,
et Uz(z) la composante connexe de x dans U N{y € R",d(y,R™\ U) > ¢}. En appliquant le point 3), on
a Dja.(y) = 0 pour tout y € U, 1 < j <n, donc a, envoie U, sur un seul v, € A™R", et

T(p) = lim [ (p(z),v:)dL" (z),

e—0t R™

si supp ¢ C U. De plus, pour tout w € A™R", et tout § > 0,

(vs, W) = ae(x) - w= lim (ps(y — z)w,ve) d L™ (y) = lim (ve,w)

e—=0t Jgn e—0t
donc v, est indépendant de € > 0.

Théoréme 5.5.7 (Théoréme de constance). Soit T € 2, (U), 0T = 0, et U est un ouvert connezxe de
R™ alors il existe un nombre a € R tel que T = a(E"LU), ou E" = L™ Ne1 A+ Ney.

Démonstration. En premier lieu, 0T A e; = (=1)"D;T. D’apres le point 4) du lemme, appliqué au cas
m = n, pour tout v € A"R", il existe a € R" tel que

(v,wy =aley A--- Aey,w)y pour tout w € A"R"
Par conséquent, si A est un ouvert connexe de U, et supp 0T C UAA, alors il existe ¢ € R tel que
supp (T — c¢(E"LU)) c UAA.
En appliquant le résultat & A = U, la preuve du théoréme est achevée.

Corollaire 5.5.8. Si T € D/ (R"), et 9T = 0, suppT C V, ot V est un sous-espace vectoriel de
dimension m de R™, alors il existe a € R tel que T = ¢V, i.e. T = c¢(F™LV)vy A+ AV, 00
(v, ,vm) est une base orthonormale de V.

Démonstration. (du critére mesurable) La condition 1) implique que T est représentable par intégration,

on a donc si M = {x € R",0(z) > 0}

T(w) = /N (w(z), £(x))dA™ @),

De plus, M admet un espace tangent en S presque tout point, et d’apres le théoreme 5.5.13, comme
|0T||(R™) = 4 (0T) < oo par

o7 (B ) _

Ma =
Xjor) (@) = $up = 55
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pour J#-presque tout x € M donc

r—0+ rn

—x
pour J#™-presque tout x € M. Si x € M vérifie cette derniere égalité, alors si f.(y) = L, considérons
€

les suites fe.T et f..O0T, pour € > 0; si on choisit une suite (ex)ren qui tend vers 0, ces deux suites de
courants ont une masse bornée, donc quitte & extraire, ces suites convergent respectivement vers S et

0S. De plus, ?(m) = ?(m), et S =0, supp S C T, M. Le théoréme de constance 5.5.7 nous dit donc
que T (z) a la forme voulue.

Définition 5.5.9. Soit (E,d) un espace métrique, on note dy la distance de Hausdorff sur les sous-
ensembles compacts de E, définie par :

dpg = max{sup d(z, B), sup d(A4,y)}
T€A yeB

si A, B C FE sont compacts. On introduit la distance sur les courants de dimension 0, qu’on appelle
métrique plate

dp(S,T) = inf{.#(A) + .#(B),S — T = A+ OB}

Définition 5.5.10. Une fonction mesurable f : R™ — %,(R™) est & variation bornée si pour toute
fonction ¢ : R™ — R lipschitzienne la fonction

z = f(z)(p)

est a variation bornée, et
IDfl = sup [[Df(p)] < oo

p€Lip; (R™)

ou Lip; (R™) = {¢ : R™ — Rlipschitzienne, ||¢]lcc < 1, || D¢llco < 1}.

Définition 5.5.11. On définit pour une fonction f : R™ — %,(R™) & variation bornée la mesure de
variation totale || D f]|, par

Vary(A) =  sup /|Df ©)|dZL™ (x)

p€Lip; (R™)

= sup {/ u(x) (@) divp(z)dL™(x), 1 : R™ — Rlipschitzienne, suppy C A, p € Lipl(R”)} .

pour tout A C R™.

Lemme 5.5.12. Si T € 9, (U), U C R"™ est un courant normal, et py : R — R™, (z1, -+ ,x,) —
(Tr@ys - s Ta@m)), pour X € A(m,n), alors uy : R — %o, x +— (T, px, ) est a variation bornée.

Démonstration. Soit ¢ € CH(R™,R™), supp(¢)) C V, et dzj =daxg A+ A d/:r\j A Adx,, alors

| @000, 2™ @) = [T L @) opa)dos A+ A dzn)(0)

= |T(pd( o px)dz;)|
= [0T(p( 0 pa)da;) — T(¢ o padip A ;)|
< 9T(|(V) + 1T][(V).

Par conséquent, on en déduit que ||[Duy ()| < m()|0T||(V) + || T||(V)).
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5.5.3 Inégalités maximales

Enoncons un lemme sur la fonction maximale qui nous sera utile par la suite, et que on trouvera
dans [Duq] th. 4.6.6 (dont on n’utilisera seulement une partie), dont la preuve se base sur le lemme de
recouvrement de Vitali.

Théoréme 5.5.13. Soit u: Z(R™) — R une mesure signée Borel-réguliére. Alors pour tout a > 0,

ZL"({x € R",Max,(z) > a}) < W

a

Proposition 5.5.14. Soit f : R™ — Z(R™) d variation bornée. Alors il existe un ensemble A de L™
mesure nulle tel que

M= |J suppf(x)

TERM\N
soit m-rectifiable.
Démonstration. En premier lieu, £™({x € R™, Max| p,|(z) = co}) = 0. De plus d’apres la proposition
4.4.8,
dp(f(z), f(y)) < 2™ (Maxvar, (¢) + Maxva, (y))|z — y|

pour .£™ presque tous z,y € R™, car f(p) € L*(R™), pour tout ¢ : R* — R lipschitzienne, donc quitte
a choisir un sous-ensemble dénombrable dense & dans Z(R™), et a considérer B C R™ la réunion des
ensembles de points ou f(p), ¢ € &, on a L™ (F) = 0, donc nous sommes amenés a poser A = {z €
R"™, Maxvar, (¥) = 0o} U B. Alors £ (A) = 0. De plus, on vérifie facilement que M = (J; ..o Ms,e, ol
(B’ désigne la boule privée de son centre)

Mse = {z € Rna/u'f(y)({w}) > epour uny € N5,E}

m 1 9
Ns . = {y eR \A,Max\/arf (y) < %et ,Uf(y)({x}) >e= [Lf(y)(B,(l‘,35)) < 3}

11 suffit donc de vérifier que M; . est rectifiable, et le résultat s’ensuivra en prenant un sous recouvrement
dénombrable des (Ms.)s >0 de réunion M. Soit A C M;., avec diam A < §, montrons que

2m
|z1 — 22| < 367(5 + Dy — 2|
pour tous x1, 72 € A, y1,y2 € N5 tels que g, y(z;) > ¢, pour j = 1,2. Soit 2,2’ € A, d = |z —2'| <9,
et ¢ € Z(R") telle que
_ =yl st -yl <d
SO(y)_{O si |z —y|>20
et ||¢]loo <0, |[Dplloo < 1. Alors

FW) (@) < (@) s ({2}) + sy (B (2,26))d < %

et
de 2de

£ 2 i (D PG g (B (w29 2 e - 5 = 22,

Par conséquent,

§|1‘ — 2| <|fy)(e) — F) ()l

< sup{[lllsc, [ldell oo p (f (1), f(4'))
< (5 + 1)2m<MaXVarf (y) + MaXVarf (yl))‘y - y/|

2’H’L ,
< (5+1)7|y—y |-

De plus d’apres le théoréme 5.5.4, pour presque tout y € Ns ., il existe au plus un z = g(y) € A. Et ¢
est lipschitzienne sur son domaine. Le résultat s’ensuit. En effet, la masse est faiblement semi-continue
inférieurement ; autrement dit, si T, — 7', alors .#(T') < likm inf A (T}).

— o0
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5.5.4 Fin de la preuve

Démonstration. (du critére sectionnel) Par le critére mesurable,

UT day :/ H(T,m’w)dfm(a:)
R'VYL

a son support sur un ensemble rectifiable M) correspondant a fy = (T,py,-). Par conséquent, ur <

E WT de, ason support inclus dans U M. Par le critére mesurable a nouveau, T est entier.
AEA(m,n) AEA(m,n)

Démonstration. (fin de la preuve du Théoréme de compacité) D’apres le théoreme de Banach-Alaoglu,
soit T € 2] (U) tel que T, — T quand k — oo (quitte a extraire). Alors pour £ presque tout x € U
les sections de (T, pa, ), convergent vers celles de T, (T, py,x). Et comme elles sont de dimension 0,
on en déduit qu’elles sont entieres par le cas m = 0, et par le critére sectionnel, on en déduit que T est

entier.

5.5.5 Existence pour le probleme de Plateau

Théoréme 5.5.15 (Probleme de Plateau). Soit S € 2,,_1(R™) un courant entier a support compact, tel
que 0S =0, et A (S) < 0o. Alors il existe un courant entier T € D), (R™) d support compact minimisant
Uaire tel que 9T = S.

Démonstration. Soit h(t,z) = tx, et T1 = h.([0,1] x S) est entier et 9Ty = S, d’apres la formule
d’homotopie des courants, et 4 (T1) < .#(S). Si supp S C B(0, R), ou R > 0, alors soit

plo) = min (1,4 ) 2.

Si 9T = S, alors 9p. T = S, et M (p.T) < 4 (T). Par conséquent, on peut choisir une suite minimisante
a support dans B(0, R), et de masse majorée par .# (S). Le théoréme de compacité nous donne le courant
voulu. De plus la preuve permet de supposer supp T compact.

Théoréme 5.5.16 (Differential form argument). Soit T' € 2, (U), tel que #(T) < co. S’il existe une
(m — 1)-forme ¢ telle que A4 (T) = T(dp), et ||do| <1, alors #(T) < M (S), pour tout S € 2/ (U) tel
que 0S = OT.

Démonstration.

A (T) = T(dp) = 9T (p) = 05(p) = S(dp) < .A(S).

Théoréme 5.5.17. Une surface M = {(z, f(z)),x € U C R"}, f : R™ — R est minimale si et seulement
si elle vérifie l’équation dite des surfaces minimales :

Df
Vit D

En reprenant les notations de I'introduction, Si g € C}(R"), et ¢ € R, on définit

div

Alt) = /U VIT D T ig)@)Pd2" ().

Alors, f + tg satisfait encore les conditions au bord. Par conséquent, A admet un minimum local en 0.
D’autre part, d’apres le théoreme de convergence dominée, A est dérivable en 0, et on a :

wiy— [ Do) (DF@) +1D5(w) )

v V/1+[D(f +tg) ()]

w0 [ Do@)-DI@)
A(O)_/U G A @) =0

Ce qui conduit en t =0 a
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On applique & présent la formule de Gauss-Green : si ¢ € C1(R"™,R"), alors

/ div p(z) dL"(x) :/ o(x) - v(x)dA" " (x)
U oU

si QU est un bord de Lipschitz, v la normale extérieure & QU. D’autre part, si on se donne g € C1(R"),
on a la formule immédiate suivante :
div(gp) = gdive + Dg - .

Enfin, comme gjpy = 0, il vient

20 =— [ awv—2IE_ yagnmy —o

o iE e’

d’ott la nullité du membre de gauche de I'intégrale, I'égalité étant vraie pour tout g € CH(U).
Avant d’énoncer notre dernier théoréme, fixons quelques notations.

Définition 5.5.18. Soit £ un p champ de vecteurs sur R™ (i.e. une application R™ — A,R™. On définit la
(n—p)-forme différentielle sur R™ D, par D,¢ = int {(dz1 A- - - Adx,,). On définit ensuite le (p—1)-champ
de vecteurs div € par

divé = D;¢Ldx;

j=1
ot : ApR" X ATR™ — A, 1 R"®@ALR™ est caractérisé par (o, ELB) = (aAB, &) sia € APR™, B € APTIR™,

Remarque 5.5.19. Une définition sans coordonnées peut étre donnée de la divergence : div¢(x) =
go f(DE&(z)) en fixant un isomorphisme f : Hom(R™, A,R") — A,R" @ A'R™, et en prenant g : A,R" @
AMR™ — A,_1R™ I’application linéaire induite par le produit intérieur.

Lemme 5.5.20. Si ¢ est un p champ de vecteurs sur R™, alors
dDyE) = (—1)""PD,_1(div§).
Pour une discussion approfondie sur ces points, voir [Fed69], p.21-23 et 351-354.

Théoréme 5.5.21. Soit U C R", alors f : R" — R de classe C? vérifie I’équation des surfaces minimales
si et seulement si le courant T = F.(E™ L U) minimise laire sur U x R, ou F(x) = (z, f(z)), et
Er=2"Ney A+ Ney € D (R™) (autrement dit, E™ = [R"]).

En effet, si T minimise l'aire, alors d’apres le théoreme précédent, f vérifie I’équation des surfaces
1 X . s .
minimales, car ||T|| = F.(Z£"L (1+ |Df|?)?), d’apres la formule de I'aire. Réciproquement, soit

(_le($>7 to ,—an<.'L‘), 1)
|DF ()|

v(z,y) =
pour z € U, y € R. Alors
Df(x)
V1+[Df(z)P

et D1F(x) A+ AND,F(z) ANv(z,y) = |DF(x)|ex A -+ A epq1. De plus,

divy(z,y) = —div

?(a@y) Av(z,y)=er A Aeptr, (?(w,y),Dlu(x,y» =1.

Quitte a supposer U simplement connexe, ce que ’on peut faire, car I’équation est locale, comme divv =
0, d(D1v) =0, donc Dyv est exacte, et D1 est une forme différentielle de degré n — 1 sur U x R, avec
IDiv|=|v|=1cet

(TL K)Dyv = /K<?,y>d|\T|| — #(TLK)

pour tout compact K C U. L’argument des formes différentielles nous donne le résultat.
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5.6 Perspectives

Pour mener a bien le programme variationnel, il s’agit de montrer a présent la régularité des courants
entiers minimisant l'aire. Cependant, ces résultats sont toujours longs et techniques, et dépassent de loin
le cadre de ce mémoire. Nous nous contentons donc de dresser un bref panorama des résultats prouvés.

Définition 5.6.1. On définit le support régulier de T' € 2, (U) par

reg(T) ={x € supp T, il existe un voisinage U, de z, tel que

supp T N U, soit une sous-variété de R"}

et le support singulier par
sing(T) = supp T\ reg(T).

On a le résultat suivant, en codimension 1 :

Théoréme 5.6.2. Si U C R"™! est ouvert, et T un courant entier minimisant localement 'aire, alors
sing(T) = 0 si n < 6, est localement fini sin =17, et " 7(sing(T)) = 0 pour tout o >0 sin > 7.

Le résultat est optimal, car le cone de dimension 7 {z € R® 2% + - + 2% = 22 + - - - 22} minimise
laire, comme ’ont montré Bombieri-De Giorgi-Giusti dans [BAGG69].

En codimension plus grande que 1, Almgrem a montré dans un article fleuve de pres de mille pages
le résultat suivant :

Théoréme 5.6.3. Tout m-courant entier, minimisant l’aire dans R™ (m < n) est Uintérieur d’une
sous-variété immergée, & lexception d’un ensemble singulier de dimension de Hausdorff inférieure ou
égale a m — 2.

De plus, un étudiant de Almgrem, Chang (voir [Cha88]), a affiné ce résultat pour les courants de
dimension deux :

Théoréme 5.6.4. Un courant entier minimisant la masse de dimension 2 a un support singulier composé
de points isolés.

On peut donc dire que les surface minimales existent en toute dimension, a un ensemble de points
singuliers isolés pres. Enfin, le probléeme de régularité au bord en codimension 1 a été completement
résolu par Hardt, et Simon [HS86] :

Théoréme 5.6.5. Soit T € 2/ (R"1) un courant entier minimisant l'aire, ayant pour bord une sous-
variété S de classe C (0 < o < 1). Alors au voisinage de S, le support de T est une variété de classe

Ct 4 bord.

Enfin, mentionnons qu’une partie substantielle de la théorie a été généralisée non seulement aux
variétés, mais également aux espaces métriques, grace aux travaux (entre autres) de L. Ambrosio et B.
Kirchheim [AKO00].
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