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I. THEOREME DE RECURRENCE DE POINCARE ET DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

Soit X un espace métrique compact et f : X — X continue. On dit que x € X est
non-errant pour f si pour tout voisinage ouvert non vide U de z il existe n > 1 tel que
fMU)NU # 0. on dit que z est récurrent si x € w(x) (ensemble w-limite a éte défini
au cours, c’est 'ensemble des points d’accumulation de {f™(z)n > 1}).

Supposons de plus que f préserve une mesure de probabilité (borélienne) p de support
total. Montrer que tout point de X est non-errant. Montrer que p-presque tout point
de X est récurrent.

II. ERCODICITE ET MELANGE

(1) Donner un exemple de mesure invariante ergodique mais non mélangeante pour
le doublement de I’angle f(z) = 2x modulo 1 sur le cercle.

(2) On considere la transformation fi(z,y) = (z + f(mod 1),y + a(mod 1)) du
tore T?, avec a et 3 rationnels. (On admet sans preuve qu’elle préserve la
mesure de Lebesgue.) Cette transformation est-elle ergodique pour Lebesgue?
Mélangeante pour Lebesgue? (Justifier.)

(3) Méme question pour f(z,y) = (z + f(mod 1),y + o(mod 1)) avec « rationnel
et (3 irrationnel.

III. THEOREME DE BIRKHOFF

On rappelle un énoncé du théoreme ergodique de Birkhoff: soit p une mesure de
probabilité sur un espace X, invariante et ergodique pour une transformation mesurable
T. Alors, pour toute fonction g € L'(u, X) on a pour p-presque tout r € X

n—1

lim + > g(Ti(z) = /gdu. (*)

n—oo M,
1=0

(1) Donner un exemple de mesure de probabilité u invariante et ergodique pour une
transformation 7' d’une variété riemannienne X pour lequel la conclusion (*) du
théoréme ergodique de Birkhoff est vraie pour chaque g € L'(u, X) et Lebesgue
presque toute condition initiale z € X. (Justifier.)

(2) Existe-t-il une mesure de probabilité p ergodique invariante par une transforma-

tion T d’'une variété riemannienne X et un g € L'(u, X) pour lesquels la conclu-
sion (*) est fausse pour Lebesgue presque toute condition initiale 7 (Justifier.)



IV. ENTROPIE DE KOLMOGOROV

Soient (X, B, ) et (Y,C,v) deux espaces mesurés, avec u et v des probabilités. On
suppose que f : X — X est mesurable et préserve pu, que g : Y — Y est mesurable et
préserve v, et que g est un facteur de f, cad il existe Il : X — Y, mesurable, telle que
w(II"1(E)) = v(E) pour tout E € C et goIl = Il o f. Montrer que h,(g) < h,(f).
Trouver un exemple ou I'inégalité est stricte.

V. DYNAMIQUE EN DIMENSION UN

On considere la transformation continue f de l'intervalle [0, 1] donnée par

(1)
(2)

2 0<z<1/2,
f(m):{ 3—3z

Dessiner le graphe de f. Montrer que la mesure de Lebesgue sur [0, 1] n’est pas
f-invariante.

On introduit l'opérateur de transfert (ou de Perron-Frobenius) défini sur
LY(Lebesgue, [0, 1]) par

Low)= Y o).

y#1/2:f(y)=z

(Dans la version initiale il y avait une faute de frappe: y # 0 au lieu dey # 1/2.)
Montrer que £ est un opérateur borné sur L!(Lebesgue, [0,1]) et que sa norme
est égale a 1.

L’opérateur £ est-il borné sur 1'espace de Banach C°([0,1]) des fonctions con-
tinues sur [0, 1], avec ||¢|lo = sup |¢|?
Indication: La fonction constante = 1 sur [0, 1] est continue. Calculer son image.

Pour un intervalle I C [0, 1] et pour ¢ : [0, 1] — C une fonction bornée, on note

n

var ;o = sup Z lp(ti) — p(ti-1)]
to<t1<--<tn,[to,tn]CI ;7

On dit que ¢ est a variation bornée si var ¢ := var g 1j¢ < co. On rappelle que
var (¢ + ¢) < varp + var, si @ et ¥ sont deux fonctions sur [0,1]. Montrer
que pour tout A € R on a var(Ap) = |A|varp. On rappelle que pour tout
homéomorphisme h : I — J, avec I et J des intervalles de [0, 1], on a var (¢ o
h) = var j(¢). On rappelle que si un intervalle I s’écrit comme I = I; U Iy avec
I NIy = {z} alors var ;p = var 1, ¢ + var 1, ¢, pour toute fonction ¢ : I — C.

L’opérateur L est-il borné sur l'espace de Banach BV([0,1]) des fonctions
¢ : I — C a variation bornée, avec |l¢|| = supjy ) |¢| + var o197 (On admet
sans preuve que BV ([0, 1]) est complet.) Justifier.



Indication: On appliquera les “rappels” notamment pour Iy = [0,3/4], I =
[3/4,1] pour montrer I'inégalité

2 4
var (Lg) < Fvary + 3 Sup lo] .

(5) La transformation f admet-elle une mesure invariante absolument continue par
rapport a Lebesgue? Si non, pourquoi? Si oui, que peut-on dire de sa densité?



