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1 Introduction, points fixes et périodiques.

Il y a plusieurs contextes mathématiques que 1’on peut qualifier de systémes dynamiques. Dans tous les cas, il y a un
espace X qui décrit les états possible du systéme, et un temps T. On considérera les cas T = Z,N, R, R*.

Le cas T = N. On se donne une application ¢ : X — X, et on étudie les suites définies par récurrence x,,; = @(x,).
Une telle suite est déterminée par sa condition initiale x,, on dit que c’est I’orbite du point x,. Dit autrement, on étudie la
suite des applications ¢" (g itérée n fois), pour laquelle x,, = @"(x(). On a bien sur "™ = @"op™.

Si I’application ¢ est inversible, on peut définir ¢" pour tout n € Z, la relation ci-dessus restant vérifiée. C’est le cas
T=2.

Dans le cas T = R, on considére un flot ¢’(x) = ¢(f,x) : R X X — X vérifiant la relation ¢’ = @'og*. L'une des
manieres les plus fréquentes de définir un tel flot est de se donner un champ de vecteurs V' (x) sur X . Ceci a un sens si X est
une variété, ou un espace R4. On considére alors I’équation différentielle x'(f) = V' (x(t)). Si V est assez régulier (C Lou
méme Lipschitz), alors pour toute condition initiale x, il y a une et une seule solution maximale de cette équation vérifiant
x(0) = x. Cette solution est définie sur un intervalle |7_, T, [ contenant 0. On peut rassembler toutes ces solutions en une
application

¢ RxX>U—-X

telle que, pour chaque x € X, L’application U, > f — (1, x) est la solution maximale de I’équation, ou U, = (¢ :
(t,x) € U}. Le domaine de définition U est un ouvert de R X X, et I’application ¢ est C" si le champ V est C". On dit
que le champ V est complet si U = R X X, c’est a dire si toutes les solutions maximales de I’équation différentielle sont
définies sur R. Alors, @'(x) = ¢(t, x) est un flot sur X. On considérera principalement des champs complets. On rappelle
quelques résultats utiles a ce propos :

Proposition 1.1. Tout champ de vecteurs a support compact est complet. En particulier, tout champ de vecteurs sur une
variété compacte est complet.

Si V est un champ de vecteurs, il existe une fonction f, strictement positive et lisse, telle que fV est complet.

Si xq est un point tel que le temps d’existence T, de la solution maximale est fini, alors I'image x([0, T*[) C X de
lorbite n’est pas relativement compacte.

Dans tous les cas, on considere donc une action du (semi)-groupe T sur I’espace X.

On parle de semi-flot lorsque T = R*. Méme si on considérera plus rarement ce cas, il apparait de maniére naturelle
dans les cas suivants :

Dans I’études des équations aux dérivées partielles d’évolution, par exemple de type parabolique. De telles équations
induisent souvent un semi-flot sur un espace X de dimension infinie.

Dans 1I’étude des flots, on est souvent amené a considérer des parties positivement invariantes, c’est a dire des parties
Y C X pour lesquelles ¢'(Y) C Y pour tout ¢ > 0 (mais pas forcément pour ¢ < 0). La famille des applications (piY est

alors un semi-flot. Si le flot ¢’ provient d’un champ de vecteurs complet V et que Y est un ouvert de X, le champ Viy est
complet vers le futur, mais pas vers le passé.

Nature des orbites

On dit que x est un point fixe de 1’application ¢ si @(x) = x. On dit que x est un point périodique si il existe n > 1 tel
que @"(x) = x. L’ensemble des entiers n pour lesquels ¢"(x) = x est I’ensemble des multiple d’un entier T > 0, que ’on
appelle la période minimale de x. Les points fixes sont donc les orbites périodiques dont la période minimale est égale a
1. Il existe trois types d’orbites pour une application ¢ :

Les orbites périodiques.

Les orbites injectives.

Les orbites préperiodiques (x n’est pas périodique, mais son orbite contient un point périodique). Si ¢ est inversible,
toute orbite préperiodique est périodique.

Considérons maintenant le cas d’un flot engendré par un champ de vecteurs complet V' de classe C'. On dit que x est
un point fixe (ou un point critique) si ¥ (x) = 0, ou de maniére équivalente si ¢’(x) = x pour tout . On dit que x est un
point périodique si il existe ¢ > 0 tel que ¢’(x) = x. L’ensemble des périodes est une sous-groupe fermé de R, c’est donc
ou bien R (cas d’un point fixe) ou bien TZ pour un réel T > 0, qui est appelé la période minimale de x.

Il y a trois types d’orbites pour un flot :

Les points fixes (dits aussi points singuliers).

Les orbites périodiques (de période minimale strictement positive). Si x(¢) est une orbite de période T" > 0, alors la
courbe x engendre un plongement du cercle R/TZ dans X. Plus précisément, en notant 7 : R — R/TZ, il existe un
plongement 6 : R/TZ — X tel que x = fox.

Les orbites injectives. Dans ce cas, I’application ¢ + ¢’(x) est une immersion injective de R dans X. En effet, x'(¢) =
V (x()), et ce vecteur est non-nul pour tout ¢, sinon 1’orbite serait un point fixe.



Dans un semi-flot, il peut aussi exister des orbites prépériodiques.

Conjugaisons Soit ¢ : X — X’ une bijection. Si y = gogpogp~!, alors ¢ envoie les orbites de ¢ sur les orbites de y.
L’existence d’une telle bijection ¢ implique que les dynamiques de @ et y ont certaines similarités (d’autant plus si ¢ a
certaines propriétés de régularité). On dit que ¢ conjugue @ et y.

On dit que ¢ conjugue les flots ¢’ et ! elle conjugue les applications ¢’ et y' pour tout .

Dans le cas ot X et X’ sont des variétés, et ou les flots ¢’ et w' sont engendrés par des champs de vecteurs V et W,
le difféomorphisme ¢ est une conjugaison si et seulement si

W(d(x)) =do, - V(x)

pour tout x € X (on dit que W est I'image directe de V' par ¢).

Une facon d’étudier une systeme dynamique est de le conjuguer a un systeme plus simple. C’est souvent difficile
globalement, mais la question est aussi intéressante au niveau local. On verra par exemple qu’au voisinage d’un point fixe
hyperbolique, un systéme est conjugué a son linéarisé par un homéomorphisme. En ce qui concerne les points réguliers
(points non fixes) des champs de vecteurs, le probleéme de conjugaison locale est facile :

Proposition 1.2. Soit V' un champ de vecteurs C" sur la variété X, et soit x un point régulier de V', c’est a dire que
V(xg) # 0. 1l existe alors un difféomorphisme local ¢ : X DU — U’ C R, o U est un ouvert contenant xg et U’ estun
ouvert de R?, qui conjugue V' a un champ de vecteurs constant V' sur U'. On peut méme demander que V' = (1,0, ...,0)
et que U' =] — 1, 1[XB, oi B est une boule de R?~'. On dit alors que U est une boite de flot locale de V.

<« Soit f : R?"1 — X une application telle que f(0) = xg et d f, - R?"! est un supplémentaire de V' (x) dans T, M.
On consideére alors 1’application
v i RXR s () - o (f) € X

ou@estleflotde V.Ona
Ay - (1,0) = y(y,0) = V(1)

c’est a dire que y conjugue le champ constant (1, 0) et le champ V. On constate que
dy ) - (s,0) = v+ sV (x),

est un isomorphisme linéaire de R x R?~! dans T,,M, donc y est un difféomorphisme local. Si B est un petite boule

ouverte centrée en 0 dans RY~! et I un petit intervalle ouvert contenant 0, alors y est un difféomorphisme de U’ := Bx T
sur son image U, qui est un ouvert de X. L’inverse ¢ : U — U’ est le difféomorphisme cherché. »

On peut obtenir un résultat un peu moins local :

Proposition 1.3. Soit V' un champ de vecteurs C" sur la variété X, et soit x(t) : [0,T] — X un segment d’orbite injectif.
11 existe alors un tube de flot contenant x([0, T)). Plus précisément, il existe un intervalle ouvert I contenant [0, T], une
boule ouverte B de RY~!, un voisinage ouvert U de x([0,T)) et un difféomorphisme ¢ : U — I X B qui conjugue le
champ V et le champ (1, 0).

< On poursuit la preuve précédente. Comme y (7 + 5,y) = @'ow(s,y), on a Ay o) = d(p; . ody (), cette application
linéaire est donc un isomorphisme. On peut donc supposer, en choisissant I et B comme dans I’énoncé assez petits, que y
est un difféomorphisme local sur I X B. Montrons maintenant que 1’on peut, quitte a diminuer I et B, le supposer injectif.
C’est alors un difféomorphisme sur son image, ce qui termine la preuve.

Si y n’est injectif sur aucun voisinage I X B, alors il existe deux suites (¢, x,,) # (), x/ Jtelles que w(t,, x,,)) = w (1), x)
ett, > t€[0,T],t) =1 €[0,T], x,— 0, x/ — 0.Alalimite, par injectivité de I’orbite X)j0.7]> O obitent que ¢ = t.
Comme y est un difféomorphisme local au voisinage de (¢,0), ceci implique que les suites (¢, x,,) et (/, x/) sont égales
apres un certain rang, une contradiction. »

Il y a plusieurs facons de faire des liens entre les systémes a temps continu et a temps discret.

La plus évidente consiste, étant donné un flot @', 4 considérer 1’application @’ pour un temps 7 donné. La dynamique
du flot ¢’ et celle de I’application ¢! sont fortement reliées, on en verra plusieurs exemples.

Une autre méthode pour associer une application a un flot consiste a considérer I’application de retour associée a une
section de Poincaré. Cette méthode a I’avantage de diminuer la dimension.

Une section de Poincaré est une sous variété Y de X, de codimension un, transverse au champ de vecteurs, c’est a dire
que T, X =T,Y @ RV (y) pour tout y € Y. Pour y € Y, on dit que z € Y est le premier retour de y dans Y si il existe
T >0telque z = oTMetp'(y) &Y pour tout ¢ €]0, T'[. On dit que z est un premier retour régulier si de plus ¢’(y) € ¥
pour tout ¢ €]0, T'[.



Proposition 1.4. Soit Y une section de Poincaré pour le champ V de classe C". L’ensemble des points de Y admettant un
premier retour régulier est un ouvert Y, de Y, et Uapplication y : Y| — Y qui a chaque point de Y| associe son premier
retour dans 'Y est C". C’est un difféomorphisme sur un ouvert Y, de Y.

En général, Y| peut étre vide. Il se peut méme qu’aucun point de Y ne revienne dans Y. Toutefois, cette construction
est souvent trés utile. Méme si y n’est pas une application de Y; dans lui-méme, on peut souvent penser a y comme
engendrant un syst¢eme dynamique discret dont I’étude aide a comprendre le flot de V.
<« Soit y un point qui admet un premier retour régulier z = ¢ (y). Au voisinage de z, soit f une équation de Y, c’est a
dire une fonction f : X — R de classe C" telle que df, # Oettelleque Y C f ~1(0). Pour chercher les retours dans
Y des points voisins de y, on résout 1’équation g(z,x) := fo@(t,x) = 0 au voisinage de sa solution (7, y). On constate
que 0,8(T,y) =df, - V(z) # 0.1l existe donc un voisinage U de y et une fonction 7 : U — R, de classe C’, telle que
@@ (x) € Y pour tout x € U. De plus, 7(x) est la seule solution de I’équation g(¢, x) = 0 proche de T. L application
w(x) 1= "™ (x) : U — Y est C", elle associe & chaque point x € U un de ses retours dans Y.

Il reste a montrer que, si U est un voisinage de y assez petit, alors c’est bien le premier retour et qu’il est régulier. Il faut
donc montrer que ¢'(x) € Y pour tout x € U et tout ¢ €]0, 7(x)[. Supposons, par contradiction, que cette propriété ne soit
satisfaite sur aucun voisinage U de y. Il existe alors une suite x,, tendant vers y, et pour chaque » un temps ¢, €10, 7(x,)[
tel que @'7(x,)) € Y. En extrayant une sous-suite, on peut supposer que la suite ¢, converge vers une limite s € [0, T'], pour
laquelle @*(y) € Y. Comme z est un retour régulier de y, on ne peut pas avoir s €]0, T[. Sil’ona s = T, alors pour n grand
t, est une solution de I’équation g(z,, x,,) = 0 qui est proche de T, mais différente de 7(x,), ce qui contredit la conclusion
du théoreme des fonctions implicites. Une application similaire du théoréeme des fonctions implicites au voisinage de (0, y)
montre que O est localement 1’unique solution de 1’équation ¢’(x) € Y. On ne peut donc pas avoir s = 0.

On peut renverser le temps en considérant le champ —V. Y est une section de Poincaré pour —V". Notons Y, I’ensemble
des points de Y qui admettent un premier retour régulier pour —V . On montre comme ci-dessus que Y, est un ouvert de Y’
et que I’application de retour ¢ est C". Il est clair que z est un premier retour régulier de y pour V' si et seulement si y est
un premier retour régulier de z pour —V.Onadonc Y, = w(Y|) et ¢p = VA

Définition 1.5. Soit ¢ une application C' de la variété X. On dit que le point fixe x de @ est non dégénéré si le linéarisé
L = dg, n’admet pas 1 pour valeur propre.

Le linéarisé L est un endomorphisme de I’espace tangent 7, X . Le systéme linéarisé v, ; = Lv, est une approximation
du systéme ¢ au voisinage du point fixe x. Pour beaucoup de questions relatives a la dynamique au voisinage de x, il est
pertinent de commencer par étudier le systeme linéarisé.

Proposition 1.6. Soit ¢,,(x) = ¢(u, x) : RXX — X une application C', que 'on voit comme une famille d’applications
C! de X. Soit x( un point fixe non dégénéré de @,. Alors, il existe un voisinage U de x, dans X, un intervalle ouvert T
contenant 0, et une application I 3 p+— x, € U, de classe Cl, telle que x,, est, pour chaque p € 1, le seul point fixe de
@, dans U.

<« C’est le théoréme des fonctions implicites pour I’équation F(u, x) := @(u, x) —x = 0 (on se place dans une carte en x
pour écrire cette différence). L’hypothése de non-degenerescence est en effet exactement I'inversibilité de 0, F (0, x;). »

Le cas des orbites périodiques est similaire. On dit que x est un point périodique non dégénéré de période n si c’est un
point fixe non dégénéré de ¢". Un point périodique non dégénéré de période n est isolé (parmi les points périodiques de
période n) et survit a une perturbation de I’application.

Dans les cas des flots, il est utile de distinguer le cas des points fixes et le cas des orbites périodiques.

Définition 1.7. Soit V' un champ de vecteurs C' de la variété X. On dit que le point fixe x, de V est non dégénéré si le
linéarisé L = dV, estinversible.

Si X = R?, le champ de vecteurs V est simplement une application V' : RY — R?, on définit alors le linéarisé par la
formule L =d Vio: ¢’est un endomorphisme de R?. On a alors (d ¢’ )xp = e'L pour tout ¢, ceci explique pourquoi la valeur
propre 1 dans le cas des applications correspond a la valeur propre 0 pour le champ de vecteurs.

Dans le cas ou X est une variété, il n’est pas clair que le linéarisé L est bien défini en tant qu’endomorphisme de T, X

(en fait, il n’est bien défini que lorsque V' (x) = 0). Une fagon de le définir est de poser L = %It— 0d @', en remarquant que

d@"_ est bien un endomorphisme de T, M pour tout  (car ¢'(x) = x). En dérivant I’équation d qo;ts =dg} Ood @, , par
rapport a s en s = 0, on obtient que d,d (p;O = Lod ¢’ . €€ qui implique a nouveau I’identité

d(p;0=e



Plus classiquement, on peut calculer le linéarisé L en exprimant le champ de vecteurs V" dans des cartes. Si ¢ et y sont
deux cartes de X en x, on peut considérer les représentants Vy, = ¢,V et V,, = y, V' de V' dans ces cartes. On peut alors
calculer les linéarisés dans les cartes, Ly,=d (V¢)0 etL, =dV,)o. Ce sont des endomorphismes de R4 etla question est
de savoir si ils représentent le méme endomorphisme de TXOX ,c’estadiresi Ly od f =dfyoLy, ennotant f = yog L.
OnaV, = f.V,, c’estadire que V,, (f(x)) = d fy - V4(x). On différentie en x = 0, ce qui donne

Lyodfy=dfy- Ly+d*fy- Vy0).

On a donc bien, si V,(0) = 0, I'égalité voulue. Il résulte des considération ci-dessus que le linéaris¢ L d’un champ de
vecteur est bien défini en tant qu’endomorphisme de T, X lorsque x, est un point fixe de V.

Proposition 1.8. Soit V,,(x) =V (u,x) : R X R? — R9 une application C', que I'on voit comme une famille de champs
de vecteurs C' de X = R?. Soit x, un point fixe non dégénéré de V. Alors, il existe un voisinage U de x, dans X, un
intervalle ouvert I contenant 0, et une application I 3 p+ x, € U, de classe C L telle que x y €st, pour chaque p € I,
le seul point fixe de V,, dans U.

<« C’est le théoréme des fonctions implicites pour 1’équation V' (i, x) = 0. »

Considérons maintenant le cas d’une orbite périodique d’un champ de vecteurs V', de période minimale 7" > 0. Les
points de cette orbite sont des points fixes de I’application @ . Il faut noter cependant que ce ne sont jamais des points
fixes non dégénérés. En effet, comme chacun des points de I’orbite périodique du flot est un point fixe de @', ils ne sont
pas isolés. Plus directement, I’hypothese de non dégénerescence n’est pas satisfaite en raison de 1’égalité suivante :

de! -V (x)= V().

V (x) est donc un vecteur propre de d (pf associé a la valeur propre 1. Pour démontrer 1’égalité, on observe que ¢’ o' (x) =
@' (x) pour tout ¢, et on dérive par rapport afen ¢ = 0.

Il est utile pour décrire cette situation d’introduire une section de poincaré locale en x, c’est a dire un petit disque
plongé Y C X, centré en x et transverse a V. Comme ’orbite O de x est une partie compacte de X on peut supposer que
Y nO = {x}, c’est a dire que T est le temps de premier retour de x dans Y, et que ce retour est régulier. Il existe alors un
voisinage Y| de x dans Y est une application de premier retour réguliere y : Y} — Y, qui vérifie y(x) = x.

Propriété 1.9. La multiplicité de 1 en tant que valeur propre de dqof est exactement un de plus que la multiplicité de 1
en tant que valeur propre de dy,.

On dit que x est une orbite périodique non dégénérée si c’est un points fixe non dégénéré de y, c’est a dire si la
multiplicité de 1 en tant que valeur propre de d (pg estégalea 1.
< Ona g’ (x) = ¢ "@oy(x) pour tout x € Y. On a déja vu que do! - V(x) = V(x). Dans une base de T, X constituée
de V(x) et d’'une base de T, Y, on a la décomposition par blocs

1 —o,7(x)
T _ X
dp, = [O dy, ] >

Proposition 1.10. Soir V,,(x) =V (u,x) : RX R? — RY une application C', que I'on voit comme une famille de champs
de vecteurs C' de X = RY. Soit x, un point périodique non dégénéré de V, de période minimale T > 0. Alors, il existe
un voisinage U de x( dans X, un intervalle ouvert I contenant 0, un intervalle ouvert J contenant T, et une application
I>u— (x”, TM) € UxJ, de classe C, telle que x,, est, pour chaque u € 1, un point périodique de période minimale Tﬂ
de V. De plus, Uorbite de x,, est la seule orbite périodique de V,, qui entre dans U et dont la période minimale appartient
al.

< Soit Y une section de Poincaré locale en x;. Le point x; est un point fixe non dégénéré de 1’application de premier
retour y. Montrons que I"application de retour y,(x) = w(u, x) et le temps de retour 7(u, x) sont C L

On peut considérer I"application ¥ (x4, x) comme une champ de vecteurs ¥ sur R x R? dont la premiére composante est
nulle. Son flot est alors @’ (4, x) = (u, (p; (x)), ou (pL est le flot du champ V), sur R4 Si I est un intervalle ouvert contenant

0, alors Y := I X Y est une section de poincaré locale pour ¥ en (0, x,), qui est une orbite périodique de période T Les
fonctions 7(y, x) et w(u, x) sont les temps et les applications de retour associées a la section Y. De plus, si J est un petit
intervalle contenant T, pour tout (¢, y) € I XY, t(u, y) est I'unique temps ¢ € J pour lequel ¢'(u,y) € Y.

Comme x, est un point fixe non dégénéré pour y, il existe une application 4 — x,, et un voisinage W de x, dans Y
tel que x, est le seul point fixe de y, dans W, c’est alors un point périodique de période T}, = 7(u, x,,) pour V.



Il existe un voisinage U de x dans X qui a la propriété que toute orbite de U passe par W (on peut prendre par exemple
une petite boite de flot). La propriété d’unicité de I’énoncé en découle : Si x € U est périodique pour V), de période .S
contenue dans J, alors ’orbite de x intersecte W en un point y qui est lui aussi S-périodique. 11 vérifie donc qof ) =y,
ce qui implique que y = y/(y) etdonc y = x,,. »

Considérons une derniere situation, celle d’un champ de vecteur laissant invariante une fonction 4. Sih : X — R est
une fonction C! sur X, on dit que 4 est invariante par le champ de vecteurs V si hog' = h pour tout ¢. Ceci est équivalent
a demander que la fonction dh - V soit identiquement nulle. En effet,

0,(ho@' (x)) = dhyy - V(@' (x)) = (dh - V)(¢' (x)).

On rencontre souvent des fonctions invariantes, c’est par exemple le cas de 1’énergie dans de nombreux systémes issus de
la physique.

Considérons une valeur réguliere e de la fonction A, de sorte que h‘l(e) est une sous-variété de X . Considérons main-
tenant un point périodique x, dans 2~!(e), de période minimale T > 0.

L’orbite de x, ne peut pas étre non dégénérée au sens ci-dessus. Considérons en effet une section de Poincaré locale Y
en x, et I’application de retour y. Le point x, est un point régulier pour la restriction de 2 a Y. Notons ¢ := d (My)x,»
c’est une forme lin€aire sur T, Y. Comme hoy = h,ona oL =, ou L = dy, . Ceci implique que 1 est valeur propre
de L*, donc de L.

Proposition 1.11. Supposons que 1 est valeur propre simple de dy, . Alors, il existe un intervalle I contenant e et une
application (x(a), T(a)) : I — X telle que, pour chaque a € I, le point x(a) est périodique de période T (a) et contenu
dans h='(a).
L’application
IxS!'3(a,0)— "T9(x(a)) € X

est un plongement du cylindre dans X dont I’image est invariante.

< Donnons d’abord une démonstration 1égérement informelle. L’orbite de x, est non dégénérée en tant qu’orbite du champ
V sur la variété h~1(e). Pour a voisin de e, la restriction V,deV a h~1(a) est une perturbation de V,. On applique alors
le théoreme précédent qui nous donne une orbite périodique x, de V. On est toutefois pas exactement dans le cadre du
théoréme précédent car ’espace h~!(a) dépend du parameétre a. Méme si cette preuve peut étre rendue rigoureuse, il est
plus simple d’utiliser une section de Poincaré.

On considere une section de Poincaré locale Y en x, et I’application de retour . On a hoy = h. On veut montrer
qu’il existe un intervalle I contenant e et un courbe réguli¢re a +— x, de points fixes de y tels que A(x,) = a. On se place
dans une carte locale en x, pour laquelle la fonction  est la derniére coordonnée. On a dont Y = R~2 X R, et, en notant
¥y = (z,a) les points de ce produit, on a h(z,a) = a. Comme I’application de retour y préserve a, elle est de la forme
w(z,a) = (F(z,a),a)ou F : Y — R4 2 est réguliere. En notant F,(z) = F(z,a) et x, = (z,,e),0ona F,(z,) = z,, et ce
point fixe est non dégénéré pour 1’application F,. On déduit donc I’existence d’une courbe a — z,, telle que F,(z,) = z,.
On pose alors x, = (z,, a).

Concernant le dernier point, il faut d’abord remarquer que ’application F(a,8) = @?T(@(x(a)) est bien définie sur
I x S' car x(a) est T(a)-périodique. De plus, elle est injective, et c’est un difféomorphisme local. Si on considére un
intervalle ouvert J dont la fermeture est contenue dans I, alors I’application F restreinte au compact J X S! est donc
un plongement topologique, c’est a dire un homéomorphisme sur son image. La restriction de F a J x S! est donc un
difféomorphisme local et un plongement topologique, c’est a dire un plongement. »



2 Exposant global, systémes linéaires, stabilité.

L’étude de systemes linéaires montre que deux orbites d’un systéme dynamique s’écartent souvent a vitesse exponen-
tielle. Considérons un systéme discret sur un espace métrique X engendré par une application Lipschitz ¢ : X — X.
On note Lipg" la constante de Lipschitz de 1’application ¢", et on définit I’exposant global

e := lim (Lipp™'/".
n—4o0o

C’est un taux maximal auquel les orbites peuvent s’écarter, on a bien sur e < Lipgp. La premicre remarque est que cette
limite existe.

< Notons u(n) := logLipg". On constate que u(n + m) < u(n) + u(m) pour tout n, m > 0. La suite u,, admet une limite au
vu du trés classique lemme sous-additif suivant (preuve sur wikipedia), et donc aussi la suite e, »

Lemme 2.1. Soit u,, une suite de nombres réels telle que u,,,, < u, + u,, pour tous n et n. Alors la suite u, /n converge,
lorsque n — oo, vers la limite inf (u,/n) € RU {—oc0}.

On dit que les distance D et d sont Lipschitz-équivalentes si les quotients D/d et d /D sont bornés en dehors de la
diagonale de X X X. En particulier, elles engendrent la méme topologie, et si I’'une est complete, I’autre I’est aussi. On
vérifie facilement que, contrairement a Lipg, 1I’exposant global e ne change pas si I’on remplace la distance d par une
distance Lipschitz-équivalente a D. Il se peut, pour une distance donnée, que le taux asymptotique e soit bien plus petit
que Lipg. Toutefois, il existe des distance mieux adaptées pour lesquelles e ~ Lipg. Plus précisément :

Propriété 2.2. Pour tout b > e, il existe une distance D Lipschitz-équivalente a d, et pour laquelle Lipgp < b.

<« Il existe n tel que Lipp" < b". On pose
D(x,y) = d(x,y) + b~ d(@(x), p(y)) + =+ + b "d ("' (x), "' ¥)).
Alors,

D(p(x), p(») = d(p(x), p(y) + - + b "d(¢"(x), ¢"(»))
< d(@(x), p(»)) + - + b*"d(@" " (x), " () + bd(x, y) = bD(x, y). »

Dans le cas e < 0, on a donc affaire a une dynamique particulierement simple :

Proposition 2.3. Sie < 1 et si X est complet, alors il existe un unique point fixe x et toutes les orbites convergent vers
XO.

On se ramene a une contraction au moyen d’un changement de distance, et on utilise le Théoréme du point fixe, dont
on rappelle ici I’énoncé et la preuve pour en souligner le caractere dynamique.

Théoreéme 2.4. Soit X un espace métrique complet et @ une contraction. Alors ¢ admet un unique point fixe x,, toutes les
orbites tendent vers x,.

< On considére n’importe quel point y,, et la suite y, = @"(y,) associée. On a alors d(y,,.1,y,) < bd(y,,y,_1), ou b est
la constante de Lipschitz de ¢. Ceci implique que

n

» b
AW Y) < D B d(yg, y1) < T—3400 7))

izn b

pour tout m > n. On en déduit que la suite y, est de Cauchy, et donc qu’elle a une limite x,. En passant a la limite
dans I’égalité y,,; = @(y,), on obtient que x, = @(x,) : x; est un point fixe. Si z est une autre condition initiale, alors
d(z,,xq) < b"d(z,xy5) — 0 : toutes les orbites convergent vers x,. »

On peut poursuivre I’étude des contractions en s’intéressant au probléme de conjugaison :
Proposition 2.5. Soit X un espace métrique complet et soit ¢ un homéomorphisme de X qui est une contraction. Soit y

un homéomorphisme qui est une contraction égale a @ en dehors d’une boule de rayon fini. Alors y est conjuguée da @,
c’est a dire qu’il existe un homéomorphisme h de X tel que hop = yoh.



On peut penser a 4 comme a un changement de coordonnées qui transforme ¢ en y. Sil’on ne suppose pas que y est
un homéomorphisme, on obtient quand méme une application continue 4, on dit que c’est une semi-conjugaison.
<« Soit x; le point fixe de @, y, le point fixe de y. Il existe R > 0 tel que y = @ en dehors de la boule B(x, R). Pour tout
x # 0,0nad(ep~(x), Xg) = d(x, xg)/b donc ¢~"(x) n’appartient pas a la boule B(x(, R) pour n assez grand. On déduit
que la suite y"o@p™"(x) se stabilise pour n grand. Posons A(x) := limy"o@p™"(x) (de sorte que h(xy) = y,). Montrons
que h est continue. Pour tout € > 0, il existe N tel que 4 = yNo@~" en dehors de B(x, €). La continuité de & dans le
complémentaire de x; en découle. Il reste a montrer que h(x,) — y, lorsque x,, — x;. On note k,, le plus grand entier
pour lequel ¢ %1(x,)) € B(x,, R). La suite k,, tend vers I’infini. Pour tout i > 0, on a yogp 0@~ (x) = ¢~*(x,), donc
h(x,) = w*no@~*n1(x,) donc d(x,, h(x,)) < b* R ot b = Lip (y). On déduit que h est continue.

On a yoh(xy) = w(yy) = yy = h(xy) = h(e(xp)). Pour x # x, il existe N tel que h(x) = y"op™"(x) pour tout
n > N.Pour x # xy,ona

h(p(x)) = limy"og' ™ (x) = w(limy" o' ™(x)) = woh(x).

On a montré que h est une semi-conjugaison. Dans le cas ol y est un homéomorphisme, on pose de la méme fagon
g = lim @"oy™". C’est une application continue.

Par passage a la limite dans les égalités Id = @" oy "oy o¢p™", on obtient que Id = goh, et de maniere similaire que
Id = hog. Donc h est un homéomorphisme. »

Les cas e = 1 et e > 1 donnent lieu a des dynamiques beaucoup plus riches, dont certains aspects seront décrits dans
la suite du cours.

Dans le cas d’un systeme linéaire engendré par un endomorphisme continu sur un espace de Banach B, 1’exposant
global n’est autre que le rayon spectral. On rappelle en effet la formule du rayon spectral :

Proposition 2.6. Soit A un endomorphisme continu de l’espace de Banach B. Alors
e :=1im |A"|"/" = max ||
ou le maximum est pris sur le spectre o de A.
On peut préciser la propriété 2.2 dans ce cas :

Lemme 2.7. Soit A : B— B un endomorphisme de l’espace de Banach (B, |.|), soit R le rayon spectral de L etb > R. I
existe une norme ||.|| de Banach sur B, équivalente a la norme |.|, pour laquelle || A|| < b. Si la norme |.| est Hilbertienne,
alors la norme ||.|| I’est aussi.

Si L est un isomorphisme de Banach, si r est I'inverse du rayon spectral de A" (¢’est donc Uinfimum des modules des
éléments du spectre de A), et si 0 < a < r, alors il existe une norme équivalente [.] pour laquelle

alv] < [Av] < b[v]
pour tout v € B.

<l existe N tel que ||AV || < bV (par la formule du rayon spectral). On pose

N-1 1/2
ol == <2 b-2f|A"u|2) :
i=0

de sorte que

N-1 N
lAvl? = ) 67| A* o = 02 Y b7 Ao = B(|loll? - [o]? + 572N [AN v < B2 lo]|*.
i=0 i=1

Dans le cas ol L est inversible, on choisit M tel que ||[A~™ || < a™ et on pose

M-1
[oF 1= Y @Al

i=0
Par un calcul identique au précédent, on obtient que [A~ 0] < a7 1[v] pour tout v, donc que a[v] < [Av]. Par ailleurs,

M-1 M-1
[Av] = ) a¥[|AcA™v|> < ) a¥B* || A7 0|| = B [v]*. »
i=0 i=0



Précisons encore ce résultat dans le cas de la dimension finie.

Soit A : E — E un endomorphisme de I’espace E, de dimension d finie. Soient y; < py < -+ < ;. les modules des
valeurs propres complexes de A. Soit E;, 1 < i < k la somme des espaces caractéristiques associés aux valeurs propres de
module y;, on a

E=E & - ®E,.

Proposition 2.8. Pour tout € > 0, il existe une structure Euclidienne sur E qui a les propriétés suivantes :
Les sous-espaces E; sont orthogonaux, et pour tout v € E;, on a

(u; — e)|v] < |Av| < (y; + €)|v].

On peut en particulier choisir € assez petit pour que y; + € < H; 1 — €.

Etant donné un endomorphisme A sur un espace Euclidien E de dimension finie, on peut définir, en plus des valeurs
propres, les valeurs caractéristiques 6; < -+ < 6, (comptées avec multiplicité) our; < -+ < r; (comptées sans multiplité).
Les valeurs §; sont les racines carrées des valeurs propres de la matrice symétrique positive ' A A.

En notant D la matrice diagonale dont les valeurs diagonales sont §;, il existe deux isométries U et O telles que
A = U DO (et cette propriété caractérise les valeurs §;, a I’ordre pres). Ceci implique que les valeurs 6; sont les grand axes
de I’éllipsoide A(B) (B étant la boule unité fermé).

Finalement, on peut caractériser les valeurs 6; de la fagon suivante :

6;= min max |Av]
FeG,(E) veF,|v|=1
ol le minimum est pris sur tous les sous-espaces F' de dimension j de E. En particulier, 6,(A) est la norme de A et §; la
conorme.
< Soit e; une base orthonormée de vecteurs propres de D, et f; = O~ l(e ;), qui est aussi une base orthonormée. Notons
pour 'instant s; := min FeG,(E) MAXpeF |p|=1 |Av| la valeur déterminée par le terme de droite ci-dessus.

Si F; = vect(fy,..., f;), on AMaAXper, |oj=1 |Av| =6;,donc §; < s;.

Réciproquement, soit F' un sous-espace de dimension j. Si F contient un vecteur w orthogonal a F; (que 'on peut
supposer unitaire), alors w € vect (f1, ..., f4), donc

max_ [Av] > [Aw] > 8,1(4) > 3,(A)

Sinon, F contient un vecteur z = fj + w avec w € vect (fj+1, ...y fg4), et alors

0 AP > Az 1217 = (AL + [Aw)/ 1217 2 8,1+ [w)/12] = 8,(4)°.

On a donc bien 5; < 6j. >

Contrairement aux valeurs propres, les valeurs caractéristiques dépendent de la structure Euclidienne. On a le rafine-
ment suivant de la formule du rayon spectral :

Proposition 2.9. j(A”)l/ " — |4, ou les A; sont les valeurs propres de A, classées par ordre croissant de leur norme.

Le cas i = d est la formule du rayon spectral.
< Montrons d’abord la formule dans le cas d’une structure Euclidienne pour laquelle les espaces E; sont orthogonaux.
Dans ce cas, I’ensemble des valeurs caractéristiques de A est la réunion des ensembles des valeurs caractéristiques des
restrictions A; := A . En notant d; la dimension de E;, la formule du rayon spectral implique que 5d,~(A;l)l/ "— u;. La

formule du rayon spectral appliquée 2 A~! implique que &,(A”)!/" — ;. Par encadrement, on a donc §;(AM'/" —
pour tout j = 1,...,d;. Si A| n’est pas inversible, c’est que y; = 0, donc que 64, (A’l’)l/" — 0 et donc que 5j(A7)1/" — 0
pourtout j =1...,d;.

Soit maintenant une structure Euclidienne quelconque, de norme ||.||. Cette norme est équivalente a celle de la structure
Euclidienne considérée ci-dessus, c’est a dire que |.|/C < ||.|| £ C|.| pour un C > 1. Les formules de minmax ci-dessus
impliquent alors, en notant 5;. les valeurs caractéristiques pour la structure ||. ||, que §;(.)/C < 61{ (.) £ Co;(.). Ceci implique

que 8/(AMV" — |4, »

L’une des raisons pour lesquelles il est utile d’étudier les systemes linéaires est qu’ils sont de bonnes approximations
des dynamiques réguliéres au voisinage des points fixes. Soit en effet x, un point fixe de I’application ¢ : X — X.

Le point fixe x; est dit Lyapounov stable si, pour tout voisinage U de X, il existe un voisinage V' de x tel que
@" (V) Cc U pour tout n € N.



Le point fixe x, est dit asymptotiquement stable si il est Lyapounov stable et si, de plus, il existe un voisinage W de
X, tel que toute orbite partant dans W converge vers x,.

Le bassin de x; est I’ensemble des points x tels que ¢"(x) — X en +oo. Si x; est un point fixe asymptotiquement
stable, alors son bassin est un voisinage ouvert de x,.

La stabilité de Lyapounov est une hypothese nécessaire (le point fixe ci-dessous n’est pas asymptotiquement stable).

Les contractions fournissent des exemples de points asymptotiquement stables.
On peut étudier la stabilité de I’origine dans les systémes linéaires. On commence par remarquer :

Propriété 2.10. Le systéme associé a I’endomorphisme A est Lyapounov-stable si et seulement si la suite |A"|,n € N est
bornée.

< Supposons la suite | A”| bornée par une constante C. Alors, pour tout e > Qettoutn € N,ona A"(B(0,¢/C)) C B(0,¢),
ce qui montre la stabilité de lyapounov.

Réciproquement, supposons que le systeme est Lyapounov-stable. Ceci implique que, pour tout v, la suite A"v est
bornée. Considérons une base orthonormée ey, ..., e,. Pour tout vecteur v, ona A"v = (e;,v)A"e; + -+ + (e,, V) A"e,, et
donc |A"v| < dC|v|, si C est un majorant commun des suites A”e;. Ceci montre que la suite |A”| est bornée. »

Remarquons pour finir que, si notre preuve ne marche qu’en dimension finie, le résultat reste vrai dans un espace de
Banach, il découle du théoreme de Banach-Steinhauss.

Propriété 2.11. Soit A un endomorphisme de E (de dimension d finie). Pour toute norme |.| sur E, on a équivalence entre
— 0 est un point fixe asymptotiquement stable.
— |A"] — 0.
— e(A) < 1.

<« Si la suite |A”| tend vers 0, alors elle est bornée ce qui implique la stabilité de lyapounov. I est clair que A”v — 0 pour
tout v, on a donc la stabilité asymptotique.

Si e(A) < 1, alors il existe une norme Euclidienne ||.|| pour laquelle |[A| < 1, et donc ||A”"]| < [|A]|" — 0. Cette
propriété est alors satisfaite pour toutes les normes.

Si e(A) = 1, alors il existe une valeur propres complexe A de module || > 1, et un vecteur propre complexe corres-
pondant.

Si A est réelle, chaque vecteur propre réel correspondant v vérifie Av = Av, et donc |Av| = |A||v| = |v|. Lorbite
correspondante ne tend pas vers 0, qui n’est donc pas asymptotiquement stable.

Si A n’est pas réel, alors A admet un sous-espace invariant F de dimension 2, sur lequel A est linéairement conjuguée
a la multiplication par 4 sur C. Il existe donc une norme Euclidienne pour laquelle |Av| = |A||v| = |v] pour tout v € F.
Les orbites correspondantes ne tendent pas vers 0, qui n’est donc pas asymptotiquement stable. »

Propriété 2.12. Le point fixe 0 est Lyapounvov-stable pour I’application linéaire A si et seulement si e(A) < 1, et si de
plus E est la somme directe de deux sous-espaces invariants F et H tels que :

La restriction de Ag a F est diagonalisable (dans C).

La restriction Ay de A a H vérifie e(ag) < 1.

< Supposons que A est Lyapounov-stable, et que e(A) > 1. Considérons ’espace F défini comme la somme des espaces
caractéristiques de A correspondant aux valeurs propres de module e(A).

Si e(A) > 1, alors il existe une norme sur F pour laquelle Av > av pour tout v € F, avec a > 0, ce qui contredit la
stabilité de Lyapounov. On a donc e(A) = 1.

Montrons de plus que la restriction Ap de A a F est diagonalisable. On a la décomposition A = D(I + N), avec D
diagonalisable dans C, N nilpotente, et DN = N D. Comme les valeurs propres de D sont de module 1 les puissances
D", n € Z, sont bornées. Il faut donc montrer que N = 0si (I + N)",n € N est borné. Comme N est nilpotente, les
coefficients de cette matrice sont des polyndmes en n. Tout polyndme borné sur N est constant, donc la suite (I + N)" est
constante, donc égalea I = (I + N)O. Onadoncbien N =0,et Ap = D. »
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Exercice 2.1. Soit A un isomorphisme de I’espace Euclidien E telle que les A", n € Z sont bornés. Montrer que toutes
les valeurs propres de A sont de module 1 et que A est diagonalisable dans C. En déduire qu’il existe un produit scalaire
sur E pour lequel A est une isométrie.

Dans le cas d’une application dérivable sur une variété (qui peut étre R¢), le linéarisé donne déja une information sur
la stabilité :

Théoreéme 2.13. Supposons que @ est différentiable au point fixe x,, notons L = d @y, le linéarisé, et R son rayon spectral.
Si R < 1, alors x est asymptotiquement stable. On dit que le point fixe est linéairement stable. Si R > 1, alors x, n’est
pas Lyapounov stable (donc pas asymptotiquement stable).

< On suppose que R(L) < 1, et on choisit b €]R, 1[. Il existe une norme ||.|| pour laquelle || L|| < b. Fixons 6 €]0, 1 — b[,
et e tel que |[@(x) — L(x — xo) — xgll < 8||x|| si [|x — xgl| < e. Alors, si ||x — x|l < e,ona

lo(x) — xp|l < (b+6)|x — xg].

Ceci implique que le boule B(x, €), € < € sont positivement invariantes (stabilité de Lyapounov) et que toutes leurs orbites
convergent vers x (stabilité asymptotique).

Réciproquement, supposons que R > 1 (et que I’espace est de dimension finie). On a alors une décomposition de
I’espace RY = E@® F, ol E et F sont invariants par L, ou toutes les valeurs propres de L| g sont de module R, et ou
le rayon spectral Ry de L|p est strictement inférieur & R (une telle décomposition n’existe pas forcément en dimension
infinie). On fixe a et b > 1 tels que Ry < b < a < R. En appliquant le Lemme, on trouve une norme Euclidienne ||.|| g sur
E telle que || Lv||g = al|v|| g pour tout v dans E et un norme Euclidienne ||.||  sur F telle que || Lv||r < bl|v|| r pour tout
v € F.On pose alors ||v||> = ||UE||i_ + |lvpll%, ot vy et vy sont les composantes de v suivant E et F. C’est une norme
Euclidienne sur R¢, pour laquelle E et F son orthogonaux, et qui coincide avec ||.|| psur Eet .|| sur F.

Pour tout 6 > 0, il existe € > 0 tel que les inégalités suivantes sont satisfaites pour x € B(0,¢) :

loe@ll = allxgll = éllxll . llepGll < bllxpll +6lIx]l.

En choisissant 6 assez petit pour que b + 26 < a — 26, nous allons en conclure que tout voisinage de O contient un point
dont I’orbite sort de B(0, €), contredisant la stabilité de Lyapounov. On prend une condition initiale x = xp + x telle
que [lxgll > Ilxpl. Ceci implique que (Il > (@ — 28)lIxgll et llpp(o)l < Bllxpll + 28lxgll < (b +28)lIxg ]l
En notant x" = x' + x7, T'orbite de x, on obtient donc par récurrence que, tant que x" € B(0,¢€), |lx|l = (x| et
Iz |l = (a = 26)"||xg]l. Comme a — 26 > 1, l'orbite sort de B(0,€). »

On peut se poser les mémes questions dans le cas oul X est un espace de Banach de dimension infinie. On remarque que
la preuve ci-dessus n’utilise jamais la finitude de la dimension pour la partie stabilité, qui reste donc vraie en dimension
infinie. La partie instabilité est un peu plus délicate. Pour que la preuve fonctionne, il faut supposer un peu plus sur le
linéarisé afin de pouvoir décomposer I’espace comme nous 1’avons fait dans la preuve. Il suffit par exemple de supposer
I’existence d’un réel R’ € [1, R[ tel que le spectre du linéarisé ne contient aucun point de module R’. Cette hypothése
supplémentaire n’est pas nécessaire si ¢ est supposée C2, mais il faut une autre démonstration.

Revenons a la questions de la conjugaison topologique au voisinage du point fixe :

Proposition 2.14. Soit ¢ : R? — RY une application C" fixant l'origine. Supposons que L = d ¢, est inversible, et de
rayon spectral strictement inférieur a 1. Alors @ est localement conjuguée a L. Plus précisément il existe deux voisinages
ouverts U et V de 0 et un homéomorphisme h . U — V tel que hoL = @oh sur U.

< On choisit une norme Euclidienne |.| pour laquelle L est une contraction. On écrit ¢ = L + ¢, ot ¢p(x) = o(|x|). On
considere une fonction de troncature f : R? — [0, 1] qui est égale a 1 sur la boule B(0, 1) et a 0 hors de la boule B(0, 2).
En notant f.(x) = f(x/e), on considere I’application y := L + f.¢. On va montrer que c’est, pour € > 0 petit, un
homéomorphisme et une contraction, ce qui implique la conclusion par la Proposition 2.5.

On montre d’abord pour ceci que Lip(f,¢) peut étre rendu arbitrairement petit. Il existe une fonction 6(e) qui tend vers
0 en O et a les propriétés suivantes : ¢ est 6(¢)-Lipschitz sur B(0, 2¢), et |¢| < €6(€) sur B(0, 2¢). On a alors

Lip(f.$) < 6(e) + 6(e)Lip(f),

cette constante de Lipschitz tend donc vers 0 lorsque e tend vers 0. Lorsque e est choisi assez petit, I’application y est
donc une contraction.

Montrons maintenant que c’est un homéomorphisme. On écrit pour ceci y = L(I + L™ f «®). On peut supposer en
choisissant € assez petit que ’application L™! f, ¢ est une contraction. On conclut alors par le lemme suivant. »
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Lemme 2.15. Si f est une contraction d’un espace métrique complet X, alors I + f est un homéomorphisme biLipschitz.
De plus, si a < 1 est une constante de Lipshitz de f, alors 1/(1 — a) est une constante de Lipschitz de ’inverse de I + f.

<« L’équation x+ f(x) = yestéquivalenta f(x)—y = x. Comme x +— f(x)—y est une contraction, cette équation possede,
pour chaque y, une unique solution g(y). On montre maintenant que 1’application g est continue, et méme Lipschitz,

par un argument de boostrap : [g(y) — gO)| < [y = V| + [f(e) — f(e/D] < |y = Y| + alg(y) — g()], donc
(1-a)lgy)—gl"| < |y—1y|, c’est adire que 1/(1 — a) est une constante de Lipschitz de g. »

Exercice 2.2. Soit ¢ et y deux homéomorphismes de X et Y, respectivement. Soient x et y des points fixes asymptoti-
quement stables de @ et y. Supposons que @ au voisinage de x est topologiquement conjugué (c’est a dire conjugué par
un homéomorphisme) a y au voisinage de y,. Si B et B' sont les bassins d’attraction de x, et y,, montrer que @|p est
topologiquement conjugué a y|p.

En particulier, les bassins B et B’ sont homéomorphes. Le bassin d’un point fixe linéairement stable d’un difféomor-
phisme est donc homéomorphe a4 R?. Sous des hypothéses supplémentaires, on obtient une conjugaison plus réguliére.

Proposition 2.16. Soient ¢ et y des difféomorphismes C**1 (k € {1, ..., 0o}) d’une variété X, fixant x,. Supposons que
@ et y ont le méme linéarisé L en x, et que les modules des valeurs propres de L sont contenus dans lintervalle [r, R],
avec R?> < r < R < 1. Alors, en notant B et B' les bassins de xo pour @ et y, 'application ¢|p : B — B est conjuguée
aw g : B'— B’ par un difféomorphisme ck.

On peut en particulier pendre w = L. En dimension 1, I’hypothése de pincement est toujours satisfaite. C’est aussi
le cas en dimension 1 complexe. Si ¢ : C — C est une application holomorphe fixant 0 et si |@’(0)] < 1 alors ¢ est
localement conjuguée a son linéarisé par une conjugaison holomorphe, cette conjugaison s’étend a I’ensemble du bassin
d’attraction.
< Onfixe aetbhtels que B> < a < r < R < b. On choisit une norme Euclidienne sur T, X telle que |L| < bet

|L~'| < 1/a. On identifie un voisinage ouvert U de x,, dans X 2 un voisinage V' de 0 dans T,,M. Les applications ¢ et

! sont a~!-Lipschitz. Finalement, il existe une constante C

w sont b-Lipschitz au voisinage de 0, et les inverses ¢~ et y~
telle que |p(x) — w(x)| < Clx|*.

On pose h,, = y~"o@". On va montrer que, au voisinage de 0, la suite &, converge uniformément vers une limite conti-
nue A, qui vérifie alors automatiquement ho@ = yoh. Au voisinage de O,ona h,, | —h, = w oo —ytloyop"
donc

1Ry (%) — hy(x)| < aIFC@"(0)]? < C(B*/a)"|x|*.

Comme b%/a < 1, cette inégalité implique la convergence uniforme de la suite 2, = Y.(h, — h,_,) dans un voisinage de
0, vers une limite continue A qui vérifie de plus dhy = id.

La convergence uniforme de A, sur un voisinage de x, implique que cette convergence a lieu sur tout le bassin B,
uniformément sur les compacts. En effet, si K est un compact de B et si U est un voisinage de x sur lequel la convergence
uniforme a lieu, il existe N tel que @V (K) C U. Ceci implique que &, 09" converge uniformément sur K, il en est donc
de méme de h,, y = wNoh, 0.

On considére maintenant les applications T'@(x, v) = (@(x),d @, - v), et Ty(x, v). Elles fixent le point (x, 0) et leur
différentielle en ce point est T L(v, w) = (Lv, Lw). Les valeurs propres de T'L sont les mémes que celles de L. On est
donc dans la situation ci-dessus, sauf que les applications T'p et Ty ne sont que C*. On vérifie toutefois, en coordonnées
locales, I’inégalité

ITo(x, 0) = Ty (x,0)] < C(IxI* + [v])
pour x proche de 0, qui permet comme ci-dessus de montrer que la suite H, = (T'L)™"o(T' @)" converge vers une limite
continue H sur B X Ton , uniformément sur les compacts. Comme H, = Th,, on conclut que 7 est C! sur B, avec
Th= H.Sik> 1, on déduit par récurrence que T H est C¥~!, et donc que h est C.

Comme h est C¥ et vérifie d th = Id, c’est un difféomorphisme local. Plus précisément, il existe un voisinage ouvert
U de x, dans M tel que A est un difféomorphisme C* de U sur son image dans T M.

L’expression 4 = y~N ohop™ montre alors que A est un difféomorphisme de ¥ sur son image pour tout ouvert ¥ dont

I’adhérence est contenue dans le bassin B. Ceci implique que 4 est un difféomorphisme local injectif sur B, et donc un
difféomorphisme de B sur T, M. »

La méthode ci-dessus est due a Nelson !. Il I’utilise pour démontrer qu’il existe une conjugaison réguliére, sans hypo-
thése de pincement sur les valeurs propres de L, mais en supposant que | — L| = O(|x|") avec r assez grand, ce résultat
étant originalement du a Sternberg.

1. E. Nelson, Topics in dynamics I : flows.
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En revenant a la preuve, on constate en effet que I’hypothése de pincement R?> < r peut étre relaxée si ¢ et y ont un
contact d’ordre supérieur en x,. Plus précisément, la conclusion reste vraie si il existe & > 2 tel que R* < r et |@(x) —
w(x)| £ C|x|* (en coordonnées locales). Comme la premiere condition est satisfaite lorsque a est assez grand, on conclut
que le difféomorphisme ¢ peut toujours étre localement conjugué, par un difféomorphisme C¥, a un difféomorphisme
polyndmial.

La régularité des conjugaisons est une question assez subtile, comme I’illustrent les exercices ci-dessous :

Exercice 2.3. Considérons 'application ¢(x,y) = (x/2,ay + x?) et son linéarisé ¢(x,y) = (x/2, ay).
Pour a # 1/4, montrer qu’il existe une conjugaison C® entre @ et ¢, qui est de la forme h(x,y) = (x, y + bx?).

Exercice 2.4. Considérons 'application @(x,y) = (x/2, y/4 + x?) et son linéarisé ¢(x, y) = (x/2,y/4).
Montrer qu’il existe une conjugaison entre @ et ¢ de la forme h(x,y) = (x, y+ ax*In x). Quelle est la régularité de h ?
Montrer qu’il n’existe pas de conjugaison C* au voisinage de 0.

N\
/// NS

7 A\
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3 Compacts invariants asymptotiquement stables

Considérons une application continue ¢ d’une espace métrique X. Etant donnée une partie Y C X,ona
e 'V)=Y=>p¥)=Y > pY)CcY e '(Y)DY.

On dit que Y est invariant si @(Y) = Y, et qu’il est positivement invariant si p(Y) C Y.

Si Y est positivement invariant, on note Y* 1’ensemble des points y appartenant a une orbite entiere, c’est a dire tels
qu’il existe une orbite y,,n € Z, pour laquelle y, = y. C’est clairement un ensemble invariant. En général, Y* peut étre
vide, maison a :

Propriété 3.1. Si Y est un compact non-vide positivement invariant par I’application continue @, alors Y* = n,5,¢"(Y)
est un compact invariant non-vide.

< Il est clair que Y* C ¢"(Y) pour tout n, et donc Y™ C N,5,¢"(Y). Réciproquement, soit y € ¢"(Y). Alors pour tout
n € N, il existe un segment d’orbite x,(—n), ..., x,(=1)), x,(0 = y). Par extraction diagonale, on trouve une sous-suite #;
telle que Xp, (i) converge, pour tout i € N, vers une limite y(—i). Par continuité de @, ces limites forment un orbite, qui
peut étre prolongée pour n > 0 par y(n) = @"(y). Onadonc y € Y*, et finalement I’égalit€ Y* = n,5¢"(Y).

Les images successives ¢"(Y) forment une famille décroissante de compacts non-vides, I’intersection Y * est donc un
compact non-vide. De plus, comme I’intersection est décroissante, on a p(Y™) = N, l(p”“(Y) =Y* »

On se place dans le contexte d’une application continue ¢ : X — X ol X est un espace métrique.

Le compact invariant Y C X est dit Lyapounov stable si, pour tout voisinage U de Y, il existe un voisinage V" de Y tel
que @" (V) C U pour tout n € N.

Le compact invariant Y C X est dit asymptotiquement stable si il est Lyapounov stable et si, de plus, il existe un
voisinage W de Y tel que toute orbite partant dans W converge vers Y (c’est a dire que d(¢"(x),y) — 0).

Le bassin de Y est]’ensemble des points x tels que ¢"(x) — Y en+oc0. SiY est un compact invariant asymptotiquement
stable, alors son bassin est un voisinage ouvert de x,.

Pour montrer que le point fixe x, d’une contraction est asymptotiquement stable, on a utilisé la fonction f(x) :=
d(x,xy). Ona fop < bf, ce dont on conclut que f(x,) — 0. On peut généraliser un peu cette méthode.

Théoreéme 3.2. Supposons que X est localement compact et que Y est un compact invariant de @. Supposons de plus
qu’il existe une fonction de Lyapounov stricte pour Y, c’est a dire une fonction continue f : U — [0, ), ott U est un
voisinage de Y, telle que les fonctions f et f — foq sont strictement positives sur V —Y et nulles sur Y.

Alors Y est asymptotiquement stable.

Quelques digressions sont utiles avant de démontrer ce résultat. On dit que f est une fonction de Lyapounov si fop —
f < 0. Le point x est dit strict si fop(x) < f(x), il est dit neutre en cas d’égalité. Le point x est dit totalement neutre si
fo@"(x) = x pour tout n € N. On dit que a € R est une valeur (totalement) neutre de f si il existe un point (totalement)
neutre x de f tel que f(x) = a.

On définit, pour tout point x, ’omega-limite w(x) C X comme I’ensemble des points d’accumulation de la suite
@"(x),n € N. Autrement dit, c’est ’ensemble des limites de sous-suites de la forme ¢"x(x), n, — oo. Dans le cas
inversible, on définit a(x) comme I’ensemble des points d’accumulations en —oo.

Lemme 3.3. L’ensemble w(x) est fermé et positivement invariant. Si [’espace X est compact, alors w(x) est non-vide pour
tout x et p(w(x)) = w(x).

<« Tout point y de w(x) est la limite d’une suite de la forme @ (x). Alors, () est la limite de la suite "<*!(x), il appartient
donc a w(x). On a

o(x) = Nyzo{@"(x), "1 (x), ...},

c’est donc une intersection de fermés, et, dans le cas ou X est compact, une intersection décroissante de compacts non
vides. Finalement, si y = lim ¢"(x) est un point de @(x), alors toute valeur d’adhérence de la suite "« !(x) est une
préimage de y contenue dans w(x). »

Proposition 3.4. Si f est une fonction de Lyapounov, chaque ensemble limite w(x) est contenu dans un niveau totalement
neutre de f.

<« Si w(x) est vide, il n’y a rien a démontrer. Sinon, on considére un point y € w(x) qui est donc la limite d’une sous-suite
@"%(x). La suite fog@"(x) étant décroissante, elle tend vers a := f(y). L’ensemble w(x) est donc contenu dans f~!(a).
Comme c’est un ensemble positivement invariant, ses points sont donc totalement neutres. »
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Revenons a la démonstration du théoréme.
<« SiY estouvert dans X, il n’y a rien a démontrer, on suppose donc dans la suite que ce n’est pas le cas.

On considere la fonction f : U — [0, o0) et un voisinage V' C U tel que f > 0et f — fop >O0surV —-Y.

Il existe un voisinage compact K de Y contenu dans V. Par continuité de ¢, il existe un voisinage ouvert W ¢ K tel
que (W) C K.Onpose a =ming_y, f,onaa>0.0npose Z = {x € W, f(x) < a}, qui est un voisinage compact de
Y. L’ensemble Z est positivement invariant. En effet, si x € Z — Y, alors @(x) € K et fop(x) < f(x) < a. Ceci implique
que x est dans W, donc dans Z. On a montré que tout voisinage V' contient un voisinage positivement invariant Z, ceci
implique la stabilité de Lyapounov.

En appliquant la proposition précédente a ¢z, on conclut que w(x) C Y pour tout x € Z, ce qui montre la stabilité
asymptotique. »

Exercice 3.1. Soit Y un compact invariant. Supposons qu’il existe une fonction de Lyapounov continue f : X — [0, o)
telle que f|y =0et f > 0sur X =Y. Supposons de plus que f est propre (c’est a dire que les ensembles 77110, a]) sont
compacts) et stricte en dehors de Y. Montrer que x est asymptotiquement stable de bassin X entier.

Exercice 3.2. Soit X un espace métrique quelconque et ¢ . X — X une application continue. Supposons qu’il existe
une fonction de Lyapounov continue f : X — [0, 00) telle que f(xg) =0 et f(x) = h(d(xg,x)), o h : [0,00) — [0, 0)
est une fonction continue strictement croissante. Supposons de plus qu’il existe une fonction continue ¢ :]0, co) —]0, 00)
telle que fop < f — ¢o f. Montrer que x est asymptotiquement stable de bassin X entier.

Le théoreme admet une réciproque :

Théoréme 3.5. On suppose X localement compact. Soit Y un compact invariant asymptotiquement stable, de bassin B.
Alors il existe une fonction de Lyapounov continue f : X — [0, 1] qui a les propriétés suivantes : f = 1 sur X — B,
fEO[surB-Y, f=0surY et fop— f <OsurB-Y.

Dans le cas particulier des points fixes linéairement stables, on peut prendre comme fonction de Lyapounov une forme
quadratique. On commence par quelques lemmes :

Lemme 3.6. On suppose X localement compact. Le compact invariant Y est asymptotiquement stable si et seulement si
il existe un voisinage U de Y qui converge uniformément vers Y au sens suivant : pour tout voisinage W de Y il existe N
tel que @"(U) C W pour tout n > N.

< Supposons que U existe. Il est alors clair que toutes les orbites de U tendent vers Y. Fixons maintenant un voisinage W
de Y. Il existe N tel que ¢"(U) C W pour tout n > N. D’autre part, la continuité de ¢ implique I’existence d’un voisinage
V c U de x tel que ¢" (V') C W pour tout n < N. On a donc ¢" (V') C W pour tout n > 0, donc Y est Lyapounov stable.

Réciproquement, supposons que Y est asymptotiquement stable. Soit B le bassin de Y, et U un voisinage compact de
Y contenu dans B. Soit W un voisinage de Y, et V" un voisinage ouvert de Y tel que ¢" (V) C W pour tout n > 0. Pour
tout voisinage ouvert W de x, les préimages ¢~"*(V'),n € N recouvrent B, donc elles recouvrent U. Par compacité, il
existe N tel que les préimages ¢~"(V'),n < N recouvrent U. Pour tout x € U, il existe donc k < N tel que ¢(x) € V, et
alors ¢"(x) € W pour tout n > k, en particulier pour toutn > N. »

Lemme 3.7. Soit U un ouvert. Supposons que p(U) C U et notons A := N,50@"(U) et B 1= U,500"(U). Alors il existe
une fonction de Lyapounov continue f : X — [0, 1] qui vérifie les propriétés suivantes : f~1(0) = A, f~'(1) = X — B,
fop— f <0sur B— A

< Pour chaque n, on considere ne fonction continue g, : X — [0, 1] telle que g;l(O) = @"(U) et g;l( 1)=X-U.On
constate que g,o@” < g,, avec une inégalité stricte sur ¢~ "(U) — ¢™(U). En effet, si x € U, alors g,0¢"(x) = 0 < g,(x),

et cette inégalité est stricte si x € U — @"(U). Si x & U, alors g,(x) = 1 > g,0¢"(x), et cette inégalité est stricte pour
x €  "(U).
Pour chaque n, on pose f,, := (gn+'--+gn0(p”_1)/n. La fonction f,, : X — [0, 1] est continue, elle vérifie f,,op—f, =

(g,09" — g,)/n < 0, avec inégalité stricte sur ¢~ "(U) — ¢"(U). De plus, f,(x) = 1 si et seulement si g,(x) = g,0p(x) =
v = gnO(p"_l(x) = 1. D’autre part, f,,(x) = 0 si et seulement si g,(x) = g,0@(x) = -+ = gnO(p"_l(x) =0.

On considére maintenant une suite a,, n > 0, & terme strictement positifs, et telle que Y, a, = 1. Onpose f := Y a, f,.
Comme f(x) est une somme de termes positifs, f(x) = 0 siet seulementsi f,(x) = O pour tout n, c’est a dire si et seulement
si g,(x) = 0 pour tout n, et donc si et seulement si x € A. De la méme fagon, on a f(x) < Y a, = 1 sauf si g,(x) = 1
pour tout n, c’est a dire si x & Up~"(U). Finalement, fop — f = Y a,(f,op — f,) < 0. Cette inégalité est stricte si et
seulement si I’un des termes est strictement négatif, c’est a dire pour x € B — A. »
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Concluons la preuve du théoréme :
<« Soit Y un compact invariant asymptotiquement stable. Il existe alors un voisinage relativement compact U qui converge
uniformément vers x. En particulier, il existe N tel que N (U) C U, Ne™(U) =Y = ne"(U), et Uup™™MU) =B =
Up "(U), le bassinde Y.

Il existe alors une fonction de Lyapounov continue g : X — [0, 1] pour @", telle que g7 1(0) = Y, gop™ — g < 0 sur
B-A,g ' (1)=X - B.

La fonction f := (g + go@ + -+ + gopN~1)/ N vérifie alors fop — f = (gopN — g)/N < 0, avec inégalité stricte
sur B — A, ainsi que les autres propriétés demandées. »

Si X est une variété, la fonction de Lyapounov peut étre choisie de classe C*. C’est une conséquence du résultat
suivant :

Proposition 3.8. Soit X une variété C*® de dimension finie et ¢ : X — X une application continue. Soit f : X — [0, 1]
une fonction de Lyapounov continue. Supposons que les ensembles A := f~1(0), et B := X — f~1(1) son positivement
invariants. Supposons finalement que f est stricte sur B — A. Alors il existe une fonction de Lyapounov g, de classe C*,
telle que g~ 1(1) = X — B, g71(0) = A et g est stricte sur B — A.

<« Comme fo@ < f sur’ouvert B — A, il existe une fonction § : B— A —]0, 1[ de classe C*® et telle que fop < g < f.
Ceci implique que gop < fog < g, donc g est une fonction de Lyapounov stricte sur B — A.

On prolonge g par les valeurs 1 sur X — B et 0 sur A. On obtient une fonction de Lyapounov continue sur X, qui est
stricte et C* sur B — A.

On considere maintenant une suite de fonctions C* croissantes 4, : R — [0, 1] telles que &, = 0 sur (—o0, 1/n],
h, = lsur [1 —1/n,c0), et b} > 0 sur]1/n,1—1/n[. Chacune des fonctions A, 0g, prolongée par O et 1 sur A et X — B,
est une fonction de Lyapounov de classe C, qui est stricte sur §~'(]1/n,1 — 1/n [).

Nous pouvons encore une fois introduire une suite a, > 0 telle que Y’ a,, = 1, et considérer la somme g = Y’ a,,(h,,08).
C’est une fonction de Lyapounov continue qui est stricte sur B — A.

De plus, au vu du Lemme qui suit, on peut choisir la suite a,, de sorte que g soit C*®. »

Lemme 3.9. Soit f, une suite de fonctions C®. Il existe une suite a, > 0 telle que la série Y. a, f,, et toutes ses dérivées
convergent localement uniformément vers une limite g, qui est donc C*.

L’énoncé ci-dessus et la preuve ci-dessous restent vrais, moyennent de petites adaptations, sur une variété.
< On définit les semi-normes | /| 1= sup |, (If ) + [d f ()| + -+ + |d¥ f(x)|). On définit alors a, := (2"|f,|,)~"
Alors, pour tout k, on a a,| f,,|x < a,|f,1, < 27" lorsque n > k, et donc la série a,, f,, converge en norme |.|;, c’est a dire
que les k premieres dérivées convergent uniformément sur B(0, k). »

On considére maintenant le cas ot X est une variété (ou juste X = R?) et ol V est un champ de vecteurs C! et complet
sur X. On note ¢’ le flot. On dit que Y C X estinvariant si ¢'(Y) = Y pour tout t € R. Les compacts invariants Lyapounov
stables et asymptotiquement stables se définissent exactement comme dans le cas des applications :

Le compact invariant Y est dit Lyapounov stable si, pour tout voisinage U de Y, il existe un voisinage V de Y tel que
@'(V) Cc U pour tout ¢ > 0.

Le compact invariant Y est dit asymptotiquement stable si il est Lyapounov stable et si, de plus, il existe un voisinage
W de Y tel que toute orbite partant dans W converge vers Y.

Le bassin de Y est I’ensemble des points x tels que ¢'(x) — Y en +o0. Si Y est un compact invariant asymptotiquement
stable, alors son bassin est un voisinage ouvert de Y.

Propriété 3.10. Le compact invariant Y est Lyapounov (resp. asymptotiquement) stable pour V' si et seulement si il existe
T > 0 tel que x est Lyapounov (resp. asymptotiquement) stable pour @' . De plus, le bassin de Y en tant que point fixe
de @7 est égal au bassin de Y en tant que point fixe de V.

<« Il est clair que les propriétés de stabilité pour V entreine les mémes propriétés pour chacun des flots ¢’,¢ > 0.

Réciproquement, supposons que X, est Lyapounov stable pour ', avec T > 0. Pour tout voisinage U de Y, il existe
un voisinage W tel que ¢'(W) C U pour tout ¢ € [0, T]. Ceci découle de la compacité de [0, T] et de la continuité de
I’application (¢, x) +— @'(x).

Comme x, est Lyapounov stable pour ¢, il existe un voisinage W’ tel que ¢"7 (W) C W pour tout n > 0. On déduit
que ¢'(W') c U pour tout ¢ > 0.

Finalement, si I’orbite x(¢) = ¢'(x) converge vers Y, il en est clairement de méme de la suite n + x(nT). Récipro-
quement, supposons que la suite x(nT') converge vers Y. Pour tout voisinage U de Y, on a vu qu’il existe un voisinage W
pour lequel @' (W) C U pour tout t € [0,T7]. Il existe N tel x(nT) € W pour tout n > N, ce qui implique que x(f) € U
pour toutz = NT. »
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Si f est une fonction de classe C!, alors les points suivants sont évidemment équivalents :

— fog@' < f pourtoutt > 0.

—df-V<Oo.
On dit alors que f est une fonction de Lyapounov. Il n’est donc pas nécessaire de déterminer le flot pour vérifier que f est
une fonction de Lyapounov.

Théoréme 3.11. Soit Y compact invariant du champ de vecteurs V (c’est a dire du flot associé).
Si il existe une fonction de Lyapounov f : U — [0, c0), de classe C' sur un voisinage U de Y, qui vérifie f(x,) =0
et telle que les fonctions f et —d f - V sont strictement positives sur U — {x,}, alors x est asymptotiquement stable.
Réciproquement, si Y est asymptotiquement stable, de bassin B, alors il existe une fonction de Lyapounov f . X —
[0, 1], de classe C*°, telle que f =0 surY, f €]0,1[sur B—Y,df -V <Osur B—Y, et f =1 sur X — B.

< Le premier énoncé découle du cas des applications.

Montrons le second énoncé. Lecompact invariant Y est asymptotiquement stable pour ¢!, de bassin B. Il existe donc
une fonction de Lyapounov g : X — [0, 1], de classe C*, pour ¢, telle que gop! —g <Osur B— {xo}, g7 10) = {x0},
g ') =X - B.

On pose alors f = fol go@’ds, ¢’est une fonction C!. On a

1

1 1
df-vix= / dgpsxyod@y - V(x)ds = / dgpsix) " V(@' (x))ds = / %(goq)s(x))ds
0 0 0

= (gog' — g)(x).

Si V n’est que C', la fonction f n’est a priori que C', mais elle peut étre régularisée, comme dans le cas des applications.
Pour ceci, on considere d’abord une fonction continue strictement positive e : B—A —]0,00) tellequed f -V < —2¢|V]|,
f >2eet f <1—2esur B— A. Alors, il existe une fonction f}, de classe C®, telle que | f — f| < eet|df —dfi| <e.
La fonction f; vérifie encore d f; - V' < 0 sur B — A, et elle se prolonge en une fonction continue sur X par les valeurs O
sur A et 1 sur X — B. On régularise alors f; comme dans la preuve de la proposition 3.8. »

Le linéarisé permet, comme pour les applications, de statuer sur la stabilit¢ dans de nombreux cas. Nous donnons ici
I’énoncé dans le cas des champs de vecteurs pour attirer I’attention sur le fait que les hypothéses sur la norme des valeurs
propres sont remplacées par des hypotheses sur leur partie imaginaire.

Théoréme 3.12. Soit x, un point fixe du champ de vecteur V. Soit L le linéarisé de V en x, et soit y le supremum des
parties réelles des éléments du spectre de L.

Si y <0, alors x est asymptotiquement stable. On dit que le point fixe est linéairement stable.

Si y > 0, alors x( n’est pas Lyapounov stable, donc pas asymptotiquement stable.

< Nous avons vu que le champ de vecteurs est Lyapounov ou asymptotiquement stable si et seulement si le flot ! I’est.
Comme d(¢"), = e*, le rayon spectral du linéarisé de ¢' est égala R = eZ. »

On peut montrer comme dans le cas d’une application que la dynamique au voisinage d’un point fixe asymptotiquement
stable est topologiquement conjuguée a la dynamique du linéarisé. En fait, le résultat prend une forme plus forte dans le
cas des flots : il n’y a, a conjugaison topologique pres, qu'un seul point fixe linéairement stable en dimension d.

Théoréme 3.13. Soient V| et V, deux champs de vecteurs C' sur des variétés X, et X, de dimension d. Soient x, et x,
des points fixes asymptotiquement stables de V| et V,, de bassins U et U,. 1l existe un homéomorphisme ¢ : U; — U,
qui conjugue les flots de Vy et V,. L’homéomorphisme ¢ est C' sur Ul* =U; = {x,}, et satisfait do,. - Vi(x) = Vo(p(x))
pour tout x € U7,

Le résultat implique en particulier que le bassin est toujours homéomorphe a R?, qui est la bassin de 0 pour le champ
de vecteurs Vj(x) = —x sur R?.
< On va montrer que V] est conjugué a V; sur U .

On identifie localement (X, x,) & (R, 0) par une carte en x,, et on munit I’espace R¢ d’un produit scalaire pour lequel
(V1(x),x) < b{x, x) au voisinage de 0, avec b < 0, on note |.| la norme correspondante. Pour r > 0 assez petit, la sphere
S = S(0,r) (que I'on peut aussi considérer comme une sous variété de X par I’identification ci-dessus) est une section
de Poincaré pour V| et pour V. On note aussi B = B(0, r). Considérons 1’application

F:RXxS3(@x)— ¢'(x) €U =U; - {x}
ou @ est le flot de V. Cette application induit une bijection de R X .S dans Ul*, qui est un difféomorphisme local et donc

un difféomorphisme.
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Montrons la bijectivité. Il s’agit de vérifier que toute orbite x(#) dans le bassin coupe S une fois et une seule. On
constate d’abord que tout orbite qui contient des points dans B et des points hors de B coupe .S, par connexité. Comme
toute orbite tend vers x;, toute orbite du bassin contient des points dans B. Donc les seules orbites qui pourraient ne pas
couper S sont les orbites entiérement contenues dans B. On utilise finalement I’inégalité (V;(x), x) < b(x, x), satisfaite
dans un voisinage de B, pour montrer, a la fois que toute orbite différente de celle de x; sort de B (en grand temps négatif),
et aussi que chaque orbite intersecte .S au plus une fois.

De la méme fagon, I’application

G:RxS3(tx)—e'xeR!={0)
est un difféomorphisme. L’application
FoG™' 1 R = {0} 2 x = ¢~ "M(x/|x|) € U}

est donc un difféomorphisme. Comme 0 est asymptotiquement stable pour ¥}, I’application ¢ qui est égale 4 FoG~! hors
de 0 et 2 0 en 0 est un homéomorphisme de R dans U,. On constate que

Ple™x) = M ¥(x/]x]) = @' (P(x)),

c’est a dire que ¢ conjugue les flots de V] et de Vj,.
On trouve de la méme fagon une conjugaison topologique w : R? — U, entre V; et V5, et donc une conjugaison
topologique gpoy~! : U, — U, entre V, et V;. »

L’analogue naturel de cet énoncé pour les applications n’est pas vrai comme le montre 1’exercice ci-dessous.

Exercice 3.3. Montrer que les dynamiques des applications x + x/2 et x +— —x /2 sur R ne sont pas topologiquement
conjuguées.

Exercice 3.4. Considérons le champ de vecteurs V (x,y) = (y, —x — y°).
Le linéarisé permet-il de statuer sur la stabilité asymptotique de 0 ?
En considérant la fonction f(x,y) = x> + y*, montrer que le point fixe O est asymptotiquement stable.

Exercice 3.5. On rappelle que si U est un endomorphisme tel que U"n € Z est borné, alors il existe un produit scalaire
pour lequel U est une isométrie.

Soit U(t),t € R un groupe continu de matrices d X d, c’est a dire que U(0) = Id et U(t + s) = U(t)U(s) pour tous s
et t dans R.

Montrer I’équivalence entre :

U(1),t € R est une famille bornée de matrices.

1l existe un produit scalaire pour lequel les matrices U (t) sont unitaires.

Exercice 3.6. Soit A une matrice d X d. Montrer I’équivalence entre :
Toutes les solutions de I’équation linéaire x'(t) = A - x(t) sont bornées.
La matrice A est diagonalisable dans C et ses valeurs propres sont imaginaires pures.
11 existe un produit scalaire pour lequel A est antisymétrique.
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Complément : flots et inégalités

On manipulera dans la suite des inégalités différentielles, et on utilisera le résultat suivant (Lemme de Gronwall) :

Lemme 3.14. Soir (¢, x) : RXR — R une fonction mesurable. Soient x(t) et y(t) . [0, T[— R des fonctions dérivables
satisfaisant

X' < f,x@®) , V@)= fyd)
pour tout t € [0, T et x(0) < ¥(0). Alors x(t) < y(t) pour tout t €]0,T7.
<« Si la conclusion n’est pas satisfaite, alors il existe un intervalle maximal non vide ]0, s[, s < T sur lequel x < y (dans le

cas ot x(0) = ¥(0), ceci découle de I’inégalité x'(0) < £(0, x(0)) = £(0, y(0)) = y'(0)). Au temps s, on a alors y(s) = x(s),
et donc y'(s) < x'(s). C’est une contradiction puisque

X' (s) < f(s,x() = f(5,(5)) = ¥/ (5). »

Nous utiliserons principalement le :

Corollaire 3.15. Soit x(t) une fonction dérivable telle que x'(t) < bx(t) pour tout t > 0, avec b € R. Alors x(t) < x(0)e?
pour tout t > 0.

< Pour a > 0, on pose y,(t) = (x(0) + at)e’. On a VL) = by,(t) + ae’. Le lemme précédent, appliqué 2 la fonction
ft,x) = ax + ae” > ax, implique que x(¢) < y,(t) pour tout ¢t > 0 et tout a > 0. A la limite ¢ — 0 on déduit que
x(1) < x(0)e?. »

Plus généralement, on peut obtenir une version avec inégalités larges du Lemme sous des hypotheses de régularité
supplémentaires :

Lemme 3.16. Soit f(t,x) : RXR — R une fonction localement Lipschitz. Soient x(t) et y(t) : [0, T[— R des fonctions
dérivables satisfaisant

fax@®) . YO =fyp)
y(t) pour tout t € [0, TT.

X' (1)
pour tout t € [0, T] et x(0) < y(0). Alors x(t)

NN

< On fixe § €]0, T[. On considere la solution y,(f) de I’équation y;(t) = f(,y,@) + a qui vérifie y,(0) = y(0). Par le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, cette solution est définie au dela du temps S pour a petit, et la fonction a +— y,(.5) est
continue en a = 0. Pour chaque a > 0, on déduit du lemme précédent (appliqué a la fonction f + a) que x(5) < y,(5). A
la limite a — 0, on déduit donc que x(.S) < y(S). »

Pour donner un analogue des contractions en termes de champs de vecteurs, on commence par la remarque suivante :

Lemme 3.17. Soit V' un champ de vecteurs Lipschitz complet sur un espace de Hilbert E. Alors, pour tout b € R, il y a
équivalence entre les propriétés suivantes :

— Leflot @' est e'®-Lipschitz pour tout t > 0

— (V(x) = V(»),x — ) < b||x — y||? pour tous x et y.

< Un calcul simple montre que
d
2o’ = PO =2V (@' x) - V(@' ), ¢'(x) — ¢' ().
Si I’on suppose le premier point, alors ||@’(x) — @'(¥)]|? < e2?||x — y|| pour tout ¢ > 0, avec égalité en t = 0, donc

AV )=V OLx=3) = G 1660 = g DI < 2blx =yl

Réciproquement, en supposant le second point, la fonction f(f) := ||@'(x) — @' ()||? vérifie I'inégalité f'(¢) < 2bf(t), ce
qui entraine que f(¢) < f (0)e2t par le Lemme de Gronwall. »

Proposition 3.18. Soit V' un champ de vecteur de I’espace de Hilbert E. Supposons qu’il existe a > 0 tel que
(V(x) = V() x = y) < ~2allx - ylI?

pour tous x,y. Alors Le champ V' admet un unique point fixe, qui est asymptotiquement stable et attire toutes les orbites.
Le champ V est positivement complet et ses flots ¢',t > 0 sont des contractions.
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<« Soitx(?) : [0, T[— E une orbite maximale. Montrons pour commencer que T" = +o0. Si T est fini, on écrit par exemple
1x(S+1)—x(S)|| < e~ ||x(t)—x(0)|| < ||x(T —S5)—x(0)|| pour tout € [0, T —S[. Comme la fonction ¢ + ||x(t)—x(0)]|
tend vers 0 en 0, ceci implique que la courbe x(¥) a une limite en T, ce qui contredit la maximalité.

Le champ V est donc positivement complet, ses flots ¢',# > 0 sont e~"*-Lipschitz par les calculs ci-dessus. Soit x
1’'unique point fixe de @'. C’est alors 1’unique point fixe de @!/” pour tout n € N. Autrement dit, I'orbite x(f) associée
est périodique de période 1/n pour tout n, c’est donc un point fixe : ¥'(x,) = 0. Il est alors évident que toutes les orbites
convergent vers x,. »

Nous avons vu que les points fixes linéairement stables sont asymptotiquement stables et donc admettent des fonctions
de Lyapounov. Comme dans le cas du temps discret, on peut étre beaucoup plus précis et obtenir une fonction de Lyapounov
quadratique.

Lemme 3.19. Soit L une application linéaire continue de l’espace de Hilbert H. Supposons qu’il existe un intervalle
[@’, b'] qui contient les parties réelles des éléments du spectre de L, et soit la, b[ un intervalle ouvert contenant [a’, b'].
Alors il existe un produit scalaire (.,.) sur H, qui engendre une norme équivalente a la norme initiale, et tel que

a(v,v) £ (Lv,v) £ b(v,v)

pour toutv € H.

<« Le rayon spectral de e” est strictement inférieur a e® donc par la formule du rayon spectral il existe T > 0 pour lequel
lle"E|| < eT? (norme initiale sur E). On pose

T
[v,w]=/ e 2y, e w)dt
0
et on calcule
T T J
2[Lv, v] =2/ e_z’b(e’LLv,e’Lv)dt=/ e‘zth(e’Lu, e'Lvydt
0 0

T
= Zb/ e 2Ly, et vydt + e 2Ly, L) — (v, v)
0
< 2b[v, v].

Ensuite, on choisit S > 0 tel que || < e™5¢ (norme associée 2 [., .]) et on pose

Ky
(v, w) = / eXafe Ly, e L y)ds.
0
Le méme calcul que ci-dessus montre que (—Lv, v) < —a(v, v). De plus,

S s
(Lv,v) = / e Le Ly, et yldr € / be* e Ly, e Lyldt = b(v, v). »
0 0
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4 Bifurcations

Nous avons vu qu’un point fixe non dégénéré survit a une petite perturbation de la dynamique. Nous étudions ici ce
qui peut se passer dans le cas des points fixes dégénérés. Un exemple est la famille d’applications @(u, x) = p + x + x?,
dont le comportement dynamique est résumé dans le diagramme ci-dessous.

X

/X

Ce comportement est typique.

Théoreéme 4.1. Soit p(u,x) : RX R — R est une famille C? d’applications de R telle que ¢(0,0) =0, 0,9(0,0) = 1,
0”(p(0, 0) # 0. Alors il existe un intervalle ouvert I contenant O et une fonction 0(x) telle que @(6(x),x) = x pour tout
x€1,0(0)=0, et 0'(0) = 0. De plus, pour u € I et x € I, le point x est fixé par @, siet seulement si 0(x) = u.

Si on suppose que 0)%){(;)(0, 0) est non nul et du méme signe que 9,¢(0,0), alors 0"(0) < 0. Dans ce cas, pour u < 0
dans I, I'application ¢, a deux points fixes dans I (I'un linéairement stable et I’autre linéairement instable), pour p = 0
elle a un point fixe, et pour u > 0 elle n’a pas de point fixe.

Si le signe de ())2‘ L #(0,0) est opposé a celui de 0,,¢(0,0) alors 0" (0) > 0 et on a les mémes propriétés en échangeant
u>0etu<O.

<« Le premier point est une application directe du théoreme des fonctions implicites. En dérivant la relation ¢(8(x), x) = x,
on obtient
9,p(0(x),x) - ' (x) + 9, p(8(x), x) = 1.

En x = 0, ceci implique que 6’(0) = 0. On dérive alors une seconde fois, en x = 0, et on obtient :
0,0(0(x), x) - 0" (x) + 0§x¢(9(X), x)=0,

dont on déduit les propriétés voulues sur le signe de 6”(0). Pour déterminer la stabilité linéaire des points fixes obtenus,
on doit déterminer le multiplicateur A(x) := d,@(6(x), x). On calcule que A'(0) = a§x¢(0, 0). Lorsque cette dérivée est
non-nulle, on conclut que I’un des points fixes est linéairement stable, 1’ autre linéairement instable. »

Dans de nombreuses applications, on considere une famille ¢, dont toutes les applications préservent l'origine, c’est
a dire que @(u, 0) = 0 pour tout u.

Théoréme 4.2. Soit p(u,x) : R X R — R est une famille C3 d’applications de R telle que @(u,0) = 0 pour tout u et
0,9(0,0) =1, 6ix(p(0, 0) #0.

Le diagramme de bifurcation au voisinage de (0,0) est localement la réunion de deux courbes C? qui se coupent
transversalement en (0, 0) et dont I’une est ’axe horizontal.

Si dgx(p(O, 0) # 0, alors la seconde branche du diagramme de bifurcation est le graphe d’une application u +— y(u).
1l existe donc, pour u # 0 assez petit, exactement deux points fixes dans un voisinage de 0.

Si ())zcx(p(O, 0) = 0 alors la seconde branche est tangente d I’axe vertical en (0,0). Si de plus 6ixx(p(0, 0) est non nul et
du signe de 854)((,0(0, 0), alors la seconde branche contient deux orbites pour chaque yu < 0 et aucune pour u > Q.

Suivant les signes des dérivées, on peut aussi déterminer la stabilité des points fixes obtenus. Par exemple, si 0}24x(p(0, 0) >

Oet 6ixx ®(0,0) < 0, alors le point fixe 0 est linéairement stable pour u < 0 et linéairement instable pour ¢ > 0. Les points
fixes de la seconde branche sont linéairement stables. On a donc, pour ¢ < 0 un unique point fixe qui est linéairement stable.
Pour 1 > 0, ce point fixe devient linéairement instable, mais deux points fixes linéairement stables nouveaux apparaissent.

C’est la situation représentée ci-dessous.
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< Ona @y, x) = xy(u, x), ot
1
w(p,x) = / 0, (1, sx)ds
0

est une fonction C? qui vérifie w(0,0) = 1. L’équation @(u, x) = x est équivalente i 1’équation y(u, x) = 1. On vérifie
en dérivant 1’égalité ¢ = xy que k@’;y/(O, 0) = 0’;‘1 ®(0,0) pour tout k > 0, et que 0”1//(0, 0) = 0/24x(p(0, 0). La preuve se
termine alors comme la précédente. »

Nous avons décrit des bifurcations pour des applications d’une variable réelle. Nous allons maintenant expliquer pour-
quoi les bifurcation les plus simples en dimension supérieure présentent des diagrammes de bifurcation similaires.

On considere pour ceci une famille d’applications ¢, de R?, de classe C", et telle que @o(0) = 0. Soit L = 9, 9(0,0) le
linéarisé de ¢, en 0. Soit E 1’espace caractéristique de L associé a la valeur propre 1. Soit F la somme des autres espaces
caractéristiques de L. C’est un supplémentaire de E dans R? qui est invariant par L. L’énoncé ci-dessous permet de réduire
I’étude des bifurcations de la famille ¢,, a I’étude des bifurcations d’une famille réduite y,, d’applications de E de classe
C". On note x = (y, z) la décomposition des points de RY associée a la décomposition RY = E @ F. On note Qg @ les
composantes de @.

Proposition 4.3. 1l existe une application locale Z : R X E — F, de classe C" qui est telle que le diagramme de
bifurcation de @ est 'image par id X Z du diagramme de bifurcation de la famille

v(u,y) = @p(u,y, Z(u,y)).

Autrement dit, localement, le point x = (y, z) est un point fixe de ¢, si et seulement si z = Z(u, y) et si y est un point fixe
de v, On peut de plus choisir Z de sorte que Z(u,0) =0 et ayZ(O, 0)=0.

Cette méthode est appelée réduction de Lyapounov-Schmidt. Elle permet de construire, localement, une sous variété
tangente 2 R x E dans R x R qui contient tous les points fixes. Attention, cette variété n’est pas forcément invariante par
@, elle n’est pas unique.
<« L’équation @(u, x) = x est équivalente au systéme

op(u,y,z2) =y
Qr(u,y,2) =z

Comme 0,9 £(0,0,0) n’a pas 1 pour valeur propre, la seconde équation se résout localement par le théoréme des fonctions
implicites. Il existe donc une fonction Z(u, y) telle que la seconde équation est satisfaite si et seulement si z = Z(u, y).
Comme ¢ (¢,0,0) =0,0na Z(u,0) = 0. En dérivant I’équation @ (u,,yZ(u, y)) = Z(u, y), on obtient :

9,9r(0,0,0) = (I = 9,9£(0,0,0))9,Z(0,0).

Comme d,¢£(0,0,0) = 0 et comme (I — d,¢(0,0,0)) est un isomorphisme de F, on déduit que d,Z(0,0) = 0. Les
solutions du systéme sont alors les points de la forme (u, y, Z(u, y)), ou (u, y) satisfait I’équation @g(u, y, Z(u,y) = y,
c’est a dire ou y est un point fixe de y,,. »

Les cas les plus simples sont ceux ou E est de dimension 1.

Proposition 4.4. Supposons que @ est une famille C? et que I’espace propre E est de dimension 1. Si 0,¢£(0,0) et

a§y¢ £(0,0) sont non nuls et de méme signe, alors le diagramme de bifurcation est localement une courbe C* de R x R,
tangente a {0} X E, qui contient deux points pour chaque u < 0 et aucun point pour p > 0.
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< On applique le théoreme 4.1 a ’application réduite y. On calcule pour ceci
a”q/(()’ 0) = aﬂ (pE(O’ O) + az(pE(O, O)OOyZ(O’ 0) = aﬂ(pE(()’ O)
et
97,9 (0,0) = 3> 9 £(0,0) +207. 90,0000, Z(0,0) + 9,¢£(0,0)92 , Z(0,0) = 3> ¢(0,0)
puisque 0,9 (0,0) =0. »
On consideére maintenant le cas des familles fixant ’origine, c’est a dire que @(u,0) = 0.

Proposition 4.5. Supposons que @ est une famille C3 qui fixe l'origine, et que I’espace propre E est de dimension 1. Si
aiy(p £(0,0) est non-nul, alors le diagramme de bifurcation est localement la réunion de la courbe R X {0} et d’un seconde

branche C>.
Si diyqo £(0,0) # 0, alors la seconde branche du diagramme de bifurcation est le graphe d’une application y +— Y (1)

de classe C2. Il existe donc, pour u # 0 assez petit, exactement deux points fixes dans un voisinage de 0.
Si diy(p £(0,0) = 0, alors la seconde branche du diagramme de bifurcation est tangente a {0} X E.

On peut caractériser plus précisément la forme de la seconde branche comme dans le théoréme 4.2 en fonction de la
quantité diyyy/(O, 0). Mais I’expression de cette dérivée troisiéme en fonction de ¢ n’est pas simple.

< On applique le théoréme 4.2 a I’application réduite y, apres avoir vérifié que 03”111(0, 0)= 63”(;) £(0,0) en calculant
92 w(0,0) = 97 @p(0,0) + 92 @£(0,0)00, Z(0,0) + 9;_¢£(0,0)09,Z(0,0)
+02,9£(0,0)0(0, Z(0,0) ® 0, Z(0,0)) + 0,9 (0, O)anyZ(o, 0).
Comme tous aﬂz 0,0) =0, ayz (0,0) = 0 et d,¢(0,0) = 0, on a I’égalité voulue. On précise, concernant le calcul
ci-dessus, que 1’écriture dﬁz ®£(0,0)0(0,Z(0,0) ® 9,Z(0,0)) est une notation pour désigner la forme bilinéaire
(&.v) — 02,0£(0,0)(0,Z(0,0) - £,0,Z(0,0) - v),
qui en I’occurrence est nulle. »

On rencontre par exemple le cas ci-dessus lorsqu’on considére un point fixe non dégénéré qui admet —1 comme valeur
propre simple. Soit ¢, une famille d’applications de R telle que ¢ (0) = 0, telle que 1 n’est pas valeur propre du linéarisé,
et telle que —1 est valeur propre simple. Comme le point fixe O est alors non-dégénéré pour ¢, il existe localement une
unique courbe réguliere g(u) de points fixes. Mais 0 est un point fixe dégénéré pour (pg, donc il peut exister d’autres points
de période 2 au voisinage de (0, 0). On note L() le linéarisé de ¢, en q(u), E la droite propre de L(0) associée a la valeur
propre —1, et F le supplémentaire de E invariant par L(0). On a alors

Proposition 4.6. Soif (i1, x) : RxR? — R est une famille C3 d’applications de R? telle que p(0,0) = 0 et —1 est valeur
propre de L(0) = 0,(0,0), de multiplicité 1. On suppose que 9,,,—o(9,@ (1, q(u)) # 0. Alors il existe, localement, une
branche de points périodiques de période 2, qui est tangente a {0} X E.

<« Soit g(u) la famille réguliere locale de points fixes de ¢,,. Pour se ramener au cadre du résultat précédent, on considere
la famille

¢(u, x) = o(u, p(p, x + q(u)) — q(p).
Toutes les applications de cette famille fixent O, mais O est un point fixe dégénéré de ¢,. On a

0, (i, x) = 0, @, (i, x + q(1)))00, (1, x + q(u)),

en particulier 0, ¢(u, 0) = 0, 0(u, g(1))od, @(u, g(n)). Le linéarisé d,.¢(0, 0) a donc 1 pour valeur propre simple, d’espace
propre E, et il préserve le supplémentaire F. On doit montrer que 6iy¢ £(0,0) est non nul. En notant 7 la projection sur

E, le réel 6yd>E(/4, 0) est le coefficient nEoL(y)le. On a donc
97,$£(0,0) = 7o L(0)o L' (0) ; + mpo L' (0)0 L(0), .
Les hypotheses sur L(0) impliquent que 70 L(0) = —z, et que L(0);p = —Id. On obtient donc
02 p(0.0) = =250 L' (0) y = ~20,,,=0(0, @ (1 4(1)) # 0.

On a donc une seconde branche de points fixes de ¢,,, qui sont des points de période 2 pour ¢,,. Pour chaque valeur de , il
y a un nombre pair de tel points, et on est donc dans le second cas de la proposition précédente, avec une branche tangente
a{0} X E. »

Il est intéressant de préciser un peu ce qui précede en dimension 1.
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Exercice 4.1. Soit ¢(u, x) une famille C3 d’applications de R, telle que ¢(0,0) = 0 et 0,9(0,0) = —1.
On suppose, pour fixer les idées, que 0”|”:0(0x(p(/4, q(p)) > 0 et que
20 9(0,0) + 3(0%_£(0,0))* > 0.

XXX

1l existe alors un branche réguliére q(u) de points fixes. Pour u < 0, le point fixe q(u) est asymptotiquement stable et
il est localement le seul point périodique.

Pour yu > 0, le point fixe q(u) est linéairement instable, et il existe une orbite périodique de période 2, qui est linéai-
rement stable.

On parle de bifurcation de doublement de période, car I’élément stable est un point de période 1 pour u < 0 et un
point de période 2 pour u > Q.

Le résultat ci-dessus montre que la condition de non dégénérescence, qui interdit I’existence de bifurcations a période
fixée, ne suffit pas pour autant a garantir 1I’absence de bifurcations d’orbites périodiques lorsqu’on considére simultanément
toutes les périodes. Ce type de phénomene peut se produire dés qu'une valeur propre est une racine complexe de 1’unité,
ou simplement est de module 1. Le cas des racines non réelles est un peu plus délicat a étudier, car il ne se produit pas en
dimension 1. On I’illustre en considérant des familles holomorphes.

Proposition 4.7. Soit ¢,(x) = ¢(u,x) : CX C — C une famille holomorphe d’applications de C fixant l'origine.
Supposons que A = 0,9(0,0) est de module 1, et supposons que aﬁz(p(o, 0) # 0. 1l existe alors, pour tout € > 0 une valeur

p du parametre telle que |u| < € et pour laquelle I’application ¢, admet une orbite périodique contenue dans la boule
B0, ¢€).

< On consideére dans un premier temps le cas ol A est une racine de 1’unité, A¥ =1, k > 1. On cherche alors des orbites
de périodes k. On écrit pour ceci (pz =zf(u,z), avec f(0,0)=A*=1.0na f(u,0) = az((pZ(O)) = (0,0(u, 0))%, et donc

0,/(0,0) = klk_laizqo(O, 0) # 0.

L’équation f(u, z) = 1 peut donc €tre résolue par le théoreme des fonctions implicites : il existe une fonction holomorphe
u(z) telle que f(u, z) = 1 si et seulement si u = u(z). Il existe donc des couples (u, z) arbitrairement proches de (0, 0) pour
lesquels (pz(z) =z.

Supposons maintenant que 4 n’est pas une racine de 'unité. L’application y + 0,¢,(u,0) est un difféomorphisme
local. Il existe donc p; arbitrairement petit pour lequel 4; := d,¢(u,,0) est une racine de 'unité et 9, @(u;,0) # 0. On
peut appliquer ce qui précéde pour trouver des (i, z,) arbitrairement proches de (4, 0) pour lesquels @*(u,, z,) = z, (ol
k est tel que /1’1‘ = 1). On notera, dans ce second cas, que la période k doit étre choisie d’autant plus grande que I’on veut
une orbite périodique plus proche de ’origine. »

On comprend au vu des développements ci-dessus que toute valeur propre de module 1 crée la possibilité de phéno-
menes de bifurcations d’orbites périodiques (a période non fixée).
On dit qu’un point fixe est hyperbolique si le linéarisé n’a pas de valeur propre de module 1.

Théoréme 4.8. Soit ¢ : R? — R? une application de classe C' dont 0 est un point fixe hyperbolique.

Alors il existe un voisinage U de 0 tel que toute orbite (x,),n € Z contenue dans U est identiquement nulle. En
particulier, aucune autre orbite périodique n’est entierement contenue dans U.

Finalement, si @(u, x) est une famille C' d’applications telle que @, = @, alors pour tout u petit, Uouvert U contient
une unique orbite entiére de @, et cette orbite est un point fixe hyperbolique.

<« Considérons directement une famille ¢,. Comme 0 est non dégénéré, il existe une courbe g(u) de points fixes de ¢,,.
Posons L = 0, (0, 0). L’hyperbolicité implique qu’il existe deux sous-espace E° et E¥, invariants par L(0), et tels que

Lgs et L|_Elu ont un rayon rayon spectral < 1. Il existe donc des constantes a < 1 et une norme Euclidienne sur E telle que

|L|_Elu| <aet|Lgs| < a. Lapplication L a donc la propriété suivante : Il existe a < 1 tel que,

Si lo,] > lv, 1, alors [(Lo),| > ™' [(Lo)| et [(Lo),| = a™|o, .

|0,] < [vgl, alors [(Lv),| < al(Lo),| et [(Lo),| > alv,].

On vérifie que ces propriétés sont stables par petite perturbation de L, il existe donc € > 0 et un petit voisinage convexe
U de O tel que 0, @(u, x) vérifie la propriété ci-dessus lorsque (y, x) €] — €, €[XU, avec une constante a qui n’est pas
forcément celle de L, mais qui est uniforme. On peut supposer de plus en diminuant € que g(¢) € U pour tout u €] —¢, €.

Si x = (x, x,) est une condition initiale dans U telle que |x, — q,(n)| = |x, — q,(p)| alors I(pZ(x) - q,(W)| =
@y, () = q5(p)| et

9% () = g, ()] = " x, — g, (W]
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Par récurrence, on déduit que 1’orbite sort de U On montre de la méme fagon que toute orbite dont la condition initiale

x # q(u) dans U satisfaisant |x,—q,(#)| < |x,—q,(u)| sortde U dans le passé. En conséquence, la seule orbite entierement
contenue dans U est le point fixe g(u). »

L’énoncé ci-dessus et sa preuve s’étendent sans modification au cas ott R est remplacé par un espace de Banach, a
condition de donner la définition suivante d’une application linéaire hyperbolique :

On dit que L : B — B est hyperbolique si elle est continue et si il existe un décomposition B = B* @ B en deux
sous-espaces fermés invariants par L tels que |L|‘BIM| <aet|Lps| < a,aveca < 1.1l est en fait équivalent de demander
que le spectre de L soit disjoint du cercle unité.

Exercice 4.2. Soit L un isomorphisme de B. Supposons qu’il existe une décomposition B = ES @ E", une norme sur B,
et a > 1 tels que :

Pour tout v = vy + v, vérifiant |v,| < |v,|, ona |L,v| < |L,v| et |Lv| = a|v|;

Pour tout v = v + v, vérifiant |v,| < |vgl, ona |L;'v| < |L7 o] et |L7'o| 2 alvl.

Montrer que L est hyperbolique.

On pourra montrer qu’il existe un application linéaire A : E* — E", de norme < 1, dont le graphe est invariant par
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5 Rotations quasi-périodiques, unique ergodicité

On considere le tore T = R?/Z¢. C’est un groupe de Lie Abélien, c’est a dire a la fois une variété et un groupe
commutatif, et les opérations de groupe sont différentiables. Les fonctions différentiables sur T¢ s’identifient aux fonctions
différentiables de R qui sont Z¢-périodiques.

Exercice 5.1. Soit 7 : R? — T¢ la projection canonique.

Soit A une matrice de taille d X n a coefficients entiers. Montrer que A engendre une application différentiable f, :
T" — T4 telle que f4(n(x)) = n(A(x)) pour toute x € R". On notera ci-dessous A ’application f 4.

Soit f : R" — T4 une application continue. Montrer qu’il existe une application continue F : R" — R telle que
f =mnoF.

Soit f : T" — T une application continue. Montrer qu’il existe une application continue F : R" — R? telle que
for =noF.

Soit f : T" — T9 une application continue. Montrer qu’il existe une matrice A de taille d X n a coefficients entiers
et une application continue G : T" — R telle que f(x) = woF(x) + Ax.

On munit T¢ de la distance d(x, x") = min, / | ¥’ — y| ol le minimum est pris sur I’ensemble des représentants y et
y' de x et x’ dans R?. C’est un espace métrique compact. La distance d est invariante par translations, c’est a dire que
dix+v,x' +v)=d(x,x")Vv e T,

On étudie ici la dynamique d’une translation @ : x + X 4+ @ oll @ est vu soit comme un élément de R¢ soit comme
un élément de T¢ (1’application ¢ ne dépend que de I'image de e dans T9).

Commencons par motiver cette étude en expliquant comment cette dynamique apparait dans les systémes linéaires en
présence de valeurs propres de module 1. Soit R(w) la matrice 2 X 2 de la rotation d’angle 2zw. Soit L La matrice 2d X 2d
diagonalisable par blocs 2 X 2, et dont les blocs diagonaux sont R(®,), ..., R(w,). Les valeurs propres complexes de L
sont donc les nombres complexes e**®i. Notons (x;, y;) les coordonnées de R?¢ correspondant & la décomposition par
blocs. Les fonctions n; @ x + (xi2 + yiz) sont invariante par la dynamique de L, c’est a dire que n;(Lx) = n;(x). Pour
ri,....rg >0,letore T := {x € R24 . ni(x) = r? Vi} est donc une sous-variété invariante. On parle de tore car cette
sous-variété est difféomorphe a T¢, un difféomorphisme est donné par I’application

J:T920=0,...,0,) — (re? 0, .. re?"0) e Cc? = R,
En restriction a T', la dynamique de L est conjuguée a celle de la translation ¢. Plus précisément, on a
LoJ = @olJ.

On peut considérer le champ de vecteurs constant V() = w sur T¢, qui engendre le flot ¢'(8) = @ + tw. De tels
flots apparaissent notamment dans les équations linéaires x = Lx en présence de valeurs propres imaginaires pures de L.
Contrairement au cas du temps discret, il faut se donner un vecteur @ € R? pour déterminer le flot, la projection de e sur
T9 nest pas suffisante.

Chacun des flots ¢’ est alors une translation du tore T?. De plus, si w, # 0, alors 1’application de retour associée a la
section transverse 8, = 0 est la translation du tore T?~! associée au vecteur @ = (w0, /., ... ,w4_; /@ ). Réciproquement,
si w est donné, alors la translation de vecteur w est 1’application de premier retour associée a la section de Poincaré
d’équation 0,,,; = 0 pour le flot engendré par le vecteur (w, 1) sur T9+!. On s’attend donc a des similarités entre les
propriétés de la translation de vecteur w et le flot de vecteur (w, 1), ce que les énoncés ci-dessous confirment.

Nous allons maintenant décrire la dynamique en fonction du vecteur w. La premiére remarque, indépendante de w, est
que les orbites sont des translatées les unes des autres. Elles ont donc toutes les mémes propriétés.

Cas rationnel. On dit que o est rationnel si w € Q9.

Les orbites de la translation ¢ sont périodiques si et seulement si le vecteur w est rationnel, la période minimale est
alors le plus petit entier T tel que Tw € Z¢. Les orbites du flot ' sont périodiques si et seulement si la direction du vecteur
w est rationnelle, c’est a dite si w est multiple d’un vecteur rationnel. La période minimale des orbites est alors le plus petit
réel T > 0 tel que Tew € Z°.

On remarque que la translation engendrée par w est périodique si et seulement si le flot engendré par (w, 1) est pério-
dique, et les période sont les mémes.

Cas non résonnant. On dit que w est non résonnant si il n’existe aucun vecteur entier non-nul k € Z¢ tel que k- = 0.

Théoréme 5.1. Les orbites du flot (x + tw) sont denses dans T? si et seulement si le vecteur w est non résonnant.
Les orbites de la translation X = w sont denses dans T si et seulement si le vecteur (w, 1) est non résonnant.
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Lorsqu’on s’intéresse au temps discret, il est courant de dire aussi que @ est non résonnant lorsque (@, 1) est non
résonnant au sens ci-dessus, c’est a dire lorsque les orbites de la translation associée sont dense. Le méme mot a donc deux
sens différents suivant le contexte, mais ceci ne devrait pas trop préter a confusion.
<« On remarque pour commencer que les deux énoncés sont équivalents entre eux. En effet, si w est non résonnant, alors
il existe @ € R tel que (w, @) est non résonnant, et alors (w/a, 1) est non résonnant.

Commengons par montrer la réciproque. Si k € Z¢ est une relation de résonance, alors k engendre une application
différentiable f : & — k-6 mod 1 de T" dans T, qui est une submersion surjective. L’orbite du point x, est contenue
dans la fibre f~1(f (6p)), qui est une sous variété fermée de T¢ de codimension 1, et n’est donc pas dense. Le sens direct
découle immédiatement du Théoréme 5.2 ci-dessous, qui en est une version plus quantitative. »

Il est utile de considérer sur T¢ des structures supplémentaires. Tout d’abord, nous munissons le tore d’une tribu, qui
peut étre définie comme la tribu borélienne, ou comme 1’ensemble des parties B de T¢ dont la préimage dans R est
borélienne. On note qu’alors la bijection 7 : [0, 1[?— T est bi-mesurable entre les tribus boréliennes. On munit T¢
d’une mesure de probabilité A, que nous appellerons mesure de Lebesgue (ou mesure de Haar), et qui est I’unique mesure
de probabilité Borélienne invariante par translation. C’est aussi I’image directe par la projection de la mesure de Lebesque
sur [0, 1[? (attention, ce n’est pas I’image directe par la projection de la mesure de Lebesgue sur R?).

On rappelle que, si f : X — Y est une application mesurable entre espaces mesurés, I’image directe d’une mesure u
sur X est la mesure f, u sur Y telle que £, u(B) = u(f~'(B)). (en langage probabiliste, c’est la loi de la variable aléatoire
f). En termes d’intégrales, ceci s’écrit

/ gd(fiu) = / gof du
Y b'e
pour toute fonction mesurable positive.

L’invariance par translation de la mesure A est la propriété @,A = A, qui est satisfaite par toutes les translations. On

notera dans la suite S” f la somme f + fop + -+ + fop" L.

Théoréme 5.2 (Hermann Weyl). Soit @ une translation de vecteur non résonant (c’est a dire que (w, 1) est non résonnant)
sur le tore. Pour toute fonction continue f sur T9, on a, en topologie uniforme,

Lsrp = (s + o+ + fop') —»/ fd
n n Td

Ce résultat implique la densité des orbites. En effet, si 'orbite de 0 n’était pas dense, il existerait une fonction f positive
continue nulle sur 1’orbite, mais non nulle. On a alors f(0) + fo@(0) + -+ + fo@" 1(0) =0, et f fdA>0,cequiesten
contradiction avec le théoréme.
< On commence par démontrer le résultat pour f = e?7%¢ k € 74 Sik-w = 0, alors f = 1, donc le résultat est évident.
Sik-w # 0, on calcule :

n2irk-@

n—1,o\ _ 2in0 dinkw o ... 4 (n—1)2izk-w\ _ 2iz0 1 — €
F@) + -+ fop" () = *™ (1 +e +ote )=e T

Cette quantité est bornée, donc ( f+ fop+ -+ fop! ) /n converge uniformément vers 0, qui est la moyenne de f.

Par linéarité, le résultat s’étend a tous les polyndomes trigonométriques. En rappelant que les polynomes trigonomé-
triques sont denses, pour la topologie uniforme, dans les fonctions continues, on peut alors étendre le résultat a toute
fonction continue. En effet, soit f une fonction continue sur T¢ et soit € > 0. Il existe alors g, polyndme trigonométrique
tel que | f — g| < €/10. Il existe alors N tel que |S"g/n— [ g| < €/10 pour tout n > N. Ceci implique que

S”g/n—/g’+‘/f—/g‘<3€/10<e.>

Il existe aussi une version en temps continue du théoréme, qui s’exprime par la convergence uniforme

t
l/foqos(x)ds—>/ fdi
t 0 s

lorsque t — oo. La démonstration en est identique. On peut aussi la déduire de la variante discrete :

18" Jn - / FI<|S"f/n—S"g/n| +

Exercice 5.2. Soit w non résonnant, soit a > 0 tel que (w, a) est non résonnant. Montrer que 1’énoncé en temps continu
pour le vecteur w se déduit de 1’énoncé en temps discret pour le vecteur o/ a.

Définition 5.3. L’application ¢ : X — X est dite uniquement ergodique si, pour chaque fonction continue f sur X, il
existe une constante c(f) telle que S" f /n — ¢(f) uniformément, ot S"f = f + fop + - + fo@"l.
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On verra plus loin (Théoreme 8.6) qu’il suffit en fait d’avoir la convergence ponctuelle.

Une conséquence de la preuve ci-dessus est qu’il suffit d’avoir la convergence des sommes S” f /n sur une partie dense
de C(X) pour avoir I’unique ergodicité.

Nous avons démontré que les translations non résonnantes du tore sont uniquement ergodiques.

Si @ est uniquement ergodique, alors la fonction f + c(f) est linéaire et positive sur CO(X), c’est a dire quec(f)=0
pour f > 0. Comme de plus c¢(1) = 1, on conclut par le théoréme de représentation de Riesz qu’il existe une mesure de
probabilité Borélienne m sur X telle que ¢(f) = f fdm. La mesure de probabilité m est alors invariante par ¢. En effet

/ (fo@)dm = lim S"(fo@)(x)/n = lim (8" f(x) + fo@"(x) = f(x)) /n = lim S" f (x)/n = / fdm

pour toute fonction continue f et tout point x, donc @,.m = m.
Propriété 5.4. Si @ est uniquement ergodique, alors il existe une unique mesure de probabilité Borélienne invariante.

On montrera plus tard que toute application continue d’un espace métrique compact admettant une unique probabilité
invariante est uniquement ergodique (ce qui explique le nom).
<« Soit m la probabilité pour laquelle c(f) = f fdm. Comme c(fop) = c(f), la mesure m est invariante. Soit ¢ une autre
mesure invariante, alors f fdu = f S" f /nd u pour tout n. Par le théoréme de convergence dominée, cette suite converge
vers [(f fdm)du = [ fdm,onadonc [ fdu = [ fdm pour toute fonction continue f, et donc y = m. »

La mesure invariante m décrit la répartition des orbites :

Proposition 5.5. Soit ¢ une application uniquement ergodique de I’espace métrique compact X, et soit m sa mesure
invariante.

Soit A une partie de T4 tel que m(dA) = 0, et soit N 4(n, 0) le nombre de points parmi x, p(0), ..., @"~1(0) qui sont
dans A. Alors N 4(n,0)/n — m(A) pour tout x € X.

On peut en particulier appliquer ce résultat aux translations non résonnantes du tore, c’est le Théoréme d’équirépartition
de Weyl (dans ce cas, I’'unique mesure invariante est la mesure de Lebesgue A).
< L’énoncé ne découle pas directement de la définition car la fonction f = 14(x) n’est pas continue. Par régularité de la
mesure m, il existe, pour tout € > 0, un compact K C A et un ouvert U D A tels que

mU) — e < m(A) = m(A) = m(A) < m(K) +e.

On considére alors des fonctions continues A et g : T¢ — [0, 1] qui vérifient h = 1 sur AetOhorsde U, et g = 1 sur K
et O hors de A, de sorte que g < 14 < A.
On adonc S"g < S; < S}’;, donc

m(A) — e < / g =1im S"g(0)/n < liminf S" £(8)/n < limsup S” £(8)/n < lim S"h(0)/n / h < m(A) +e.

Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on conclut que lim sup S” f(0)/n = liminf S" f(0)/n = m(A) pour tout 6. »
En fait, la convergence de .S” f /n a lieu pour toutes les fonctions Riemann intégrables :

Exercice 5.3. Pour toute fonction f, on note 1~ (f) le supremum des intégrales des fonctions continues inférieures da f,
et IT(f) Uinfimum des intégrales des fonctions continues supérieures a f.

1. En utilisant la séparabilité de C(X,R), montrer qu’il existe deux suites g, et h,, croissantes et décroissantes, de
fonctions continues, telles que g, < f < h, et / h, — 17(f), f g, — IT(f).

2. Soient H et G les limites des suites h,, et g,. Montrer que les fonctions H et —G sont semi-continues inférieurement.
Montrer que f est continue en x si et seulement si H(x) = f(x) = G(x).

3. Montrer que f est Riemann intégrable si et seulement si I=(f) = IT(f).

4. Montrer que S" f(x)/n — f f pour tout x si f est Riemann intégrable.

Cas général. Si d = 1, alors tout vecteur de rotation w € R est soit rationnel soit non-résonnant. Ce n’est toutefois pas
le cas en dimension supérieure.

On note Z(w) le sous-groupe de résonance de w, c’est A dire le sous-groupe de Z¢ constitué des vecteurs & tels que
&-@ = 0.Onnote E(w) le sous-espace vectoriel de R4 engendré par Z(w), et r(w) sa dimension, c’est I’ordre de résonance
de w.

Bien sir, dans le cas discret, ce sont Z(w, 1), E(w, 1), r(w, 1) qui sont pertinents.
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Propriété 5.6. Le vecteur w est non résonnant si et seulement si r(w) = 0.
Le vecteur w engendre une direction rationnelle si et seulement si r(w) = d — 1. Pour le cas discret, w est rationnel si
et seulement si r(w, 1) = d.

<« Le premier point est tautologique. Concernant le second, si r(w) = d alors il existe [{,...,l;,_| € 74, linéairement
indépendants, tels que /;(w) € Z. On ajoute un vecteur entier /;, linéairement indépendant des autres, tel que /; - @ # 0. 11
existe donc une matrice A inversible, a coefficients entiers, telle que A(Rw) = {0,_; } XR. La matrice A~ est a coefficients
rationnels, donc la droite Rw est rationnelle.

Réciproquement, supposons @ engendre une droite rationnelle. On suppose aussi par exemple que w,; # 0. Alors le
vecteur @ = (w/1/wy, ..., w4_; /o,) est rationnel, il existe donc un entier / tel que /w; /@, € Z pour tout i. Alors, pour
tout k € 74", onak-@® € Z et donc (k, —k - @) € Z(w). Ceci montre que r(w) > d — 1, et donc que r(@w)=d — 1. »

Théoréme 5.7. Considérons I'application @ : T¢ 3 0 +— 0 + w € T?. Chaque orbite a pour adhérence une union finie
de tores de dimension d — r(w, 1).
Dans le cas du flot 8 + tw, chaque orbite a pour adhérence un tore de dimension d — r(®).

On peut illustrer cet énoncé en prenant w = (1/2, a), avec a irrationnel. L’orbite (par la translation) de zéro est alors
dense dans la sous variété {0} X T U {1/2} X T. Si I’on regarde maintenant le flot du vecteur (1/2, a, 1) ’orbite de O est
un tore de dimension 2. L’adhérence de 1’orbite de O pour le systeme discret ci-dessus est I’intersection entre ce tore de
dimension 2 et la section 65 = 0. Cette intersection est la réunion de deux tores.

Pour démontrer, et préciser, ce théoréme, nous allons considérer des changements de variables 6 +— A0, avec A €
Gl,4(Z). Onrappelle qu’une matrice A a coefficients entiers engendre une application différentiable de T¢. Cette application
est un difféomorphisme si et seulement si A admet une inverse a coefficients entiers, c’est a dire si et seulement si det A =
+1. On appelle automorphisme du tore ces difféomorphismes. L’automorphisme du tore associé a la matrice A € Gl ;(Z)
est encore noté A, il conjugue la translation de vecteur w a la translation de vecteur Aw. Le théoréme précédent découle
donc du résultat algébrique suivant :

Théoréme 5.8. Soit w € R9. Il existe A € Gl (Z) tel que Aw = (0, ®,), ot ®,, € T4="®) o5t non résonnant.
Pour le cas discret, on a : Soit o € RY. Il existe A € Gl (Z) tel que Aw = (w,,w,), ou w, € Ter@=1 et non
résonnant, et o w, est rationnel.

On dit qu’un sous-espace de R est rationnel si il est engendré par son intersection avec Q4.

Proposition 5.9. Pour tout entier k, le groupe Gl (Z) agit transitivement sur les sous-espaces rationnels de dimension k
de RY.

<« Soit F un tel sous-espace et soit L une matrice rationnelle d X k dont F est I'image. En multipliant au besoin L par le
produit de tous les dénominateurs de ses coefficients, on peut supposer que L est a coefficients entiers.

Nous allons montrer que I’on peut réduire L a une matrice M = [D 0] qui est la juxtaposition d’un bloc D diagonal
k X k et du bloc nul par opérations élémentaires enticres sur ses lignes et ses colonnes (c’est a dire par multiplication a
gauche et a droite par des matrices de Gl ;(Z) et GI,(Z).

On réduit la matrice en appliquant successivement la suite de deux opérations suivantes : Mettre le plus petit (en valeur
absolue) coefficient a non nul en haut a droite, puis remplacer les autres coefficients de la premieres ligne et de la premiére
colonne par les restes de leur division modulo a.

Chaque étape de cette construction fait strictement diminuer au moins un des coefficients non diagonaux, donc on se
ramene en un nombre fini d’étapes a une matrice dont tous les coefficients de la permiére ligne et de la premiere colonne
sont nuls, sauf le premier. On recommence en prenant pour pivot le coeff (2,2), etc ...

En fait, on peut, en plus, obtenir que les coefficients diagonaux d, ..., d; de M sont des entiers tels que d; divise d; 4
mais ce n’est pas nécessaire ici. Voire par exemple Artin, Algebra, section 12.4.

On a montré I’existence de deux matrices A € Gl ;(Z) et B € Gl (Z) telles que ALB = M. Ceci implique que
A(F)=QFx {0,_,}. »

< On prouve maintenant le théoré¢me.

Le sous-espace E(w) engendré par Z(w) est rationnel et de dimension r(w), donc il existe une B € GL,(Z) tel que
B(E(w)) = R"@ x {Od_,(w)}. On pose A = B, le groupe de résonance de Aw est B(Z(w)), ce qui implique que Aw est
de la forme (0, ®,) avec w,, non résonnnant.

Soit F(w) I'orthogonal de Z(w) dans Q¢, c’est a dire I’ensemble des vecteurs rationnels x tels que / - x = 0 pour tout
| € Z(w). 1l existe un automorphisme A € Gl;(Z) tel que A(F(w)) = {0,} X Qd-r.
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On décompose w := Aw en deux composantes w, € R" et w, € R?~". Le groupe de résonances de w est 1’ensemble
des [oA, | € Z(w), c’est a dire que Z(w) = A'(Z(w))). 1l est donc contenu dans Z" x {0}. La premiére composante tw,
est donc nulle. La seconde composante w,, n’est pas résonnante.

Le cas discret se démontre de la méme facon en considérant le groupe Z(w) constitué des éléments k € Z¢ tels que
k - w € Z. L'espace vectoriel E(w) qu’il engendre est rationnel, et il est de dimension r(w, 1). Il existe donc une matrice
A € Gl (Z) telle que E(A(w)) = R @D x {Od_,(w‘l) }, ce qui implique que Aw est de la forme voulue. »

Mentionnons un contexte classique dans lequel les tores quasi-périodiques apparaissent : la mécanique céleste.

Dans un systeme composé de k planétes et d’un soleil de trés grande masse, on peut en premiére approximation supposer
que chacune des planétes suit un mouvement périodique elliptique déterminé par son interaction avec le soleil. On peut
paramétrer cette orbite par un flot de translations sur le cercle T', au vu de I’exercice ci-dessous.

Exercice 5.4. Soit V (x) un champ de vecteurs sur T qui admet une orbite périodique non constante de période minimale
T. Montrer que le champ V' est globalement conjugué au champ de vecteurs constant W (x) = 1/T.

On a donc, dans cette approximation du probléme planétaire, des tores invariants de dimension # (le nombre de plangtes)
sur lesquels la dynamique est donnée par le flot d’un champ de vecteurs constant dont les coordonnées sont les inverses
des périodes des planetes (qui dépendent des orbites choisies, c’est a dire du tore choisi). L’espace des phases, qui est
ici I’ensemble des positions et vitesses possibles des planetes, est un espace de dimension 67, qui se décompose comme
une union de tores de dimension # (avec des singularités et des dégénérescences correspondant aux collisions) sur chacun
desquels la dynamique est un flot quasi périodique. Contrairement au cas linéaire, le vecteur fréquence w dépend du tore,
il y a des tores résonnants et des tores non résonants.

Considérons maintenant le cas des tores de dimension infinie. Onnote T := T! et on considére le tore T® = TV, muni
de la topologie produit, qui en fait un espace compact métrisable. Comme les tores de dimension finie, TN est une groupe
topologique Abélien compact, c’est a dire qu’il est muni d’une opération de groupe commutative, et que les opérations
(0,0") — 6 + 0" et 6 +— —06 sont continues. On munit le tore T de la distance d(0,0") = Y, 27"d(6,,0)), ou d est la
distance sur T. C’est une distance invariante par translations, qui engendre la topologie produit. On munit aussi le tore TV
de sa mesure de Haar, qui est le produit des mesures de Lebesgue (ou de Haar) sur le cercle. C’est I’'unique mesure de
probabilité invariante par translations.

On dit que @ € RN est non résonant si il n’existe aucune relation de résonance finie de la forme n @; +-+m; 0, =0
entre ses coefficients. Il est donc équivalent de demander que I’'image de w par toute projection sur un espace de coordonnées
de dimension finie est non résonante. Comme en dimension finie, on a :

Proposition 5.10. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
Le sous-groupe R est dense dans TN.
Le flot ¢'(0) = 0 + tw est minimal (chaque orbite est dense).
Le vecteur w est non résonant.

< Soit P, : T® — T9 ou RN — R la projection sur les d premiers facteurs. Si @ est non résonant, le sous groupe
Rw est envoyé dans le sous-groupe dense R P;(w) pour tout d. Comme les fibres de la projection P, (les pré-images des
points) ont un diamétre qui tend vers 0 lorsque d — oo, on conclut que Raw est dense et que le flot ¢’(0) = 0 + tw est
minimal.

Réciproquement, si Rw est dense, alors R P,;(w) I’est aussi pour tout d, donc P,;(w) est non résonant pour tout d ce qui
est équivalent au caractere non résonant de w. »

On vérifie facilement qu’il existe des vecteurs non résonants dans RN. Par exemple, si A est la mesure de Lebesgue sur
[—1, 1] (divisée par 2 pour obtenir une probabilité), et si AN est la mesure produit, alors AN-presque tout point @ € [—1, 1]V
est non résonant. En effet, notons RY 1’ensemble des vecteurs résonants de R?, pour d € N U {N}. Par définition,

RY = PR,
deN

ot P, : RN — R est la projection sur les premiers facteurs. Comme R? est de mesure nulle dans [—1,1]¢ et comme
(Pd)*/lN = A4, on déduit que Pd_l(Rd) est de mesure nulle, et donc que RN est de mesure nulle.
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Complément : Fonctions quasi-périodiques et fréquences

On dit qu’une fonction f : R — R (ou R — C) est quasi-périodique si il existe un entier d, un vecteur @ € R?, et une
fonction continue g : T¢ — C telle que f(f) = g(wt). Remarquons qu’il n’y a pas une unique fagon de représenter une
fonction f donnée de cette fagon. On a vu dans ce qui précéde que 1’adhérence de I’orbite Rw dans T¢ est homéomorphe
auntore T",r < d, et que la dynamique du flot t@ sur cette adhérence est conjuguée a un flot t@ non résonnant. Il est donc
toujours possible de représenter la fonction quasi-périodique f a partir d’un vecteur fréquence non résonnant.

Pour une telle représentation non résonnante, on a

1 [T
—/ f(s)ds—>/gd6'
tJr

quand T — o0, uniformément en 7. C’est une conséquance de ’'unique ergodicité du flot non résonnant de w. Cette
expression implique en particulier que la valeur moyenne est bien définie et ne dépend pas du choix des parametres d, @, g
de la représentation non résonnante de f, on la notera / f.

On peut alors définir la transformée de fourier de f

fla) := / f)e2imat

en tirant parti du fait que la fonction # +— f(f)e=2"% est quasi-périodique si f 1’est.
On dit que a est une fréquence de f si f(a) # 0, et on note Q le sous-groupe de R engendré par les fréquences de f.

Proposition 5.11. Si f(t) = g(wt), alors le groupe des fréquences de f est contenu dans le sous-groupe engendré par les
composantes de ®.
En particulier, le groupe des fréquences de f est de type fini.

< Siw estrésonnant, il existe une matrice A € GL;(Z) telle que Aw = (w,,, 0) avec w,, non résonnant. Le groupe engendré
par les coordonnées de w,, est alors le méme que le groupe engendré par les coordonnées de w. Cette remarque permet de
se restreindre au cas ou w est non-résonant ce que nous supposons dans la suite.

Il existe une suite g, de polyndmes trigonométriques sur T¢ qui converge uniformément vers g. Les fonctions associées
fn(t) 1= g,(wt) convergent donc uniformément vers f, et les transformées de Fourier convergent ponctuellement vers celle
de f.

Les fréquences des fonctions f, sont toutes de la forme k - w, avec k € 74, c’est A dire qu’elles sont toutes dans le
groupe engendré par les composantes de w. A la limite, on obtient que f = lim fn = 0 si a n’est pas dans ce groupe, c’est
a dire que toutes les fréquences de f sont dans ce groupe. »

Comme le groupe € engendré par les fréquences est de type fini, il est isomorphe a Z” pour un entier r. Autrement dit,
il admet des bases, c’est a dire des familles a4, ..., a, telles que tout élément de € s’écrit de maniére unique comme une
somme kya; + --- + k,a,.

Proposition 5.12. Soit ay, ..., a, une partie génératrice de Q, et soit a = (ay, ..., a,).
11 existe alors une fonction continue h sur T" telle que f(t) = h(at).

On remarque que cette représentation est non-résonnante si et seulement si ay, ..., a, est une base de Q.
< On a f(t) = g(wt) pour un certain vecteur non-résonnant @ € R4, On a alors g(k) = f (k - w) pour tout k € 74,
Considérons le groupe Z C Z9 des vecteurs k tels que k - @ € Q. Les coefficients de Fourier g(k), k & Z sont donc nuls.

Considérons le groupe Z C Z¢ des vecteurs k tels que k - @ € Q. Au vu de la Proposition 5.9 (ou plutot de sa preuve),
il existe un élément A € Gl ,(Z) et des entiers [, ..., [, tels que A(Z) est le sous groupe engendré par les l;e;, 1 <i<r,
ol e; est la base standard de R“. Quitte & remplacer g par go’ A et w par ' A~!w, on peut donc supposer que Z est le groupe
engendré par les /;e;. Les fréquences /;w;, 1 < i < r forment alors une base de .

On note |(ky, ..., ky)| : max |k;|. On définit les sommes partielles

Sng(g) = z gke2ink-9_

|kl<n

Les fonctions S”g ne convergent pas forcément uniformément vers g, mais on sait par la Théoreme de Fejer que c’est
le cas des moyennes M"g := (S'g + - + S"g)/n. La fonction M"g est un polyndme trigonométrique dont tous les
coefficients correspondant a des multi-indices k & Z sont nuls. Il existe donc un polynéme trigonométrique p,, sur T" tel
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que M"g(0y,...,0,;) = p,(1,0;,...,1.0,). La suite de fonctions p, est de Cauchy, elle converge uniformément vers une
limite p : T" — C. A la limite, on a
f@®) =pliot, ..., l.w,.1).

On a donc montré que la fonction f peut étre représentée a 1’aide du vecteur fréquence @ := (l,0y, ..., [,®,).
Si maintenant ay, ..., a, est une famille génératrice de Q, et a = (ay, ..., a,), alors il existe une matrice A de taille
r X n a coefficients entiers telle que Aa = @. La matrice A engendre une application continue A : T" — T”", eton a

f(@®) = (goA)(ar). »
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6 Dynamiques isométriques, minimalité, transitivité

Dans ce chapitre, X est un espace métrique, le plus souvent compact, et on considére une application continue ¢ :
X - X.

On dit que le compact positivement invariant ¥ C X est minimal si tout compact non vide positivement invariant
minimal contenu dans Y est égal a Y. Comme tout compact positivement invariant contient un compact invariant, ceci
implique que Y est en fait invariant.

On dit que ¢ est minimale si X est un compact invariant minimal.

Propriété 6.1. L’application ¢ est minimale si et seulement si toutes ses orbites sont denses dans X . C’est aussi équivalent
a la condition que w(x) = X pour tout x.

<« Si @ est minimale, alors w(x) = X pour tout x, puisque ¢’est un compact invariant non-vide. Ceci implique que 1’orbite
de x est dense. Si toutes les orbites sont denses, alors il n’existe pas de compact positivement invariant non trivial. »

Proposition 6.2. Soit ¢ : X — X une application continue du métrique compact X. Il existe un compact invariant
minimal.

<« On peut utiliser le Lemme de Zorn. Nous allons donner une preuve plus constructive issue des notes de Milnor. On
considére une base d’ouverts dénombrable U;. Pour chaque i, on note V; le passé de U, c’est a dire N j>0¢‘j(Ui). On
construit par récurrence une suite décroissante de compacts invariants non-vides Y, tels que ¥, = X. On pose alors
Y,_1 N (X —V,) si cet ensemble est non vide (c’est un compact invariant), et Y, =Y, _; =Y, _; NV, dans I’autre cas, c’est
alors clairement un compact non vide invariant. On considere Y = NY,,, qui est un compact non-vide invariant.

Soit H C N I’ensemble des indices i tels que U; N Y est non-vide. Pouri € H,onaY C Y, C V;, ce qui montre que
toute orbite de Y passe par U;. Comme les ouverts U; N Y,i € H constituent une base d’ouverts de Y, ceci implique la
minimalit¢ de Y. »

Nous donnons maintenant une caractérisation des orbites dont I’adhérence est minimale. On dit que T est une e-période
du point x si d(x, ¢T (x)) < e.

Proposition 6.3. L’adhérence de l'orbite de x est minimale si et seulement si x a la propriété suivante : Pour tout € > 0,
il existe N € N tel que chaque intervalle de longueur N contient une e-période de x.

< Supposons que la propriété sur les e-périodes est satisfaite par x, et montrons la minimalité de I’adhérence de O*(x).
Soit y et z deux points de I’adhérence de Ot (x). Fixons € > 0. On veut montrer que 1’orbite de y intersecte B(z, €). Il existe
k tel que d(@*(x), z) < €/2. 1l existe donc € tel que d(p*(x"),z) < € lorsque d(x, x") < €;. Soit N tel que tout intervalle
de temps de longueur N contient un temps T pour lequel d(@” (x), x) < €, /2. Comme X est compact, les applications ¢’
sont uniformément continues, il existe donc & > 0 tel que ¢'(q,q') < €, sid(q,q') < éetsii € {0,1,..., N}. Comme y
est dans I’adhérence de ’orbite de x, il existe ¢ € N tel que d(¢'(x), y) < &. Il existe ensuite un entier i € {0, 1, ..., N} tel
que d(@""(x), x) < €, /2. Alors,

d(@'(y),x) < d(@'(), 9" 09" (x)) + d (¢ (x),x) < €

et donc d(@'t*(y), z) < e.

Soit x un point qui n’est pas presque périodique, soit Y 1’adhérence de son image. Il existe ¢ > 0 et une suite a,, de
temps tel que, pour chaque n, aucun des points @ (x), ..., % +"(x) n’est dans B(x, €). On peut supposer en extrayant une
sous-suite que @ (x) a une limite y € Y. Pour tout k > 0, le point @®**(x) est hors de la boule B(x, €). A la limite, on
déduit que d (qok(y), x) > e. Ceci étant vrai pour tout k > 0, x n’est pas dans 1’adhérence de I’orbite de y, et donc Y n’est
pas minimal. »

Etudions maintenant le lien entre minimalité et unique ergodicité.

Proposition 6.4. Soit @ une application continue d’un espace métrique compact X. Supposons que @ est uniquement
ergodique de mesure invariante m, et soit Y le support de m. Alors Y est invariant et ¢y est minimal.

Le support d’une mesure est le complémentaire du plus grand ouvert de mesure nulle.
<« Le complémentaire X — Y est un ouvert de mesure nulle, donc c’est aussi le cas de sa préimage ¢~ !(X — Y). Ceci
implique que @~ '(X — Y) est disjoint de Y, c’est a dire que Y est positivement invariant. Soit Z un fermé positivement
invariant contenu dans Y, et soit f : X — [0, 1] une fonction continue nulle sur Z et strictement positive sur X — Z.
La premiere propriété implique que S” f(x) = 0 pour tout x € Z, et donc que / fdm = 0 si Z est non vide. La seconde
propriété implique que f fdm>0si Z #Y. Z est donc soit vide soit égala Y. »

33



Réciproquement, il est tentant de penser que tout syst¢eme minimal est uniquement ergodique, mais ce n’est en général
pas le cas. Le lemme suivant sera utile sur les applications minimales. Soit w : X — X une application minimale et
a : X — T une application continue. Considérons I’application fibrée

@ XXT3(x,0)— (y(x),0+alx)) € X xT.

Lemme 6.5. Ou bien I’application @ est minimale, ou bien il existe k € N et une fonction continue f : X +— T telle que
le graphe de f est invariant par ’application (x, 0) — (y(x), 0 + ka(x), c’est a dire telle que f(y(x)) = f(x) + ka(x)
pour tout X.

En particulier, si a est une constante, 1’application f réalise une semi conjugaison entre 1’application ¢ et la translation
0 — 0 + ka.
<« Soit Y ¢ X X T un compact invariant non vide. La projection de Y sur X est un compact invariant non vide de X, donc
c’est X. Notons 7, I’application T 3 6 + 6 4+ z € T, et aussi 'application X X T 3 (x,6) — (x,0 +z) € X X T. On
remarque que les applications 7, commutent avec ¢. Pour tout z € T, I’ensembles 7,(K) est un compact invariant, et donc
7,(K)N K est soit vide soit égal a K. On note .S I’ensemble des éléments z € T tels que 7,(K) = K. C’est un sous-groupe
fermé de T. Comme Y # X X T, .S # T, donc il existe un entier k tel que S = Z/k mod 1. Si k = 1, alors Y contient
un point par fibre {x} X T, c’est donc le graphe d’une fonction de f : X — T. La fermeture de Y implique que cette
fonction est continue. En général, I’'image de Y par le revétement X X T 2 (x, 0) + (x, k0) € X X T est aussi un compact
qui contient un point et un seul par fibre, et qui est donc le graphe d’une fonction continue f : X + T. On a donc pour
cette fonction f(y(x)) = f(x) + ka(x). »

La minimalité est une facon de dire que les orbites remplissent I’espace X. Il est utile de considérer des notions plus
faibles dans la méme direction. On relaxe temporairement I’hypothese de compacité de X.

L’application ¢ : X — X est dite topologiquement transitive si, pour tous ouverts non vides U et V, il existe n € N
tel que ™" (V') N U est non-vide. Il est clair qu’une application minimale est transitive, la réciproque n’est pas vraie.

Voici deux exemples de dynamiques transitives : L’application ¢ : 6 + 26 sur T. Pour montrer la transitivité, on
constate que I’image d’un intervalle I de longueur / est un intervalle de longueur min(2/, 1). Pour n assez grand, ¢" (1) est
donc de longueur 1. On verra ci-dessous qu’il existe alors une orbite dense. Il n’est pas évident de donner explicitement
une telle orbite.

Dans le second exemple, X = {0, 1}V, I’ensemble des suites de zéros et de uns, et 1’application est le décalage &
qui 2 la suite ag, ay, ... associe la suite ay, a,, .... L’espace X est muni de la topologie produit, c’est un espace compact
métrisable. Il y a de nombreuses distances possibles, comme d(a, b) = Y.27|a; — b;| ou D(a, b) = 2%, ou k est le plus
grand entier tel que les suites a et b coincident jusqu’au rang k. Cette seconde distance est ultramétrique, c’est a dire que
D(a, b) < max(d(a, d’),d(d’, b) pour tout a’. On remarque que D(c(a), 6(b)) = 2D(a, b) si D(a, b) < 1 : on a une dilatation
comme dans I’exemple précédent. On montre alors la transitivité comme pour 1’exemple précédent : si U est un ouvert de
X, alors il existe n tel que o(U) = X. Concretement, U contient un cylindre, c’est a dire I’ensemble des suites de X dont
les k premiers termes sont fixés (c’est aussi une boule de rayon 2% pour la distance D), et il est évident que I'image d’un
tel cylindre par 6**! est X entier.

En fait, ces deux exemples sont fortement reliés. En effet on peu considérer 1’application

p:X3(a) ZZ_iai mod 1 € T.
i

Cette application est continue, et ¢’est une semi-conjugaison entre @ et o, c’est a dire que gop = pog. La transitivité de ¢
découle ainsi de celle de o. De plus, I'image d’une condition initiale dont 1’orbite est dense est une condition initiale dont
Iorbite et dense (ceci permet de décrire certaines conditions initiales pour ¢ dont I’orbite est dense.) Méme si p n’est pas
injective, elle est tres proche de I’étre. En effet tous les points ont une unique préimage, sauf un nombre dénombrable de
points, qui ont chacun deux préimages.

Exercice 6.1. Soit ¢ : X — X une application continue topologiquement transitive (o X est un espace métrique, ou
méme topologique quelconque). Si X admet un point isolé, montrer que X est fini.

Propriété 6.6. Si ¢ : X — X est transitive, alors pour tous ouverts U et V, il existe des entiers n arbitrairement grands
pour lesquels " (V)N U est non vide.

<« On remarque pour commencer que 1’image de ¢ est dense. Sinon, le complémentaire de @(X) contient un ouvert U.
Pour tout ouvert V" disjoint de U et tout n € N, I'ouvert ¢~"(U) N V est alors vide, ce qui contredit la transitivité. C’est le
cas pour n = O car U et V' sont disjoints, et c’est le cas pour n > 0 car ¢~ "*(U) est vide.

Fixons N > 0, et posons W = @~ N (V), c’est un ouvert non-vide. La transitivité de ¢ implique I’existence d’un entier
k > 0tel que o %(W) N U est non vide, c’est a dire tel que =N ~¥(V) N U est non vide. »
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Proposition 6.7. Supposons que X est un espace métrique séparable et ayant la propriété de Baire (par exemple un espace
complet ou un espace localement compact). L’application continue @ . X — X est transitive si et seulement si il existe
un point x tel que w(x) = X (en particulier, l’orbite de x est dense).

Réciproquement, si il existe un point x tel que w(x) = X, alors le systéme est transitif.

La dynamique 6 +— 20 sur Q/Z est transitive, mais n’a pas d’orbite dense. Tous ses points sont pré-périodiques.
< On considere une base dénombrable d’ouverts, U;. On définit V' (k,i) 1= U5, @~ "(U;). C’est ’ensemble des points
x pour lesquels il existe n > k tel que ¢"(x) € U,. La propriété précédent implique que V'(k, i) est un ouvert dense. La
propriété€ de Baire implique alors que I’intersection G := n; V' (k, i) est dense. Soit x un point de G, et U un ouvert. Il
existe alors i tel que U; C U. Il existe une suite strictement croissante n;, telle que ¢« (x) est contenu dans U; pour tout k.
Les valeurs d’adhérence de cette suite sont des points de w(x) contenus dans U;, donc dans U. L’ensemble w(x) intersecte
tous les ouverts, donc il est dense. »

Exercice 6.2. Supposons que X n’a pas de point isolé et que lorbite positive de x est dense. Montrer qu’alors w(xg) = X.
Le systéme est donc transitif.

Exercice 6.3. Soit ¢ un homéomorphisme de I’espace métrique compact X sans point isolé. Supposons qu’il existe une
orbite {@"(x),n € Z} qui est dense. Montrer qu’alors il existe une orbite positive { p"(y),n € N} qui est dense. Donner
un contre exemple si X a des points isolés (on pourra s’inspirer de la dynamique représentée par le premier dessin du
chapitre 2).

On étudie maintenant la dynamique engendrée par les isométries de X. Ces dynamiques ont de nombreux points
communs avec les dynamiques des translations du tore. On commence par quelques propriétés générales sur les isométries.

Proposition 6.8. Soit ¢ : X — X une application continue telle que d(p(x), p(x')) > d(x, x") pour tout x,x" dans X.
Alors, @ est un homéomorphisme isométrique.

Ce résultat implique en particulier que toute isométrie est un homéomorphisme (lorsque X est un espace métrique
compact).
< Montrons que @ est surjective. Pour tout x, € X, on note D la distance d(xq, ¢(X)). On a donc d(x, (p"‘(xo)) = D pour
tout k > 0. En conséquence, d(x,, x,,) = D pour tous n et m dans N, o x,, := ¢"(x(). Comme X est compact, la suite x,,
a une valeur d’adhérence, ce qui implique que D = 0 et donc que x; € @(X).

On considére alors I’inverse y de ¢, et on conclut grice au lemme suivant. »

Lemme 6.9. Soity : X — X une application 1-Lipschitz et surjective. Alors y est une isométrie.

< Si y n’est pas une isométrie, il existe € > 0 et x, x’ tels que d(y(x), w(x")) < d(x,x") — 4e. Soit N le cardinal de la
plus petite partie e-dense de X. et soit Y une partie e-dense de cardinal N.

L’image w(Y) d’une partie e-dense Y est une partie e-dense. En effet, tout point x € X est I'image d’un point z, il
existe alors y € Y tel que d(z, y) < e. Comme ¢ est 1-Lipschitzienne, ceci implique que d(x, w(y)) < d(z,y) < €.

L’ensemble E des parties e-denses est un compact de XV, qui est positivement invariant par 1’action diagonale ¥ de
w sur XV,

La fonction F(Y) := Zy;éy, d(y,y') est continue sur E, et elle vérifie Fo¥ < F — 2¢. Ceci est une contradiction. »

Proposition 6.10. Le groupe iso(X) des isométries de X, muni de la distance uniforme, est un groupe topologique com-
pact.

<« L’ensemble iso(X), défini comme I’ensemble des applications continues préservant la distance, est clairement fermé
dans C(X, X), donc compact par le théoréme d’Ascoli.
On vérifie que d(¢~!,w™") = d(¢@, y) pour tous @,y € iso(X). De plus, on a

dyop |, wop,) =d(@, ;) = d(@ oy, poy),

ce qui implique que les opérations de groupe sont continues (les translations sont des isométries de iso(X)). »

Exercice 6.4. On dit que @' est un flot isométrique sur X si c’est un flot continu tel que @' est une isométrie pour tout x.
Montrer que @' est un flot isométrique si et seulement si ¢’est un morphisme de groupe continu de R dans iso(X).

Avant de commencer I’étude des isométries (qui peuvent sembler une classe tres restreinte de systémes), on note que
la possibilité de changer de distance permet d’étendre le champ de cette étude :

35



Proposition 6.11. Soit ¢ : X — X un homéomorphisme. Supposons que les applications @",n € Z sont équicontinues.
Alors il existe une distance D sur X, qui engendre la topologie de X, et pour laquelle @ est une isométrie.

<« On pose D(x,y) = sup,c7 d(¢"(x), " (). Il est évident que ¢ est une isométrie pour D. L’équicontinuité des applica-
tions ¢@" implique que D et d engendrent la méme topologie. »

Théoreéme 6.12. Soit ¢ : X — X une isométrie d’un espace métrique compact. Si @ est minimale, elle est uniquement
ergodique.

<« Soit f une fonction continue sur X. Elle est uniformément continue. Comme ¢ est une isométrie, les fonctions fog*
sont uniformément équicontinues, et uniformément bornées. il en est donc de méme des fonctions S” f /n. Par le théoréme
d’Ascoli, la suite S” f /n admet une valeur d’adhérence g, qui est la limite de S” f /n le long d’une sous-suite n;,. Montrons
que g est invariante. On a

gop = lim(fop + - + fo(pnk)/nk = lim(Snkf/nk) + (fog" — Hing=g.

La minimalité implique alors que g est constante (les ensembles g = a,a € R sont des fermés invariants, donc chacun
est soit vide, soit X entier). Il reste 2 démontrer que S” f /n converge uniformément vers g. On considere la suite M, :=
max, S” f(x). Comme S"™" f = S" f+(S" f)op",ona M,,, < M,+ M,,. Unlemme tres classique (lemme sous-additif,
voire par exemple wikipedia) affirme alors que M, /n converge vers M = inf M, /n. De la méme facon, la suite m, =
min S” f est sur additive, donc converge vers m = sup m,,/n. Pour € > O et k assez grand,ona g —e < S" f/n, < g +¢,
et donc

g—eSmnk/nk<m<M<Mnk/nk<g+€.

Onadonc M = m = g, c’est adire que S” f /n converge uniformément vers g. »

Addendum 6.13. Soit @ : X — X une isométrie. Alors il existe une projection continue P de C(X, R) sur le sous-espace
I des fonctions continues invariantes, telle que S" f /n — P f uniformément pour tout f € C(X,R).

La différence par rapport a 1’énoncé précédent est que le sous-espace I ne se réduit pas forcément aux fonctions
constantes.
< On montre comme ci-dessus que S” f /n admet une sous-suite qui tend uniformément vers une fonction continue inva-
riante g. L’argument ci-dessus appliqué a la fonction f — g montre alors que S” f/n — g uniformément. L’application
linéaire f + g est clairement continue, a image dans 1. »

Propriété 6.14. Si ¢ est une isométrie d’un espace métrique X, alors I’adhérence de chaque orbite positive est un ensemble
invariant minimal.

Ceci implique qu’on peut partitionner X en compacts invariants minimaux disjoints (qui sont les adhérences des or-
bites). L’étude de la dynamique des isométries se réduit donc pour 1’essentiel a I’étude des dynamiques isométriques
minimales.
< On consideére la fermeture Y de I’orbite O (z). C’est un ensemble compact positivement invariant, (Y) C Y. Comme
@ est une isométrie, on a @(Y) = Y. Soient x et y des points de Y et B(y, €) une boule ouverte. On doit montrer que
lorbite O*(x) entre dans B(y,¢). Il existe un temps i € N tels que d(¢'(z),x) < €/2. Il existe alors j € N tel que
d(¢’(2), ' (»)) < €/2. On a alors

d(@’ (x),y) < d(@' (x), "™ (2) + d(¢™ (2),y) = d(x, ¢/ (2)) + d (@’ (2), ™' (y) < e. >

En fait, le passage au contexte plus général des isométries n’élargit pas énormément la classe des translations des tores
étudiées au chapitre précédent.

Proposition 6.15. Soit X un espace métrique compact et @ une isométrie minimale. Alors il existe un plongement topo-
logique (une immersion continue) de X dans iso(X) dont I’'image est un sous groupe abélien, et qui conjugue @ d une
translation.

Autrement dit, il existe sur X une structure de groupe topologique Abélien (de topologie compatible avec la distance
initiale) pour laquelle @ est une translation.

< On considere I’adhérence G, dans iso(X), de la suite ¢",n € Z. C’est un sous-groupe Abélien car les applications ¢"
commutent entre elles. Fixons un point x, € X. L’application y : g +— g(x,) est continue de G dans X. Son image
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contient I'orbite de x,, qui est dense, et donc elle est surjective. Pour tout g € G, on a w(pog) = p(g(xy)) = @(y(g)),
c’est a dire que y est une semi-conjugaison entre la translations de G donné par @ et ¢ vue comme application de X.

Montrons que y est injective. On considere pour ceci une isométrie ¢ € G telle que ¢p(xy) = x(, et on montre que ¢
est I’identité. Comme ¢ € G, il existe une suite 7, de temps telle que @» — ¢ uniformément. On a donc @' (xy) — x;.
Pour tout x € X, il existe une suite s, telle que @°*(x5) — x.

d(@(x), 9" (x)) + d(@" (x), 9" (x()) + d(@* " (x0)), @*"(x()) + d (@™ (xp), %)
d(@(x), 9" (x)) + d(x, 9*"(x()) + d(@" (x¢), Xg) + d(@*"(x(), x) — O

d(¢(x), x)

N N

donc ¢(x) = x. Ceci montre I’injectivité de y, qui est donc un homéomorphisme. »

Réciproquement, tout groupe topologique métrisable compact admet une distance invariante par translation, donnée
par exemple par D(g,g’) = sup,cq d(g + h,g’ + h). Donc il y a une parfaite correspondance entre les dynamique des
translations minimales des groupes Abéliens compacts et les dynamiques des isométries minimales des espaces métriques
compacts. On peut aller plus loin dans la description des isométries :

Théoréme 6.16. Soitr X un espace métrique, et @ une isométrie minimale.
Alors il existe un vecteur fréquence @ € RN et un plongement topologique j : X — TV, dont I'image est un sous-
groupe, et tel que jop = j + w.

Ce théoreme est essentiellement un résultat sur les groupes topologiques. On peut en effet supposer au vu de la pro-
position précédente que X est un groupe topologique abélien et @ une translation. Le théoréme ci-dessus est donc une
conséquence immédiate de :

Théoreéme 6.17. Soit G un groupe topologique Abélien métrisable compact. Alors il existe un morphisme de groupe
continu et injectif j : G — TN.

On considere I’ensemble C des morphismes continus de G dans T. Il est aussi muni d’une structure de groupe abélien
(I’addition ponctuelle), c’est le groupe dual de G pour la théorie de Pontryagin (mais nous ne supposons pas cette théorie
connue du lecteur). Les éléments de C sont aussi appelés caracteres de G.

Lemme 6.18. Si G est métrisable, le groupe C est dénombrable.

< Nous munissons C de la topologie de la convergence uniforme. C’est alors un espace métrique séparable, comme sous-
ensemble de C(G, T) qui est séparable. Montrons que C est discret, c’est a dire que chacun de ses éléments est isolé. Au
vu de la structure de groupe, il suffit de montrer que le caractere nul y = 0 est isolé.

L’image d’un caractere y est un sous-groupe fermé de T. Un tel sous groupe n’est contenu dans un petit voisinage de
0 que siil est égal a {0}. Les caracteres uniformément proches de 0 sont donc nuls. »

Le résultat essentiel est le suivant. Il admet des extensions, d’un coté, a tous les groupes topologiques compacts (le
Théoreme de Peter Weyl), et de I’autre a tous les groupes Abéliens localement compacts (Dualité de Pontryagin).

Théoreéme 6.19. Si G est un groupe abélien compact, les éléments de C séparent les points de G.

< Théoréme 6.17 : Il suffit de considérer le morphisme continu j : G — T¢ = TN dont les coordonnées sont les caractéres
de G. L’injectivité de ce morphisme est précisément le Théoreme 6.19. »

Il nous reste a démontrer le théoreme 6.19. Rappelons pour commencer que G est muni d’une distance invariante par
translation d (on peut I’obtenir a partir de n’importe quelle distance & par I’expression d(g, g’) = max,cg 6(g+h, g’ +h)).
On peut aussi supposer que d est invariante par symétrie : d(g, g') = d(—g, —g’).

Propriété 6.20. G est muni d’une unique mesure de probabilité Borélienne invariante par translations. On [’appelle
mesure de Haar. Cette mesure est aussi invariante par la symétrie g +— —g.

< On considere I’espace de Banach B = C(X, R) muni de la norme uniforme, et une suite g; dense dans G. On note aussi
g; les translations de G définies par les éléments g;, ce sont des isométries. Notons I; le sous-espace fermé des fonctions
invariantes par g;. Comme le suite g; est dense, N, I; est la droite des fonctions constantes. Par I’addendum 6.13, il existe
des projections continues P; de B sur I;. De plus, comme les translations par g; commutent entre elles, il en est de méme
des projections P, puisque P, f = lim(fog; + --- + fog')/n. Remarquons finalement que si p est un module de continuité
de f, alors c’est aussi un module de continuité de P, f (car g; est une isométrie). On définit, pour toute fonction f la
suite f; = P,oP,_jo---oP; f. Cette suite est équicontinue et equibornée et elle admet donc une valeur d’adhérence c, qui
appartient a N, I; et donc qui est constante. On montre comme dans la preuve de la proposition ?? que la suite f; converge
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uniformément vers c. L’application f + c(f) est alors une forme linéaire positive sur B, et c¢(1) = 1. Il existe donc une
mesure de probabilité u sur G telle que ¢(f) = f fdu. POur toute fonctions continue f et tout i, on a

PoP,_jo:-0P|(fog;)=(PoP,_jo--0oPf)og; = PoP,_jo--oPf.

La mesure y est donc invariante par toutes les translations g; et donc par toutes les translations.
Si n est une autre mesure de probabilité invariante, alors pour toute fonction continue f on a

/ / fx+gdn(x)du(g) = / / f)dn(x)du(g) = / Sf(x)dn(x)
/ / S(x + g)du(g)dn(x)) = / / f(@du(g)dn(x) = / f(&)du(g),

donc f fdu = f fdn. Comme cette égalité est satisfaite pour toute fonction continue, on conclut que f = g.
Finalement, si x4~ est I’'image directe de u par la symétrie g +— —g, alors u~ est une mesure de probabilité invariante
par translations, donc elle est égale a u. »

On considere une fonctions continue 8 : [0, co[— [0, 1] supportée sur [0, 1]. On considere alors la suite de fonctions
continues

Zn(8) = a,0(nd(0, g))

o la suite a, est choisie de sorte que [ f,du = 1. On définit sur G la convolution des fonctions par

¢*xC(g) = /f(h)C(g — hdu(h) = /C(h)f(g — Wdu(h).

L’égalité découle de I'invariance de u par I’application h +— g — h.
Lemme 6.21. Si { est une fonction continue, alors y, * { — { uniformément.

<« Si p est un module de continuité de ¢, on vérifie que |y, * ¢ — | < p(1/n). »

Lemme 6.22. Pour chaque n fixé, les fonctions y, * {, ||| 1 < 1 sont uniformément équicontinues.

< Soit p, un module de continuité de y,. L’expression y, * { = / (h) x,(g — h)d u(h) implique que y, * ¢ est une
fonction continue de module |[{]|;1p,. »

Soit H I’espace de Hilbert L*(G, p).
Lemme 6.23. L’application linéaire R, : { v+ y, * { est continue, compacte et symétrique de H dans H.

< La continuité est facile. Montrons la symétrie. On utilise dans le calcul ci-dessous que y,(—g) = x,(g) :
/(RnC)(g)f(g)d/t(g) = / / S (g — ME(Q)d u(h)d u(g)

=//C(h))(n(h—g)f(g)d#(g)du(h)=/(Rné)(h)é“(h)d#(h)-

Il reste a montrer que R,, est un opérateur compact, c’est a dire que I’image de la boule unité est relativement compacte.
Comme |[¢|[;1 < 1 surlaboule unité de H, on déduit que I’'image de la boule unité par R, est uniformément équicontinue.
Elle est aussi équibornée, donc relativement compacte en topologie uniforme, donc relativement compacte en topologie
L% »

<« Théoréme 6.19 : Fixons un point non nul g, € G. On veut trouver un caractere y tel que y(gg) # 0. Il existe une fonction
continue ¢ qui vérifie {(0) # £(gp). Au vu du premier lemme, il existe donc n tel que y,, * {(gy) # x, * {(0). Autrement
dit, il existe n tel que I’'image de R,, contient une fonction qui sépare g, de 0.

Le théoreme spectral des opérateurs symétriques compacts nous dit que les espaces propres de R,, associés aux valeurs
propres réelle non nulles sont de dimension finie et engendrent un sous-espace dense dans I’'image de R,,. Il existe donc
une valeur propre non nulle A, tel que I’espace propre associé E C H est de dimension finie et contient une fonction qui
sépare g, et 0. Comme E est contenu dans I’image de R,, il est en particulier constitué de fonctions continues. L’espace
E est muni d’une structure Euclidienne obtenue par restriction de celle de H.

Chaque translation 7, : f + fog commute avec R,, et donc préserve I’espace propre E. Larestriction U, de T, a E
est une isométrie linéaire. L’application g +— U, estun morphisme de groupe continu de G dans O(E), le groupe orthogonal
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de E. Comme le groupe G est commutatif, les applications U, commutent entre elles. Elles sont donc simultanément
diagonalisables dans C, avec des valeurs propres complexes 4,(g), ..., 4,(g) de module 1, ou d est la dimension (réelle)
de E. Comme g — U, estun morphisme de groupe continu, les applications 4;(g) sont des morphismes de groupe continus
de G dans S, le groupe multiplicatif des complexes de module 1. L’un des morphismes A; vérifie 4,(gy) # 1, sinon U,
serait I’identité. Comme S =~ T, on a bien trouvé un morphisme continu de G dans T qui est non-nul en g;. »
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Complément : Systéme minimal non uniquement ergodique

On donne ici une variante simple d’un exemple de Furstenberg donnant un homéomorphisme minimal non uniquement
ergodique. L’exemple initial de Furstenberg est plus régulier (il est méme analytique), c’est en ceci que la construction ci-
dessous est légerement simplifiée.

Nous aurons besoin du préliminaire suivant. Soity : X — X une application minimaleeta : X — T une application
continue. Considérons 1’application fibrée

@ XXT3(x,0)— (y(x),0+ax)e X xT.

Lemme 6.24. Ou bien ’application @ est minimale, ou bien il existe k € N et une fonction continue f : X + T telle que
le graphe de f est invariant par ’application (x, 0) +— (y(x), 0 + ka(x), c’est a dire telle que f(y(x)) = f(x) + ka(x)
pour tout X.

En particulier, si a est une constante, I’application f réalise une semi conjugaison entre 1’application ¢ et la translation
0 +— 0+ ka.
<« Soit Y ¢ X X T un compact invariant non vide. La projection de Y sur X est un compact invariant non vide de X, donc
c’est X. Notons 7, I’application T 2 6§ + 6 + z € T, et aussi 'application X X T 3 (x,6) +— (x,0 +z) € X X T. On
remarque que les applications 7, commutent avec ¢. Pour tout z € T, I’ensembles 7,(K) est un compact invariant, et donc
7,(K)N K est soit vide soit égal 2 K. On note .S' I’ensemble des éléments z € T tels que 7,(K) = K. C’est un sous-groupe
fermé de T. Comme Y # X X T, .S # T, donc il existe un entier k tel que S = Z/k mod 1. Si k = 1, alors Y contient
un point par fibre {x} X T, c’est donc le graphe d’une fonction de f : X — T. La fermeture de Y implique que cette
fonction est continue. En général, I’'image de Y par le revétement X X T 2 (x, 0) + (x, k0) € X X T est aussi un compact
qui contient un point et un seul par fibre, et qui est donc le graphe d’une fonction continue f : X + T. On a donc pour
cette fonction f(y(x)) = f(x) + ka(x). »

L’exemple sera de la forme
@:T?3(x,0)— (x+a,0+Ax)) € T?

avec «a irrationnel et A : T — R continue. Toute application ¢ de cette forme est un homéomorphisme qui préserve la
mesure de Lebesgue. En effet, par Fubini,

/foq)d,1=//f(x+a,.9+A(x))d9dx=//f(x+a,9)d9dx=/f(x,a)dedx.

On considére un suite strictement croissante g, d’entiers tels que |e*7%® — 1| < 27". Une telle suite existe car la suite
zy 1= e?inka egt dans dans le cercle unité (a estirrationnel). On pose alors, formellement,

1 5
G(x) := Z —e!nX
n>1
puis
eZinqna —1 -
e217rq,,x.

AX) 1= G(x+ a) — G(x) = Z

n=1 n

La série définissant A est uniformément convergente, la fonction A est donc continue, et elle est de moyenne nulle sur T.

La série définissant G converge dans L?, et nous permet donc de définir G comme une fonction L%. On remarque,
formellement, que G(0) = Zn>1 1/n diverge vers +o0. Ceci implique que la fonction G n’est pas continue. En effet, si la
fonction G était continue, alors le théoréme de Fejer donnerait la convergence de Césaro uniforme des sommes de Fourier
partielles de G vers la fonction G. Ceci est en contradiction avec le fait que les sommes de Fourier partielles de G au point
0 divergent vers +oo (car il en est alors de méme de leur moyenne de Cesaro).

Proposition 6.25. L’application ¢ est minimale.

<« Sinon, il existerait un entier k et une fonction continue f : T — T telle que f(x + a) = f(x) + kA(x) pour tout x. La
fonction f est alors de la forme f(x) = F(x) +Ix mod 1,ou F : T — R est continue et / est un entier. On a

F(x+a)— F(x) = kA(x) — la.
En prenant la moyenne sur T, on voit que /& = 0, donc

F(x+a)— F(x) = kA(x).
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Cette égalité permet d’exprimer les coefficients de Fourier non nuls de la fonction F en fonction de ceux de la fonction A :

R k A
La série de Fourier de F est donc la méme, au terme constant prés, que celle de kG. Ceci implique que F —kG est constante,

et donc que F n’est pas continue, une contradiction. »

Proposition 6.26. L’application @ n’est pas uniquement ergodique.

< Nous avons vu que la mesure de lebesgue bidimensionnelle A est invariante par @. Nous allons montrer 1’existence d’une
autre probabilité invariante, ce qui montre que ¢ n’est pas uniquement ergodique.

Ceci découle de I’existence de la fonction mesurable G telle que G(x + a) — G(x) = A(x) presque partout. On pose
alors g = G mod 1 : T — T, de sorte que g(x + a) — g(x) = a(x) presque partout, ot @ = A mod 1. Considérons
I’application mesurable 2 : x +— (x, g(x)). L’image directe u de la mesure de Lebesgue de T par cette application est
invariante par @. En effet

/fO(Pdﬂ=/f(X+a7g(X)+a(X))dx=/f(X+a,g(X+a))dx=/f(x,g(X))dx=/fd/t.

La mesure de probabilité y est différente de la mesure de Lebesgue bidimensionnelle sur T2, I’application ¢ n’est donc
pas uniquement ergodique. »

41



Complément : Fonctions presque périodiques

Pendant des siécles, I’observation des mouvements des planetes a été au centre des préoccupations scientifiques. Ces
mouvements sont régis par des phénomenes essentiellement périodiques. Le jour, I’année les périodes de rotations des
planetes, etc.. Si Y est un espace métrique, on dit que I’application f : R — Y est quasi-périodique si elle est régie par une
nombre fini de périodes, c’est a dire si il existe un tore T4 de dimension finie, une collection de fréquences w € R4 et une
application g : TY — Y telle que f(f) = g(tw). Le cas d = 1 est celui des fonctions périodiques. Méme si de trés bonnes
approximations quasipériodiques du mouvement des planetes ont été obtenues des I’antiquité, il n’y a pas lieu de penser que
le mouvement des planétes soit régi exactement par un nombre fini de périodes. En effet, les trajectoires des planétes ne sont
périodiques qu’en premiere approximation. Il y a des phénomenes séculaires, causés par les interactions gravitationnelles
entre les planetes, de déformation lente des orbites. Ces phénomenes sont eux-méme périodiques (de période beaucoup
plus longue) en premiére approximation, mais on ne peut raffiner la description des mouvement observés qu’en ajoutant
des périodes, et ce indéfiniment. On modélise ceci par les courbes presque périodiques. La courbe f : R — Y est dite
presque périodique si il existe un vecteur @ € TV et une fonction continue g : TV — Y telle que f(f) = g(tw). On parle
en particulier de fonction presque périodique lorsque Y = R. La définition de presque périodicité s’attache a formaliser un
certain type de description des trajectoires des planetes utilisé dans I’ histoire. Nous n’affirmons pas ici que les trajectoires
des planetes sont effectivement presque périodiques. Cette définition (qui n’est pas la plus classique) rend évidentes un
certain nombre de propriétés classiques des fonctions presque périodiques.

Propriété 6.27. Les fonctions presque périodiques sont bornées et uniformément continues. L’espace des fonctions presque
périodiques est une algébre (c’est a dire un sous-espace vectoriel stable par multiplication) fermée de I’espace BC(R, R)
des fonctions continues bornées, muni de la norme uniforme. Le méme résultat est aussi valable pour les fonctions presque
périodiques a valeurs complexes.

<« Si f = g(tw) et f' = g’(tw’) sont des fonctions presque périodiques, alors la courbe (f, f”) est presque périodique. En
effet elle s’écrit (f, f') = h(tw), avec w := (v, ') € RN x RN = RN et

h:TN=TVxTN 3 (0,0') — ((0)), f'(0) € R~

On déduite que toute fonction de la forme yo(f, f/), ot y : R? — R est continue est presque périodique. Les fonctions
presque périodiques forment donc une algebre.

Soit fy, f5, ... une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément vers une limite f. Si chacune
des fonctions f; se factorise par la courbe tw;, ; € RV, alors toutes les fonctions f se factorisent par la courbe rw avec
w = (w),,,...) € RVMN = RN, 1l existe donc des fonctions continues g; : TN — R telles que f;(t) = g;(tw). Soit
G la fermeture de la courbe tw dans TV. Comme la suite de fonctions f; est de Cauchy pour la norme uniforme, la suite
des fonctions g; est de de Cauchy dans C(G, R), donc elle converge vers une limite continue g : G — R. La fonction
g se prolonge en une fonction continue sur TN par le théoréeme d’extension de Tietze (on rappelle que TN est un espace
métrique). On appelle encore g cette extension. On a alors f = g(fw), donc f est presque périodique. »

La démonstration ci-dessus pose une question naturelle. Pour chaque fonction presque périodique, il existe un vecteur
® € RN tel que f se factorise par la courbe R 3 t +— tw € TV. Cependant, le vecteur w dépend de la fonction f. Peut-on
trouver une courbe universelle qui factorise toutes les fonctions presque périodiques ? La réponse est positive, en voici
une construction. On considere Q € RR, le vecteur tel que Q(a) = a, et on considere la courbe R 2 t +— 1Q € TR Le
produit TR est un groupe topologique compact, mais non métrisable. Toute fonction presque périodique se factorise par
la courbe ci-dessus. En effet, pour tout @ € RV, il existe une application continue P : TR — TN telle que P(tQ) = te.
La fermeture B de la courbe 7Q dans TR est appelée groupe de Bohr (ou compactifié de Bohr de la droite réelle). C’est un
groupe Abélien compact (mais non métrisable), muni d’un morphisme de groupe continu Q(¢) : R — B d’image dense.

Exercice 6.5. Montrer que le groupe B et le morphisme continu Q : R — B sont caractérisés par la propriété universelle
suivante : Tout morphisme de groupe f : R — G dans un groupe Abélien compact G se factorise par L.

On admettra pour ceci ’extension suivante du théoréme 6.17 : Si G est un groupe Abélien compact, alors il existe un
ensemble Z et un morphisme continu injectif j : G — TZ.

Les fonctions presque périodiques admettent une valeur moyenne :
Propriété 6.28. Soir f(t) = g(wt) une fonction presque périodique. Il existe alors un réel f f tel que

1 [+
% . f(S)dS—>/f

uniformément par rapport a t,,.
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<« Soit K I’adhérence dans TV de I’orbite . Comme le flot est isométrique, sa restriction a K est uniquement ergodique.
La valeur moyenne de f est alors I’intégrale de g par rapport a I’unique mesure de probabilité invariante du flot x + t@ sur
K. »

Si f(t) = g(wt) avec w non résonnant, alors f f= / gd0, puisque I’unique mesure invariante est la mesure de Haar d6.
Contrairement a ce que pourrait laisser croire le cas des fonctions quasi-périodiques, on ne peut pas forcément représenter
la fonction presque périodique f a I’aide d’un vecteur non-résonnant. On a toutefois :

Propriété 6.29. Toute fonction presque périodique f peut étre représentée de la forme f = g(wt) avec un vecteur ® € RN
qui a la propriété suivante : Il existe un vecteur non résonnant @ (avec un nombre fini ou infini de coordonnées) tel que
chaque composante de w est un multiple rationnel d’une composante de &.

< On écrit f = g(at), avec a € RN n’ayant pas deux coordonnées égales. On note par le méme symbole un vecteur
et 'ensemble de ses coordonnées (qui est donc une partie de R), tous les vecteurs que 1’on considere ici n’ont pas deux
coordonnées égales. On considere une partie @ C « qui est libre sur Q (c’est a dire non résonnante) et telle que le Q-
espace vectoriel engendré par & contient @. On considere un vecteur w dont les coordonnées sont les multiples rationnels
des coordonnées de @. A priori, ce n’est pas nécessairement le cas des coordonnées de a, mais nous allons montrer que
la fonction f peut étre représentée avec le vecteur w. Les fonctions quasi-périodiques f,(f) = f(tay,...,ta;,0,0,...)
convergent uniformément vers f. Il suffit donc de constater que chacune de ces fonctions peut étre représentée avec le
vecteur w. Ceci découle de notre étude des fonctions quasi-périodiques, puisque le groupe engendré par les coefficients de
@, qui est exactement le Q-espace vectoriel engendré par ces coefficients, contient les coordonnées de a. »

Propriété 6.30 (Théoreme de Bohr). Dans BC(R, C), I’espace P des fonctions presque périodiques est la fermeture de
Iespace vectoriel T engendré par les fonctions t — e*™'P, p € R.

Si ce théoréeme devient ici une simple propriété, c’est que nous avons adopté une définition qui le rend facile. Le vrai
théoréme consiste a montrer que notre définition est équivalente aux définitions classiques, ce que nous ferons ensuite.
<« Soit Q I’espace vectoriel des fonctions quasi-périodiques, c’est a dire des fonctions de la forme f = g(tw) avec w € R
etg:'l]'d—>[R,deN.

Montrons d’abord que Q est dense dans P. Si f est une fonction presque périodique, f = g(tw) avec @ € RV, On pose
0! = (wy,...,0,,0,0,...) et on Considere la projection P? : TN — T4 sur les premiers facteurs. Le diamétre de ses
fibres tend vers O uniformément. Ceci implique que la distance (dans TN d(te?, tw) tend vers 0 lorsque d tend vers I’infini,
uniformément en ¢. La suite g(fw?) de fonctions quasi périodiques tend donc uniformément vers la fonction f = g(tw).

Il nous reste a démontrer que 7" est dense dans Q. Ceci découle du fait que, pour chaque # fixé, les polyndomes trigono-
métriques sur T” sont uniformément denses dans les fonctions continues. Ils constituent en effet une algebre de fonctions
stable par conjugaison et qui sépare les points. La densité découle donc du théoréeme de Stone Weierstrass. »

Revenons maintenant a des définitions a priori plus faibles des fonctions presque périodiques. Le résultat suivant est
le point difficile du théoréme de Bohr, nous le réduisons a notre étude précédente des isométries.

Théoréme 6.31. La courbe f : R — Y est presque périodique si et seulement si il existe un espace métrique compact X,
un flot isométrique minimal @' sur X, un point x, € X, et une fonction continue g : X — R telle que f(t) = g(¢"(x()).

« Si f est presque périodique, elle s’écrit f(f) = g(tw). On note alors X 1’adhérence de Rw dans TV, et ¢(x) = x + tw.
C’est un flot isométrique minimal, et f(f) = g(¢'(0)).
La réciproque découle du Théoré¢me 6.16. »

Onnote BC(R, Y) I’espace des courbes continues et bornées, muni de la distance uniforme, et BUC(R,Y) C BC(R,Y)
I’espace des courbes uniformément continues bornées.

Corollaire 6.32. Soit Y un espace métrique. La courbe f : R — Y est presque périodique si et seulement si f est bornée
et si l’espace des translatées f(- + s),s € R est relativement compacte dans BC(R,Y) pour la distance uniforme.

< Supposons que 1’ensemble des fonctions f(- + T') est relativement compacte. Il en est alors de méme de la restriction
de ces fonctions au compact [—1, 2] (car I’application f +> f l[=1,2] €st continue). Par la réciproque du théoreme d’Ascoli,
ceci implique que les fonctions f(- +n), n € Z sont uniformément équicontinues sur [—1, 2], et donc que la fonction f est
uniformément continue.

On définit sur BUC(R, Y) (espace des fonctions uniformément continues bornées, muni de la distance uniforme) le
flot isométrique 7, f par 7, f := f(-+s) et ’application continue g : BUC(R,Y) — Y par g(f) := f(0). Si’adhérence
X de l'orbite {7, f,s € R} est compacte, alors par la propriété 6.14 le flot isométrique 7 en restriction a X est minimal.
Les conditions du théoréme précédent sont satisfaites, donc f est presque périodique.
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Réciproquement, si f est presque périodique, alors elle s’écrit f(f) = h(tw), avec @ € RN et h € C(TVN,Y). L’ appli-
cation 6 + h(- + 6) est continue de TV dans C(TV,Y), son image X est donc compacte. L’application

X3¢ (t— é(w)) € BC(R,Y)

est continue, son image est donc un compact de BC(R, Y') qui contient les translatées de f. »

Définition 6.33. On appelle flot isométrique canonique associé a la fonction presque périodique f le flot de translations
sur l’adhérence X des translatées de f dans ’espace BUC(R,Y).

Corollaire 6.34. Si f est presque périodique, alors elle satisfait la propriété AP suivante :
Pour toute € > 0, il existe T > 0 tel que tout intervalle de longueur T contient un réel s pour lequel d(z,f, f) < e.

<« Cette propriété découle de la minimalité du flot isométrique 7, : f + f(- +s) sur la fermeture X de I'orbite de f dans
BC(R,Y), au vu de la proposition 6.3 (adaptée au cas du temps continu). »

On arrive ainsi a la caractérisation classique des fonctions presque périodiques :

Proposition 6.35. Si Y est un espace métrique complet, une courbe f . R — Y est presque périodique si et seulement si
elle vérifie la propriété AP du corollaire ci-dessus.

< On remarque pour commencer que :

L’image d’une courbe continue f vérifiant la propriété AP est relativement compacte dans 'Y .

Comme Y est complet, il suffit de montrer que cette image est précompacte, c’est a dire peut étre recouverte par un
nombre fini de boules de rayon e pour tout € > 0. Pour tout € > 0, on considere le 7" donné par la propriété P. Le compact
f([0, T]) peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon e, il existe donc un ensemble fini C € f ([0, T]) tel que
les boules de rayon e centrées sur C recouvrent f ([0, T]). Montrons que les boules de rayon 2¢ centrées en C recouvrent
f(R). Pour tout t € R, il existe une e-période s € [t — T, T]. Alors, t —s € [0, T] et d(f(t — s), f(t)) < €. Ceci implique
que d(f(1),C) <d(f(0), ft—5)+d(f(t—5),C) < 2e.

Nous avons besoins d’un second résultat intermédiaire :

Toute courbe continue vérifiant la propriété AP est uniformément continue. Sinon, il existe deux suites ¢, et t; telles
que |t:1 —t,| — Oettelles que d(f(¢,), f (t:l ) = 3¢, avec € > 0. En translatant par des e-périodes, on trouve des suites
bornée s, s/ telles que |s' —s,| — Oetd(f(s,), f(s])) > e. Ceci contredit la continuité de f.

Terminons maintenant la démonstration. La courbe s +— f(-+s) est continue sur I’espace métrique complet BUC(R, Y),
et elle vérifie la propriété AP. Son image est donc relativement compacte. »

Fréquences. Si f est une fonction presque périodique, alors la fonction f(1)e?”% est presque périodique pour tout a.
Elle admet donc une valeur moyenne, ce qui permet de définir le coefficient de Fourier

fla) := / f)e2imat,

On dit que « est une fréquence de f si f (a) £ 0.

Proposition 6.36. Soit f(t) = g(wt),w € RN une fonction presque périodique. Les fréquences de f sont contenus dans
le groupe {(w) C R engendré par les composantes de w. Elles sont donc dénombrable.

<« La suite de fonctions quasipériodiques f,(f) := g,(tw,, ... ,t®,,0,0, ...) converge uniformément vers f.

Nous avons vu que les fréquences des fonctions f, sont contenues dans le groupe engendré par @y, ..., ®,,, donc dans
(w). Comme f,(a) — f(a) pour tout & on conclut que les fréquences de f sont contenues dans (), c’est a dire que
fla)= 0 pour a & (w). »

Réciproquement, on a :

Proposition 6.37. Soit f une fonction presque périodique, et soit « € RN un vecteur dont les coordonnées engendrent
additivement les fréquences de f. Alors il existe une fonction continue h : TN — C telle que f(t) = h(a?).

<« Cet énoncé découle du Lemme suivant. En effet, chacun des polyndmes approchant f est représentable par la fréquence
a, il en est donc de méme de la limite f. »

Lemme 6.38. Si f est presque périodique, elle est limite uniforme de polynomes trigonométriques dont les fréquences
sont des fréquences de f.
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< Onnote F,(0) : T — R le noyau de Fejer

n . 2
n+1— k| 50 1 sin((n + 1)z0)
F (0) = —_— " = .
0= 2 irl nt 1 sin(z6)

k=—n

C’est une approximation de I’identité, c’est a dire que f F,d6 =1, F, > 0, et pour tout fermé A C T disjoint de O on a

/ 4 F, — 0. On considere la version multi dimensionnelle F, 5(01, ....0y) = F,(0)) ... F,(6,). Les fonctions F ,j’ sont des
polyndmes trigonométriques sur T¢.
Lorsque g est une fonction sur TN, on note g, alafois la fonction sur T4 donnée parg,(0y,...,0,) =g(6;,...,0,,0,0,...),

et la fonction sur TV donnée par gq4(0)=g(0,...,64,0,0,...).
Soit f(¢) = g(wt) une fonction presque périodique. Fixons ¢ > 0, et d tel que |g — g,| < €/3 uniformément. Posons

o? = (wy,...,w,), et soient a, ..., a, une base du groupe engendré par @, ..., ®,. Il existe donc une matrice entiére
A de taille d X k telle que w? = Aa, et le vecteur a := (ay, ..., ay) est non résonnant. On pose g(0y,...,0;,&) =
8(A(By,...,0)),&), de sorte que f(t) = §(dt), ou & est le vecteur de RN obtenu en remplagant les d premiéres coordonnées

de w par les k coordonnées de a.

On note X C TN I’adhérence de la droite Ra@, et u 1’unique mesure de probabilité invariante du flot de translation
sur X. C’est donc une mesure invariante par toutes les translations de X (qui est un groupe topologique compact métri-
sable). Comme le vecteur a est non résonnant, X se projette surjectivement sur le tore T* des premiéres coordonnées et la
projection de la mesure invariante y sur ce facteur est la mesure de Haar d6.

On considére sur X les fonctions

p(x) 1= / FKOME(x - 0)du®) . hx) := / ) FN0)g.(x - 0)do = / FX0%g.(x — 0)d u(0).
X T X

La fonction A est donc vue a la fois comme une fonction sur X qui ne dépend que des k premieres coordonnées, et comme
une fonction sur T,

Comme |§ — & | = |g — g4 < €/3,0na|h—p| <e/3.De plus, lorsque n est assez grand, |h — &, | < €/3, et donc
finalement |p — g| < e.

Il nous reste a démontrer que la fonction p(@t?) est un polynéme trigonométrique dont les fréquences sont des fréquences
de f.

Pour le vérifier, on rappelle d’abord que F¥(6) est un polyndme trigonométrique sur TX. Pour un mondme %%, o
u est un vecteur de ZN avec un nombre fini de coordonnées non nulles, on a :

pu(x) ‘= / eZiﬂu-b’g(x —0)du(6) = / eZilru-(x—G)g(g)d”(e) — f(u . d))eb‘lm-x.
X X

La fonction correspondante p,(@?) est un mondme qui n’est non nul que si sa fréquence est une fréquence de f. Le polyndme
p(@t) est la somme d’un nombre fini de mondmes de ce type, ce qui démontre le résultat. »
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7 Relations dynamiques

On continue a travailler sur un espace métrique X, souvent supposé compact. Une relation sur X est une partie de
X X X. Toute application ¢ engendre une relation, qui est donnée par le graphe de ¢. Si R C X X X est une relation, on
note R(x) I’ensemble {y € X : (x,y) € R}. On peut penser a R comme déterminant une dynamique multivaluée ot R(x)
est ’ensemble des successeurs possibles du point x. On note aussi xRy pour (x,y) € R. Une relation est dite fermée ou
ouverte si elle I’est en tant que sous-ensemble de X X X. Toute application ¢ : X — X engendre une relation, le graphe
de @. Si @ est continue, alors son graphe est fermé, la réciproque est vraie si X est compact.

Une relation est dite transitive si xRy et yRz impliquent xRz. Si R et R’ sont des relations, on définit la composition
R’oR comme I’ensemble des couples (x, y) tels que il existe z vérifiant xRzR’y. La relation R est donc transitive si et
seulement si RoR C R. On définit par récurrence les relations R®" = R°"~DoR, et R°? est la diagonale. On définit

finalement
R =R,

n>1

c’est la plus petite relation transitive contenant R. Si X est compact, la composée de deux relations fermées est fermée,
plus précisément :

Propriété 7.1. Si X est compact, la composition de deux relations fermées est une relation fermée.

< Soient A et B deux relations fermées. Soient z, — z et x,, — x des suites telles que x,BoAz,. Il existe alors une suite
y, telle que x, Ay, Bz,. On extrait une sous-suite de sorte que y, converge vers une limite y, on a alors xAyBz puisque A
et B sont fermées, et donc x(BoA)y. »

Dans le cas ou R est la relation déterminée par une application ¢, R'(x) est I'orbite future O* de x, définie par O (x) =
{@(x), p*(x), ...}. Si R est une relation ouverte, alors R’ est aussi une relation ouverte. Par contre, méme si R est une
relation fermée, ce n’est pas nécessairement le cas de R’. En particulier, la relation O n’est presque jamais fermée pour
un systeme dynamique.

On peut considérer la fermeture d’une relation, mais la fermeture d’une relation transitive n’est en général pas transitive.
En particulier, la fermeture de la relation O associée a un systéme dynamique n’est en général pas transitive. On prendra
garde au fait que O*(x) en général n’est pas égal 4 la fermeture de O*(x). De la meme fagon, la relations w(x) n’est pas
fermée en général (mé€me si w(x) est fermé pour tout x).

Concernant cette relation @ associée a une application ¢, on vérifie facilement :

Propriété 7.2. pow = w = wo. La relation w est transitive.
Le point x est dit récurrent si x € w(x).
Propriété 7.3. L’ensemble R des points récurrents vérifie o(R) = R.

< On a p(w(x)) = w(x), et w(x) = w(p(x)). Si x est récurrent, alors x € w(x) = w(p(x)), donc p(x) € w(@P(x)).
Réciproquement soit x € w(x) un point récurrent. Comme @(w(x)) = w(x), il existe y € w(x) tel que @(y) = x. Alors,
¥y € w(x) = @(y), donc y est récurrent. On a montré que x € @(R). »

L’ensemble des points récurrents n’est pas forcément fermé. Un exemple est donné par le doublement 6 + 26 sur T.
Le point 1/2 n’est pas récurrent (il est pré-periodique, mais pas périodique), alors que les points récurrents sont denses
puisque I’application est transitive. Ceci implique que la relation @ n’est pas fermée.

Si @ est une application continue, on note F la fermeture de la relation O*. Autrement dit, y € F(x) si et seulement si,
pour tous voisinages U et V de x et Y, il existe n > 1 tel que ¢ (V) N U est non-vide. Autrement dit, pour toute € > 0, il
existe x’ tel que d(x, x") < e et tel que 'orbite O* (x') intersecte B(y, €).

Une variante consiste a considérer la fermeture F, de la relation w. On a y € F,(x) si et seulement si, pour tout € > 0,
il existe x’ € B(x,¢) etn > 1/e tel que d(@"(x"),y) < e.

Propriété 7.4. Soit @ une application continue de I’espace métrique X. On a alors

F = F, U O?" (la réunion n’est pas forcément disjointe).

@oF, C F, C F,oq, la premiéere inclusion est une égalité si X est compacte, et la seconde est une égalité si @ est un
homéomorphisme.

@oF U@ C F C FopU @, la premiére inclusion est une égalité si X est compacte, et la seconde est une égalité si @
est un homéomorphisme.
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Les inclusions o F C F et poF, C F, affirment que les ensembles F(x) et F,(x) sont positivement invariants pour
tout x.
<« larelation F, U Ot est fermée et contient O, donc elle contient F, ceci montre la premiére relation.

Si y € F,(x), alors il existe x, — x et k,, — oo tels que @*1(x,) — y. Alors on a **1(x,) — @(y) donc @(y) C
F,(x).Onaaussi ¢(x,) — @(x)et o*»~(p(x,)) — y,donc y € F,(¢(x)). On amontré les inclusions F,op C F, C @oF,.

Si X est compact, alors la suite ¢*»~!(x,) a un point d’accumulation z. Ce point appartient donc a F,(x), et de plus
@(z) =y, donc y € p(F,(x)).

Si @ est un homéomorphisme et si y € F,(¢(x)), il existe z, — ¢@(x) et k, — oo tels que @kn (z,) — y. Alors,
x, 1= ¢ l(z,) = x et gkntl(x,) — y, donc y € F,(x).

Les relations concernant F sont une conséquences des deux premieres. »

Le point x est dit non-errant si x € F(x), on note Q ’ensemble des points non-errants. Au vu de la propriété F =
F, U O™, on constate que x est non errant si et seulement si x € F,(x).

Propriété 7.5. L’ensemble Q des points non-errants est fermé et positivement invariant, il est invariant si X est compact
et si @ est un homéomorphisme.

<« Six € F (x), alors ¢(x) € poF,(x) C F,(¢(x)).Siy € F,(y), etsi X estcompact, il existe x € F,(y) tel que ¢(x) = y.
Alors, x € F,(p(x)) = F,(x). »

Propriété 7.6. Pour tout x € X, I’ensemble limite w(x) est contenu dans I’ensemble non errant. En particulier, tout point
récurrent est non errant.

<« Soit y € w(x) et soit U un voisinage de y. Il existe alors n et m > n + 1 tels que ¢"(x) € U et ¢"(x) € U, et donc
@""(U)N U estnon vide. »

Dans le cas d’un flot, on dit que le point x est non errant si, pour tout voisinage U de Xx, il existe des temps ¢ arbitrairement
grands pour lesquels ¢~(U) N U est non-vide. Cela revient a dire que xF, x, ol F, est la fermeture de la relation w.

Proposition 7.7. Soit V' un champ de vecteurs complet sur la variété X. Le point x € X est errant si et seulement si il existe
une boite de flot globale autour de l'orbite de x, c’est a dire un ouvert invariant U contenant X et un difféomorphisme
v U — W xRtel que w,V = (0, 1), ot W est un ouvert de R4~1.

<« On consideére un plongement F d’un voisinage ouvert W de 0 dans RY~! telle que F(0) = x et d Fy(R?~!) est un
supplémentaire de V' (x). On considere alors I’application ¢(y, t) = @(t, F(¥)). Nous avons déja démontré que ¢ est un dif-
féomorphisme local en (0, 0). Comme ¢(y, t+s) = @' (¢(y, s)),onad bon=4d (p60d ®(0,0)> donc ¢ est un difféomorphisme
local en chaque point (0, 7).

Montrons maintenant que ¢ est injectif sur W X R si W est assez petit. Sinon, il existe deux suites y, et z, tendant
vers 0 deux suites de temps 7, > s, telles que ¢(y,,1,,) = d(2,, s,), c’est a dire p'»*(y,) = z,,.

Puisque x est errant, la suite ¢, — s, est bornée. On peut donc supposer qu’elle converge vers une limite 7, et alors
@*(x) = x. Comme le point x n’est pas périodique, on a = 0. Comme 1’application ¢ est injective au voisinage de (0, 0),
c’est une contradiction. »

Exercice 7.1. Soit V un champ de vecteurs C' sur une variété X, x un point de X, et T > O un temps tel que l'orbite
t — @'(x) est injective sur [0, T']. Montrer que ce segment d’orbite est contenu dans un tube de flot, c’est a dire qu’il existe
un ouvert U de X et un difféomorphisme v : U — W X]a, b| tel que w(x) = (0,0), w,.V = (0,1) et [0,T] Cla, b[.

On remarque que les relations F et F, ne sont pas transitives. Il faut prendre garde aussi au fait que Q(¢q) n’est pas
forcément égal a Q.

Une relation est dite réflexive si elle contient la diagonale, c’est a dire si x Rx pour tout x. On peut évidemment rendre
une relation réflexive en lui ajoutant la diagonale A, c’est a dire en considérant la relation R” = R U A. Cette opération
préserve le caractére transitif ou fermé, on a donc R = R,

On suppose dans toute la suite que X est compact.

Etant donnée une relation R, on note A la plus petite relation fermée et transitive contenant R. On pensera en particulier
au cas ou R est la relation donnée par une application continue ¢. Cette relation a été notamment étudiée par Akin et
Auslander.

Lemme 7.8. Soit R une relation fermée sur [’espace métrique compact X, ona RoAU R=A = AcRUR.

47



En particulier, I’ensemble A(x) est un compact positivement invariant pour tout x.
< Posons B=AoRUR.Ona B C AcAU A C A. Réciproquement B est fermée, et BoB C AoB = AoR C B, donc B
est transitive. La relation B étant une relation fermée et transitive qui contient R, elle contient A. La preuve de la seconde
égalité est identique. »

Larelation A admet une caractérisation trés naturelle en terme de fonctions de Lyapounov. On dit que f est une fonction
de Lyapounov pour la relation R si f(x) > f(y) lorsque x Ry. Remarquons pour commencer que les relations R et A ont
les mé&mes fonctions de Lyapounov.

Propriété 7.9. Pour toute relation R, les relations R, R', R, A, A" ont les mémes fonctions de Lyapounov.

<« Toutes les relations considérées contiennent R, donc toute fonction de Lyapounov pour I'une de ces relations est une
fonction de Lyapounov pour R. Réciproquement, si f est une fonction de Lyapounov pour R, alors la relation F(x) :=
{y: f(») < f(x)} est fermée, transitive et réflexive. Comme elle contient R, elle contient donc A", c’est a dire que f est
une fonction de Lyapounov pour A", donc pour toutes les autres relations considérées. »

Théoréme 7.10. Soit R une relation quelconque. La relation A" = A U A est caractérisé par la propriété suivante : x A"y
si et seulement si f(y) < f(x) pour toute fonction de Lyapounov f (pour R ou, c’est équivalent, pour A”").

Ce théoreéme est un cas particulier du résultat suivant, appliqué a la relation A”.

Théoreme 7.11. Soit R une relation réflexive, transitive et fermée sur l’espace métrique compact X. Alors la relation R
est déterminée par ses fonctions de Lyapounov, c¢’est d dire que x Ry si et seulement si f(x) = f(y) pour toute fonction de
Lyapounov f pour R.

< On doit montrer que, pour y € R(x), il existe une fonction de Lyapounov f pour R telle que f(y) > f(x).

La preuve est similaire a celle du Lemme d’Urysohn. Le point clé est I’énoncé suivant :

Si Y est un ensemble positivement invariant par R, c’est a dire que R(x) C Y pour x € Y, alors tout voisinage U de
Y contient un fermé positivement invariant Y| qui contient Y dans son intérieur.

Pour montrer montrer cet énoncé, on définit U; := {x : R(x) C U}. C’est un ouvert positivement invariant par
R et qui contient Y. On considére ensuite un compact F' qui est contenu dans U, et contient Y dans son intérieur, puis
F| :=U,cpR(x), qui est un compact positivement invariant et contenant F. Comme F C U;,ona F| C U. Le fermé F,
est I’ensemble cherché.

Cet énoncé nous permet, comme dans le preuve du Lemme d’Urysohn d’associer récursivement a tout rationnel dya-
dique a € [0, 1[, un fermé F, positivement invariant par R de sorte que : F; = R(x), tous les F, sont disjoints de y, et F,
est contenu dans I’intérieur de Fj, si a < b. On pose I} = X.

On définit alors, pour tout ¢ € [0, 1] le fermé F, := N, F, ol I'intersection est prise sur les a dyadiques plus grands
que ¢. Chaque F, estun fermé positivement invariant. On considere alors la fonction f telle que { f <t} = F,,c’estadirela
fonction qui vaut ¢ précisément sur F;—N,_, F,. Les ensembles { f < ¢} = F; sont fermés. Les ensembles { f <t} = U, F
sont ouverts. En effet, cette réunion est aussi la réunion des intérieures des Fy, s < t. La fonction f est donc continue. C’est
une fonction de Lyapounov pour R puisque ses sous-niveaux { f < t} sont positivement invariants. »

On dit que la relation R est transitive au sens généralisé si la relation A associée est totale (égale a X X X). Cette
condition est donc équivalente a la non-existence d’une fonction de Lyapounov continue.

Exercice 7.2. Soit V(x) : T — R une fonction positive C®, interprétée comme un champ de vecteurs.
Si V' est strictement positive en dehors d’un nombre fini k > 2 de points, montrer que le flot est transitif au sens
généralisé, mais pas transitif.

Addendum 7.12. Soit B une relation réflexive transitive fermée sur [’espace métrique compact X. Il existe une fonction
de Lyapounov h pour B telle que :
Siy € B(x) et x & B(y), alors h(y) < h(x).

<« L’espace C(X), muni de la topologie uniforme est séparable. Il en est donc de méme de 1’ensemble des fonctions de
Lyapounov continues 2 valeurs dans [0, 1]. On considere une suite dense f,, et on pose h = >, 27" f,. Si y € B(x), alors
fu(¥) < f,(x) pour tout n, donc hA(y) < h(x). De plus, Si A(y) = h(x), alors f,(y) = f,(x) pour tout n, et par densité
f(») = f(x) pour toute fonction de Lyapounov f a valeurs dans [0, 1], donc pour toute fonction de Lyapounov f, donc
x € B(y). »

Cet Addendum est un résultat classique en économie mathématique (il se généralise aux espaces localement compacts)
Supposons par exemple que B est de plus une relation totale, c’est a dire que x By ou y Bx pour tous x et y. Une telle relation
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peut décrire les préférences d’un agent par rapport a diverses circonstances paramétrées par les points de X. Notons que B
n’est pas forcément une relation d’ordre, on peut avoir x By et yBx avec x # y, les points x et y étant alors indifférents aux
yeux de I’agent. Ce qui précede donne I’existence d’une fonction d’utilité pour la relation B, c’est a dire d’une fonction A
telle que A(x) > h(y) si et seulement si x By (plus la valeur de A est basse, plus I’agent est content). En effet, é&tant donnés
deux point x et y, on a I’un des trois cas suivants :

y € B(x) et x & B(y), et alors h(y) < h(x).

y € B(x) et x € B(y), et alors h(y) = h(x),

y & B(x) et x € B(y), et alors h(y) > h(x).

Comme les situations partitionnent X X X, les trois implications sont des équivalences.

Dans ce cas, la relation B est déterminée par une seule fonction 4. On peut modéliser le comportement de cet agent en
disant qu’il cherche a minimiser la fonction A.

Le cas général, ou la relation n’est pas totale, modélise une situation ou les préférences de 1’agent ne sont pas entiere-
ment connues (peut-étre méme pas par lui-méme). On ne peut pas décrire exactement cette situation par une seule fonction
d’utilité. Chaque fonction A donnée par la proposition, dans ce cas, est compatible avec les préférences de 1’agent, mais
"décide a sa place" dans le cas ou aucune préférence n’est connue. Il y a plusieurs facons de le faire.

On s’intéresse maintenant a la notion de récurrence associée a une relation, et notamment a une relation transitive
fermée. On rappelle que x est un point neutre de la fonction de Lyapounov f (pour la relation R) si il existe y € R(x) tel
que f(y) = f(x). Sinon, c’est un point stricte.

Proposition 7.13. Soit B une relation transitive fermée sur l’espace métrique compact X. Le point x vérifie x Bx si et
seulement si x est neutre pour toute fonction de Lyapounov (pour B). De plus, il existe une fonction de Lyapounov h dont
les points neutres sont exactement les points de B.

<« Le second point est une conséquence du premier point au vu de I’addendum ci-dessus.

Si x Bx, alors toute fonction de Lyapounov est neutre en x, puisque on a f(y) = f(x) en prenant y = Xx.

Supposons que x est neutre pour toute fonction de Lyapounov, en particulier pour la fonction £ de I’addendum précé-
dent. Alors il existe y € B(x) tel que h(y) = h(x), ce qui implique que x € B(y), et donc xBx. »

Dans le cas ou B est la relation A associée a une dynamique R, on a le raffinement suivant :

Proposition 7.14. Soit R une relation fermée, et A la relation transitive fermée associée.

Si f est une fonction de Lyapounov (pour R ou pour A, on a vu que c’est équivalent) alors ses points neutres en tant
que fonction de Lyapounov pour R sont les mémes que ses points neutres en tant que fonction de Lyapounov pour A.

En particulier, on a x Ax si et seulement si toute fonction de Lyapounov est neutre en x.

Dans le cas ou R est la relation donnée par une application continue, la récurrence associée a A est appelée récurrence
généralisée. Un point x est donc récurrent au sens généralisé (c’est a dire que xAx) si et seulement si il est neutre pour
toute fonction de Lyapounov continue.
<« C’est une conséquence de larelation A = Ao RU R. En effet Si x est un point neutre de f pour A, alors il existe y € A(x)
tel que f(y) = f(x). Larelation x Ay implique que, soit xRy, soit il existe z tel que x RzAy.

Dans le premier cas, x est un point neutre de f (pour la relation R).

Dans le second cas, on a f(x) > f(z) > f(y) et f(y) = f(x)donc f(z) = f(x), donc x est neutre pour f en tant que
fonction de Lyapounov de R. »

Propriété 7.15. L’ensemble des points récurrents au sens généralisé d’une application @ sur un espace métrique compact
X est un compact positivement invariant par @.

<4 0OnaA = AopUeg. Six € A(x), soit x € A(@(x)) soit x est un point fixe, ce qui implique aussi I’inclusion x € A(@(x)).
On a alors @(x) € A(@(x)) (car poA C A). »

La relation A associée a une application ¢ a de nombreuses propriétés utile, mais sa définition est indirecte et peu
constructive. On considere souvent une autre relation transitive et fermée associée a ¢, ou plus généralement a une relation
ferée R. On munit ici X X X de la distance d((x, 1), (x5, ¥5)) = max(d(xy, y;), d(x,, y,)). On considere alors la relation
ouvert R, constituée de I’ensemble des paires (x, y) telles que d((x, ), R) < €, et de la relation transitive R’e associée. On
pose alors C = N_5q RQ. Autrement dit, xCly si et seulement si, pour tout € > 0, il existe une suite x = xg, X1, ..., X; =y
telle que x; R.x;, 1.

Proposition 7.16. Pour toute relation R, la relation C associée est fermée et transitive. Plus généralement, pour tout
8 20, la relation Cs := N 5R. est fermée et transitive.
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La relation C contient donc la relation A. Si X est un espace connexe et R est la diagonale (le graphe de I’application
identité), alors R=A C C = X X X.
On remarque que R C C5 C Rl pour tout € > 6.

<« La transitivité est claire, montrons la fermeture. Considérons (x, y) € 65. Pour tout n € N, il existe donc (x,, y,) €
t .- : t

R5+1/n tel que x, — x et y, — y. Ennotant 6,, := d(x,, x) + d(y,, ), on voit que (x, y) € Ra,,+5+1/n pour tout n > 0, et

donc que xCzy. »

Nous allons maintenant chercher a caractériser la relation C en termes de fonctions de Lyapounov. On dit que f est
une fonction de Lyapounov stable pour R si il existe une relation ouverte contenant R et pour laquelle f est une fonction
de Lyapounov. On dit que x est un point neutre de la fonction f si il existe y € R(x) tel que f(y) = f(x), sinon, c’est un
point strict. On dit que a est une valeur neutre de f si il existe un point neutre x tel que f(x) = a, sinon, c’est une valeur
stricte (en particulier, les points de R qui ne sont pas dans I’'image de f sont des valeurs strictes). On dit que f est une
bonne fonction de Lyapounov si c’est une fonction de Lyapounov dont les valeurs strites sont denses dans R.

Théoreme 7.17. Soit R une relation fermée. La relation C" = CUA est caractérisée par chacune des propriétés suivantes :
xC"y si et seulement si f(y) < f(x) pour toute fonction de Lyapounov stable f pour R.
xC"y si et seulement si f(y) < f(x) pour toute bonne fonction de Lyapounov f pour R.
De plus, les fonctions de Lyapounov stables sont denses dans les bonnes fonctions de Lyapounov en topologie uniforme.

Quelques digressions seront utiles pour la démonstration. Soit f une fonction continue sur X. On dit que a € R est
une valeur extrémale de la fonction f si il existe un extremum local x tel que f(a) = x.

Lemme 7.18. L’ensemble des valeurs extrémales d’une fonction continue sur un espace métrique compact est dénom-
brable.

<« 11 suffit de le montrer pour les valeurs des minima locaux.

Soit M, I’ensemble des points de X tels que f(x’) > f(x) pour tout x’ € B(x,1/n). Si x et y sont deux points
différents de M (n), alors ou bien d(x,y) > 1/n ou bien f(x) = f(»). On en déduit que f(M,) est fini. En effet, on peut
trouver dans M, une partie Z qui a la propriété que f(Z) = f(M,) et que d(z,z') = 1/nsi z # z’ sont des points de Z.
Une telle partie Z dans I’espace métrique compact X est nécessairement finie.

L’ensemble des minima locaux est la réunion des M,,n > 1. Les valeurs correspondante forment donc une réunion
dénombrable d’ensembles finis, ¢’est donc un ensemble dénombrable. »

Lemme 7.19. Soit U une relation ouverte. Toute fonction de Lyapounov pour U est bonne. En conséquence, pour toute
relation R, si f est une fonction de Lyapounov stable pour R, alors c’est une bonne fonction de Lyapounov pour R.

Si R est une relation contenue dans U, alors toute fonction de Lyapounov pour U est donc une bonne fonction de
Lyapounov pour R.
<« Soit x un point neutre de f. Il existe donc y € U(x) tel que f(y) = f(x). Onadonc f > f(x) sur Pouvert U~ (y), qui
contient x. On conclut que x est un minimum local de f, et donc que f(x) est une valeur extrémale de f.

Pour montrer la seconde partie de I’énoncé, on constate simplement que toute valeur neutre de f en tant que fonction
de Lyapounov pour R est une valeur neutre de f en tant que fonction de Lyapounov pour U. »

Lemme 7.20. Toute fonction de Lyapounov stable est une bonne fonction de Lyapounov.

<« Soit U une relation ouverte et f une fonction de Lyapounov pour U. Soit x un point neutre de f (en tant que fonction
de Lyapounov pour R). Pour tout y € R(x) on a donc f(x) = f(y). Tout point x’ dans ’ouvert U~!(y) vérifie donc
f(x") = f(» = f(x). On conclut que x est un minimum local de f. Les valeurs neutres de f sont donc contenues dans
les valeurs extremales de f, elles sont donc dénombrables. »

<« Démonstration du théoréme 7.17.

Supposons qu’il existe une bonne fonction de Lyapounov f pour R telle que f(y) > f(x). Il existe alors une valeur
stricte a de f telle que f(x) < a < f(y). Par un argument de compacité, il existe § > 0 tel que f(3') < a — & pour tout
x' € f~l(a) ettout y) € R(x'). 1l existe alors € > O tel que f(x’) < a et x'R,y’ impliquent que f()’) < a. C’est donc
aussi le cas si x’ RLy’. Il existe donc € > 0 tel que y € R!(x), et donc y ¢ C(x).

Supposons maintenant que y ¢ C"(x). Il existe donc 6 > O tel que y & thé(x) etdoncy & Cs,ou C5 = m€>5R’€.
Comme la relation Cj est fermée et transitive, il existe une fonction de Lyapounov f pour Cj telle que f(y) > f(x). La
fonction f est alors une fonction de Lyapounov pour R, ¢’est donc une fonction de Lyapounov forte pour R.

50



Montrons maintenant la densité des fonctions de Lyapounov stables. Soit f une bonne fonction de Lyapounov. On se
fixe € > 0, et on considére une suite finie a; < -+ < a, telle que a;,; < a; + e et telle que a; < min f et g; > max f.
Chaque intervalle ]a;, ;[ contient une valeur stricte b; de f. Il existe alors ¢; €]a;, b;[ et §; > 0 tels que

S < b,’, XR(s[y => f(y) < ;.

Considérons une fonction continue g; : X — [ag;,a;,1] qui est égale a g; sur {f < ¢;} eta a;,q sur {f > b;}. Par
construction, g; est une fonction de Lyapounov pour R , et g;, a;, | sont ses seules valeurs neutres. On recolle les fonctions
g; en considérant la fonction g qui est égale a g; sur f ‘1([a,~, a;,1]). C’est une fonction continue, avec g = a; sur { f = q;}.
C’est de plus une fonction de Lyapounov pour R;, avec 6 = min, §;, et donc une fonction de Lyapounov forte pour R.
Comme f‘]([ai,ai+1]) - g‘l([ai,aiH]), onallg—f|l <e. »

On s’intéresse maintenant a la notion de récurrence associée a la relation C. On commence par un lemme :

Lemme 7.21. Ona C = CoRU R = C"oR. En conséquence, si f est une fonction de Lyapounov pour C, alors ses points
neutres en tant que fonction de Lyapounov pour C sont identiques a ses points neutres en tant que fonction de Lyapounov
pour R.

<« La seconde partie découle de la premiere comme pour la relation A.

Pour démontrer la premiére partie, on pose B = CoR U R. C’est une relation fermée et transitive contenant R. On
constate d’abord que B C C. Réciproquement, Supposons que xCy. Si xRy, alors xBy. Sinon, il existe 6 > 0 tel que
¥ & R.(x). Pour y €]0,6[, il existe k > 2 tel que y € R”;(x).

Pour tout € > 0, il existe 7 €]0, e[ tel que R,oR, C R.oR, et donc R’; C R¥"1oR pour tout k > 2. 1l existe donc k tel
que x(R"g_1 oR)y. On a donc x(RLOR)y pour toute € > 0 et donc x(CoR)y. »

Proposition 7.22. Soit R une relation fermée et C la relation associée. Pour x € X, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

— xCx,

— Toute bonne fonction de Lyapounov (de R) est neutre en Xx,

— Toute fonction de Lyapounov stable est neutre en Xx.

La notion de récurrence associée a la relation C est appelée récurrence par chaines.
< Supposons que xCx et que f est une bonne fonction de Lyapounov pour R. Alors f est une fonction de Lyapounov
pour C, et x est un point neutre. Au vu du lemme ci-dessus, x est neutre en tant que fonction de Lyapounov pour R.

Comme toute fonction de Lyapounov forte est une bonne fonction de Lyapounov, le second point implique le troisieme.

Soit f,, une suite de bonnes fonctions de Lyapounov dense dans 1’ensemble des bonnes fonctions de Lyapounov. Soit
h =Y 27"f,. Cestune fonction de Lyapounov pour la relation C, qui a la propriété que si y € C(x) et x & C(y), alors
h(y) < h(x).

Supposons que toute bonne fonction de Lyapounov est neutre en x. C’est alors le cas pour les fonctions A, :=
Znsk 27" f,, qui sont des bonnes fonctions de Lyapounov. Il existe donc y, € C(x) tel que h,(y;) = hi(x). Comme
C(x) est compact, on obtient a la limite I’existence de y € C(x) tel que h(y) = h(x), c’est a dire ge la fonction A est neutre
en x. Alors, f,(y) = f,(x) pour tout n, donc f(y) = f(x) pour toute bonne fonction de Lyapounov f, ce qui implique que
yCx, et donc xCx. »

Soit CC(R) C X I’ensemble récurrent par chaines de la relation R, c’est a dire I’ensemble des points x tels que xCx.
Par définition, la restriction a CC(R) de la relation C est réflexive, elle est aussi transitive et fermée. La symétrisée D,
définie par x Dy <& xCy et yCx est une relation d’équivalence.

Théoreéme 7.23. L’ensemble CC(R) est intérieurement récurrent par chaines, les classes d’équivalences de la restriction
de D a CC(R) sont intérieurement transitives par chaines.

< Nous allons prouver la seconde affirmation, la premiere en découle. On considere donc une classe d’équivalence K pour
la relation D sur CC(R).
Notons Cs5(K) I'image de par Cg c’est a dire le compact U, x C5(x), et C(S_l(K) le préimage {x € X : C5(x)NK # @}.
Ona
K = C(K)n C™H(K) = nssyCs5(K) N C; 1 (K)

et donc, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que C5(K) N C(;l(K) C K., I’ensemble des points dont la distance a K est
inférieure a e.
Soient maintenant x et y deux points de K, et € > 0. On considere 6 €]0, €[ tel que C5(K) N C(;l(K) CK.,.
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On considere maintenant une suite x = x, X1, ..., X, = ytelle que x; Rsx;, ;. Il existe des points yy = X, y,..., Y = ¥
de K tels que d(x;,y;) < e.Onadonc y;R,,5y;.1 etdonc y; Ry, y; 1.

Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on conclut que xCgy, ou Cg est la relation de chaines associée a la restriction
deRakK. »

Soit X une variété Riemannienne, c’est a dire que chacun des espaces tangents 7, X est muni d’un produit scalaire. Si
f est une fonction lisse sur X, alors le gradient inverse V (x) de f est le champ de vecteurs sur X tel que (V' (x),-) = —d f,
pour tout x. La fonction f est, de maniere évidente, une fonction de Lyapounov pour le champ V.

Exercice 7.3. Supposons que la fonction f est minorée et propre. Montrer que le flot de V' est complet.

En s’inspirant de cette situation, on dit que f est une fonction de Lyapounov réguliere du champ V si c’est une fonction
lisse telle que d f, - V' (x) < 0 sauf aux points ou d f,, = 0. Dans le cas des applications, on dit que f est une fonction de
Lyapounov réguliere si c’est une fonction de Lyapounov lisse telle que fog(x) < f(x) pour tout x qui n’est pas un point
critique de f. Autrement dit, on demande que les points neutres de f soient des points critiques de f. En conséquence, les
valeurs neutres de f sont des valeurs critiques. La remarque suivante contribue a justifier la notion de bonne fonction de
Lyapounov :

Proposition 7.24. Toute fonction de Lyapounov réguliére est une bonne fonction de Lyapounov.

< Au vu du théoréme de Sard, I’ensemble des valeurs régulieres est de mesure totale, donc il est dense. »

Proposition 7.25. Toute fonction fonction de Lyapounov stable de classe C® est régulieére.

<« Nous avons vu que les points neutres de f sont des points extrema locaux, donc des points critiques. »

Le résultat suivant montre finalement que, dans le cas ot X est une variété, on peut peut remplacer les fonctions de
Lyapounov stables ou les bonnes fonctions de Lyapounov dans La caractérisation de la relation C.

Proposition 7.26. Les fonctions de Lyapounov réguliéres sont denses pour la topologie uniforme dans les fonctions de
Lyapounov stables.

< On peut régulariser par convolution une fonction de Lyapounov stable en restant une fonction de Lyapounov. »
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8 Mesures invariantes, mesures ergodiques

On s’intéresse pour commencer a 1’existence de mesures de probabilité invariantes pour une application, c’est a dire
de mesures telles que @, m = m.

Propriété 8.1. Pour que la mesure m soit invariante, il suffit qu’il existe une famille Y d’ensembles Boréliens qui est stable
par intersections finies et qui engendre la tribu Borélienne pour laquelle o . m(Y) = m(Y) pour toutY € Y.

11 suffit aussi qu’il existe une partie F C C(X) engendrant un sous-espace dense, telle que / fopdm = / fdm pour
tout f € F.

<« La premiere partie découle du résultat classique de théorie de la mesure selon lequel deux mesures finies qui coin-
cident sur une famille d’ensembles stable par intersections finies coincident sur la tribu engendrée par cette partie (c’est le
théoréeme de classe monotone). La seconde affirmation est laissée en exercice. »

Exercice 8.1. Montrer que ’application ¢ : T D x +— 2x € T préserve la mesure de Lebesgue.

Une premiére fois en montrant que, si I C T est un intervalle de longueur | < 1, alors la préimage de ¢~ (I) est la
réunion de deux intervalles disjoints de longueur 1 /2.

Une seconde fois en montrant que f e opdd = / e, d A pour tout k, ott e, (x) = exp(2irkx).

La mesure de dirac 6, est invariante si et seulement si x est un point fixe, puisque ¢.6, = 6
x est un point fixe de période T, alors la mesure (0, + Oy, (x) + *** + 0,7-1(x))/T est invariante.
Le résultat suivant est donc évident si il existe un point fixe ou une orbite périodique.

0(x)" De la méme fagon, si

Théoreme 8.2. Soit ¢ : X — X une application continue, on X est un espace métrique compact.
L’application @ admet une mesure de probabilité invariante.

Avant de démontrer ce théoréme, nous allons étudier I’espace P(X) des mesures de probabilité Boréliennes sur X. On
rappelle que cet espace s’identifie au convexe fermé des formes linéaires continues / sur C(X) qui sont positives (/(f) = 0
si f > 0) et vérifient /(1) = 1. Un exemple de mesure de probabilité est le Dirac 6, au point x, qui correspond a la
fonctionnelle d’évaluation f + f(x).

On munit P(X) de la topologie faible-#, c’est a dire de la topolgie engendrée par les applications linéaires y +—
[ fdu.f € CX).

Cette topologie est métrisable et compacte. C’est un fait général (1a boule unité du dual d’un espace de Banach séparable
est un espace métrisable compact), mais nous allons en donner une présentation ad hoc.

On définit pour ceci la distance
D(u,n) = sup </fdu—/fd11>
J€Lip;(X)

ou Lip, est I’ensemble des fonctions a-Lipschitz.
Proposition 8.3. D est une distance, et la convergence associée est la convergence faible-*.

< Montrons d’abord que c’est bien une distance. L’inégalité triangulaire est claire. De plus, si D(u,#) = 0, alors f fdu =
/ fdn pour toute fonction Lipschitz, et donc pour toute fonction continue, par densité.

Montrons maintenant que y,, — y pour la distance D si et seulement si f fdu, — f fdu pour tout f € C(X).

Supposons pour commencer que D(u,,, u) — 0. Ceci implique que f fdu, — f fdu pour toute fonction Lipschitz
f. Les éléments de P(X) sont tous 1-Lipschitz en tant que fonctions sur C(X). La convergence sur la partie dense des
fonctions Lipschitz implique donc la convergence sur tout C(X).

Pour Ia réciproque, on fixe un point x; et on note L ’ensemble des fonctions 1-Lipschitz qui sont nulles en x. Par
Ascoli, c’est un compact, et de plus on voit que

D(u.,n) = sup (/fdu—/fdn>~
fEL

Comme les éléments de P(X) sont tous 1-Lipschitz en tant que fonctionnelles sur L, et que L est compact, la convergence
ponctuelle implique la convergence uniforme, c’est a dire que D(u,,, #) — 0O si p, converge vers y pour la topologie
faible-%. »

Exercice 8.2. Montrer que I’application X 3 x +— 6, € P(X) est un plongement isométrique de (X, d) dans (P(X), D).
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Proposition 8.4. (P(X), D) est un espace métrique compact.

<« Par Ascoli, I’espace des fonctionnelles 1-Lipschitz sur le métrique compact L qui valent O en 0 est compact. P(X) est
un fermé de cet espace. »

La démonstration du théoréme est maintenant facile :
< Pour tout y € P(X),onpose Sjy=u+ @, u+ -+ (pﬁ‘l,u, de sorte que S”u/n € P(X). Par compacité, il existe une
sous-suite n; telle que St u/n x converge vers une limite m dans P(X). Montrons que m est invariante. On a

@ (S u/m) = (S u+ @tk u— w)/ny

qui a la limite donne @, ,m = m. »

Exercice 8.3. Soit ¢(t,x) = ¢'(x) un flot continu sur I’espace métrique compact X. Pour tout yu € PL(X), on définit
Sty = fot @, uds. Pour éviter de devoir définir une intégrale sur ’espace des mesures, on peut la définir plus précisément

comme ['unique mesure telle que
1
/fd(SiH) = / / fop'duds.
0 Jx

Montrer que toute les valeurs d’adhérence n de S/t sont des mesures de probabilités invariantes par le flot, ¢’est a dire
que @' n = n pour tout t.

L’existence de mesure invariante permet de donner une preuve plus élégante de I’énoncé suivant, qui avait été aupara-
vant résolu par de 1’algebre linéaire (exercice 2.1).

Propriété 8.5. Soit A un isomorphisme de ’espace Euclidien E tel que les A",n € Z sont bornés. Montrer qu’il existe
un produit scalaire sur E pour lequel A est une isométrie.

< On considere, dans GL(E), la fermeture K de la suite A", n € Z. C’est un compact, qui est invariant par multiplication
par A. On a donc un homéomorphisme ¢ : K — K, donné par o(M) = M A. 1l existe alors sur K une mesure de
probabilité y invariante par @. On définit alors la norme Euclidienne

lolI> = / |Mu|*du(M),
K

et on constate que || Av||> = fK l@(M)v|?>d u(M) = ||v||? par invariance de la mesure y. »

Revenons maintenant au cas des applications uniquement ergodiques.

Théoréme 8.6. Soit ¢ : X — X une applications continue de ’espace métrique compact X. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :
— Pour toute fonction f, la suite S" f /n converge ponctuellement vers une constante.
— 1l existe une unique mesure de probabilité invariante
— Pour tout u € P(X), la suite de mesures S”' u converge vers une limite m indépendante de y, et cette convergence
est uniforme en .
— @ est uniquement ergodique : Pour toute fonction f, la suite S" f /n converge uniformément vers une constante.

< Supposons le premier point et posons /(f) = lim .S” f /n. Soit u une probabilité invariante. Pour toute fonction continue
f.ona [ S"f/ndu = [ fdu.De plus, comme S” f /n — I(f) ponctuellement, on a [/ .S" fdm — I(f) par le théoréme
de convergence dominée, et donc / fdu =1(f). 1y adonc une seule mesure invariante.

Comme S*(fop) = S"f + fop"*! — fop,ona

/(fO(p)dm =1im S"(fop)/n=1mS"f/n= /fdm

donc la mesure m est invariante.

Supposons qu’il existe une unique mesure de probabilités invariante m. Alors pour tout y € P(X), m est la seule
valeur d’adhérence de la suite S, ce qui implique que cette suite converge vers m. Supposons que la convergence n’est
pas uniforme par rapport a . Il existe alors une suite u, de mesures de probabilité telle que D(S”u,/n,m) > ¢ > 0.
Posons 7, := S7u, /n. Soit 1, une sous-suite le long de laquelle N, CONVerge vers un limite #. On va montrer que 7 est
invariante, donc que # = m, ce qui est une contradiction. Comme précédemment, 1’invariance de # s’obtient par passage a
la limite dans ’égalité @7, = #, + (¢ u, — n,)/n.
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En supposant le troisiéme point, on a en particulier convergence, uniforme en x, des mesures S5, /n vers m. Pour
toute fonction Lipschitz f, on a donc

S"f(x)/n = / fd(S"5,/n) — / fdm

uniformément en x. Par un argument de densité déja utilisé, on en déduit que cette convergence uniforme a lieu pour tout
fecXx). »

Exercice 8.4. Soit Y C X un compact invariant asymptotiquement stable de bassin B et soit m une mesure de probabilité
invariante. Montrer que m(B) = m(Y).

Si x| et x; sont deux points fixes de ¢, alors toute combinaison convexe de 6, et de 6, estune mesure de probabilité
invariante pour ¢. Pourtant, les mesures 6, et 6,, ont un sens dynamique plus clair que la mesure 6y, +6y,) /2.
Cette remarque conduit a la notion de mesure ergodique.

Propriété 8.7. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour une mesure de probabilité m invariante par une application
mesurable ¢ . X — X.

— Tout ensemble mesurable A tel que (p‘l (A) = A est de mesure 1 ou 0.

— Toute fonction mesurable f telle que fo@ = f est constante presque partout.

— Toute fonction mesurable bornée f telle que fop = f p.p. est constante presque partout.
On dit alors que la mesure m est ergodique.

On dira parfois que @ est ergodique pour la mesure m, ou juste que @ est ergodique lorsque la mesure m est sous-
entendue. Cette terminologie ne doit pas faire oublier que 1’ergodicité est une propriété d’une masure invariante particu-
liere, alors que I’unique ergodicité est une propriété d’une systeme dynamique topologique.
< Suposons le premier point et considérons une fonction invariante f. Alors pour tout a € R, I’ensemble { f > a} est
invariant, il est donc de mesure O ou 1. Comme N,{f > n} est vide, on a m({f > a}) = O pour a assez grand. De
méme m({f > a}) = 1 pour a assez petit. Il existe donc une unique valeur de transition b telle que m({f > b}) = O et
m({f > a}) = 1poura < b, c’est adire que f = a p.p.

Soit maintenant f une fonctions telle que fop = f p.p. Posons g = limsup fo@", de sorte que gop = g. Sil’'on a
supposé le second point, alors la fonction g est constante presque partout. Il reste a montrer que la fonction g est presque
partout égale a la fonction f. Soit Z I’ensemble de mesure pleine sur lequel fop = f. Alors fo@® = fog sur Z =
@~ 1(Z). On montre ainsi que

f=Ffop=fop? =

sur A = nl}o(p"' (Z). Comme ¢ préserve la mesure m, chacun des ensembles ¢~/ (Z) est de mesure pleine, et donc aussi
I’ensemble A. Clairement, f = g sur A.
Finalement, on déduit le premier point du troisieéme en utilisant la fonction indicatrice de A. »

L’unique mesure invariante d’un systéme uniquement ergodique est ergodique. En effet, pour tout ensemble mesurable
invariant A de mesure strictement positive, la mesure m 4(Y) := m(Y N A)/m(A) est invariante. Comme m4(A) = 1, on
conclut que m, # m si m(A) # 1, ce qui contredit I’'unique ergodicité.

Dans le cas ou ¢ est une application continue d’un espace métrique compact X, on peut donner une caractérisation
différente de I’ergodicité. On remarque pour commencer que 1’ensemble P T des mesures de probabilité invariantes est une
partie convexe et compacte de P(X). Dans un convexe C, on dit que le point x est extrémal si il n’est pas une combinaison
convexe non-triviale d’autres points de C.

Proposition 8.8. La mesure invariante m est ergodique si et seulement si c’est un point extrémal du convexe P1T.

<« Si mn’est pas ergodique, alors il existe une partition de X en deux ensembles mesurables invariants A et B de mesure
srictement positive. On pose alors m4(Y) = m(ANY)/m(A) et mg(Y) = m(BNY)/m(B), ce sont des mesures invariantes
et m = m(A)m, + m(B)mg, donc m n’est pas extrémale.

On montrera la réciproque plus tard. »

Nous allons maintenant montrer que toute application continue d’un espace métrique compact admet une mesure in-
variante ergodique. C’est un résultat semblable a celui qui donne I’existence de compacts invariants minimaux.

Théoreéme 8.9. I/ existe une mesure invariante ergodique.
De plus, toute mesure invariante peut étre approchée par des combinaisons convexes finies de mesures ergodiques.
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Dans un espace vectoriel, on dit qu'une partie C est convexe si elle est stable par combinaisons convexes finies. L’en-
veloppe convexe d’une partie est le plus petit ensemble convexe contenant cette partie, ¢’est I’ensemble des combinaisons
convexes finies d’éléments de cette partie. L’énoncé ci-dessus est un cas particulier du théoreme de Krein-Milman, qui
affirme qu’une partie convexe et compacte d’un espace vectoriel topologique est la fermeture de 1’enveloppe convexe des
ses points extrémaux. La preuve, dans le cas général, que nous donnons ci-dessous n’est pas tres différente de la preuve
générale. Nous tirons toutefois partie d’un argument de séparabilité spécifique.
< Considérons une suite f;,i > 1 dense dense dans C(X). Soit P; I’ensemble des mesures m € P qui minimisent la
fonctions m +— f f1dm sur P. On définit ensuite par récurrence une suite décroissante de convexes compacts tels que
P, est I'ensemble des minima de la fonction m + f;dm sur P;. L’intersection P, des ces compacts est non vide.
Montrons que toute mesure m € P, est ergodique.

Supposons que m s’écrit m = tu; +(1 —1)p ou g et y; sont invariantes et ot ¢ €]0, 1[. On montre alors par récurrence
que la propriété suivante est vraie pour tout i : f fidpy = f fidyu, = f fidm donc g, pq appartiennent a P;. L’égalité
[ fiduy = [ fidu, pour tout i implique que o = p; par densité des f;.

Nous avons montré I’existence d’une mesure extrémale, donc ergodique. Le fait que le convexe compact non vide P
ne contient que des points extrémaux montre qu’il ne contient qu’un seul point. Ceci implique que le diametre des compacts
convexes P; tend vers 0.

Considérons maintenant une mesure invariante quelconque y, et pour tout k, considérons le convexe compact K,
constitué des mesures # telles que f fidu = f fidn pour tout i < k. Les K, forment une intersection décroissante de
parties compactes non vides de P, dont I’intersection est le point u. Leur diametre tend donc vers 0. La seconde partie du
théoreme est démontrée si chaque K, contient une combinaison convexe finie de mesures invariantes extrémales, ce que

nous allons maintenant montrer.
L:P>3n— </f1dn,...,/fkd;1> € RX.

On considere I’application
Son image C est un convexe compact de R¥. Par le théoréme de Minkowski, chaque point de C est une combinaison
convexe de points extrémaux de C (en fait, de k + 1 points extrémaux). En particulier,

L(ﬂ) = apeg + -+ agey

ot les e; sont des points extrémaux de C, avec a; > 0, Y a; = 1. Une 1égére modification de I’argument précédent montre
de plus que chaque point extrémal de C est I'image d’un point extrémal de P, donc il existe des mesures extrémales
Hos --- » My telles que L(y;) = e;. On a alors L(agpg + - + aipy) = L(p) c’est a dire que aguy + -+ + agpy € K. »

Le résultat suivant fait un parallele avec I’unique ergodicité.
Théoreéme 8.10. La mesure m est ergodique si et seulement si S" f [n — / fdm dans L*(X, m) pour tout f € L*(X, m).

C’est le théoréme ergodique en moyenne de Von Neumann. L’énoncé est aussi vrai dans L', mais la démonstration
dans L? est particulierement simple. On commence par le

Lemme 8.11. L’espace des fonctions f telles que S" f /n— [ fdm dans L2(X, m) est un fermé de L*(X, m).

<« Ceci découle du fait que les applications f +— S"f/net f +— f fdm sont 1-Lipshitz de L>(X, m) dans lui-méme. La
seconde affirmation découle du calcul

Vfdm—/gdm‘s/lf—gldm< /(f—g>2dm=||f—g||.>

< Supposons que le critére de convergence a lieu. Alors toute fonction f € L? qui vérifie fop = f est égale dans L?
(c’est a dire p.p.) a sa moyenne f fdm. En particulier, toute fonction mesurable bornée vérifiant fop = f p.p. est presque
partout constante.

Réciproquement, Posons H = L%*(X,m), c’est un espace de Hilbert. Soit 7 : H — H I’application f + fogq.
L’invariance de m implique que T est unitaire, c’est a dire que

(Tf.Tg) = /(fO(P)(gO(p)dm= /fgdm= (f.8)

L’ergodicité de m est équivalente au fait que le noyau de T' — I est réduit aux fonctions constantes, que 1’on identifie a R.
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L’orthogonal de R est ’espace E des fonctions de moyenne nulle, il contient I’'image de T — I. Montrons que cette
image est dense dans E. Il suffit pour ceci de démontrer que toute fonction orthogonale a im(7" — I) est constante. Si f est
une telle fonction, alors pour tout g € H on a (g, T f) = (g, f) et en particulier (f,Tf) = || fI>(= |T f||%). Calculons
maintenant

ITf = FIP=ITFI>+ /1> =2(f,Tf)=0

donc T f = f, donc f est constante. On a montré que le sous-espace R @ im(T" — I) est dense dans H.
On vérifie facilement que S"f — Osi f € im(T — I),etque S"f/n— f = f fdm si f est constante. .’énoncé en
découle par densité de ker(T' — I) @ im(T — I) dans H. »

En fait, les arguments de la preuve précédente montrent

Propriété 8.12. Méme en ’absence d’ergodicité, on a H = ker(T — I) @ im(T — I) donc S"f /n — =z f dans L* pour
toute fonction f € H, ou & est la projection orthogonale sur I’espace des fonctions invariantes.

Revenons maintenant au fait que les mesures ergodiques sont extrémales.
<« Soit m =ty + (1 —)uy une mesure invariante, ol 4 et y; sont des mesures invariantes et t €]0, 1[. Si m est ergodique,
les mesures i, et p; le sont aussi. Pour toute fonction mesurable bornée f, on a donc S” f /n — f fdm dans L2(X, m).
Comme y; < m/tet yy < m/(1 —t), on déduit que " f /n — / fdmdans L*(X, Hp) et dans L(X, Hp)-

Comme par ailleurs S" f /n — / fdpydans L%(X, o) et S"f/n— f fdpy dans L2(X, 41) on a, pour toute fonction
mesurable bornée / fduy = f fdm = f fduy, c’estadire que pg =m= pu;. »

Propriété 8.13. L’application x + 2x sur T est ergodique. Plus précisément, la mesure de lebesgue A est ergodique pour
cette application.

Cette application n’est pas uniquement ergodique, car 4 est une mesure invariante, et le dirac §; en est une autre.
< Posons f), = e*7*_ Les fonctions f) constituent une base orthonormée de H = L*(T,4). Ona T f; = f,;. Comme
les vecteurs f, sont orthogonaux, on obtient, pour k # 0 que

IS"fill = Il fx + Tfi + - + T fill = V/n

et donc " f/n — 0. Par ailleurs, S" f,/n = f, — fo = 1. On déduit que la convergence L? a lieu sur I’espace dense
engendré par les f}, et donc que I’application est ergodique. »

On dit que la mesure m est mélangeante si

/f°§0ngdm—>/fdm/gdm

pour toutes fonctions f et g dans L2(X ,m), c’est a dire si
fop" — / fdm

dans L>(X, m) pour toute f € L*(X,m).
Exercice 8.5. Montrer que, pour I’application x +— 2x de X = T, la mesure de Lebesgue est mélangeante.
Propriété 8.14. Toute mesure de probabilité invariante mélangeante est ergodique.

< Soit f € L?(m) une fonction invariante. Si m est mélangeante, f = fo@" = [ fdmdonc f = [ fdm. »
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9 Théorémes Ergodiques

Le contexte de ce chapitre est celui d’un espace de probabilité (X, m) et d’une application mesurable ¢ : X — X qui
préserve la mesure m. On considere la tribu T des ensembles invariants, c’est & dire des ensembles A tels que ¢~ (4) = A.
Le premier résultat est le théoréme de récurrence de Poincaré.

Théoreéme 9.1. Soit A un ensemble mesurable de mesure strictement positive. Alors presque tous les points x € A re-
viennent dans A une infinité de fois.

<« Soit R I’ensemble des points de A qui ne reviennent pas dans A. Les préimages @ ~'(R) sont deux a deux disjointes. En
effet, si il existe i < j tels que @’(x) € R et ¢/ (x) € R Alors ¢/~ (¢'(x)) € R C A, ce qui contredit la définition de R.
Comme Y, m(¢~'(R)) = X5 m(R) < o0, onam(R) = 0.
Soit B=A —U;0AN @ '(R). On a m(B) = m(A), et les points de B reviennent dans A une infinité de fois. »

On peut quantifier mieux les temps de retours. Pour tout ensemble mesurable A et tout x, on note T,(x) le premier
temps n > 1 pour lequel ¢"(x) € A (on pose T 4(x) = oo si le point x ne revient pas dans A).

Théoreme 9.2 (Kac). On a l’inégalité f 4 Tadm < 1, avec égalité dans le cas on m est ergodique.

<« Soit A4;,i > 1’ensemble des points de A sur lesquels T4, = i. L’ensemble A est donc la réunion disjointe des ensembles
A; et d’un ensemble de mesure nulle.

Ona @ '(A)N A=A, etonnote By := ¢~'(A)— A;. Onadonc m(B,) = m(A) — m(A;) = Y5, m(A)).

Soit B; I’ensemble des points de X — A sur en lesquels 7, = i. C’est donc le complémentaire de ¢~(~1(A) dans
@~'(A). Laréunion B= AU B, U B, U --- est invariante, elle est donc de mesure 1 dans le cas ergodique.

On remarque que @~ 2(A) est la réunion disjointe de A,, de 1A 1), et de B,, donc que m(B,) = Ei>3 m(A4;). De la
méme facon, on a m(B,) = Zi>k+1 m(4;), donc

1> m(B) = m(A) + m(B)) + m(By) + = Y m(A)+ Y m(A) +

i>1 i»2
=m(A;) +2m(A,) +3m(A3) + -+ = / T, dm.
A
L’inégalité est de plus une égalité dans le cas ergodique. »

Propriété 9.3. Une fonction mesurable f . X — R est invariante si et seulement si elle est mesurable par rapport a la
tribu invariante 1.

<« Il est clair qu’une fonction Borel mesurable et invariante est 7-mesurable.
Réciproquement, soit f une fonction 7-mesurable. Alors, pour tout a € R, I’ensemble { f = a} est invariant, ce qui
implique que f est invariante. »

Le cas ot m est ergodique correspond au cas ou les fonctions 7-mesurables sont presque constantes (c’est a dire égales
a une constante en dehors d’une ensemble de mesure nulle).

Pour toute fonction f € L'(X) on note f 1 ’espérance conditionnelle de f relativement a la tribu Z. C’est I’'unique
fonction invariante pour laquelle | g fdm = / 4 J1dm pour tout ensemble invariant A. Bien entendu, cette condition ne
détermine f; que modulo égalité p.p., c’est en ce sens qu’il faut considérer I’unicité. On supposera cependant toujours que
S estinvariante partout, et pas seulement presque partout. Dans le cas ergodique, f; = / fdm.

Pour rappel on peut déduire I’existence d’une telle fonction du théoréme de Radon-Nikodym appliqué aux mesures
Jfm << msurlatribu I. Ce théoreme nous donne en effet une densité I-mesurable pour la mesure (f'm)7 par rapport a la
mesure mz, qui est précisément la fonction f; cherchée.

Le résultat majeur de la théorie ergodique est le Théoréme Ergodique de Birkhoff que voici.

Théoréme 9.4. Soit (X, m) un espace de probabilité et ¢ une application mesurable de X qui préserve m. Pour toute
fonction f € LI(X,m), ona
S*f/n— fi
presque partout.
< Posons M" f = max(f, f+ fop,...,S"f)et M f = sup,5o M" f. Lafonction M f prend ses valeurs dans RU {+o0},

on a
M™! f =max(f + M"fog, f) = f + M" fogp + max(0, —M" f o),

et donc
Mf=f+4+Mfop+max(0,—M fop).
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Lemme 9.5. L’ensemble A := {M f = +o0} est invariant, c’est d dire que (p'l(A) = A.

< On le déduite de I’identité ci-dessus car max(0, —M fo@) est positif et fini en tout x. »

Lemme 9.6. Ona [, f > 0.

< En posant g, := max(0,—M" fog), on a, pour tout n

/fdm:/M”+1fdm—/M"f0cpdm—/gndm
A A A

:/M”“f—M”fdm—/g,,dm;—/gndm.
A A A

Dans ce calcul, on a utilisé d’abord I’invariance de la mesure m, puis le fait évident que M"*!f > M"f. Comme &
décroit vers 0, le théoréme de convergence monotone implique que f g,dm décroit vers 0, on obtient I’'inégalité souhaitée
a la limite. »

Pour terminer la preuve du théoréme, on applique ce qui précede a la fonction 4 = f — f; — e. En notant encore A
I’ensemble { M h = o0}, on déduit que /A hdm > 0. Comme A est invariant, on a d’autre part /A h = —em(A), et donc
m(A) = 0. On a donc Mh < oo presque partout, ce qui implique que limsup S"h/n < 0 presque partout. On a donc
limsup 8" f/n < € + f; presque partout, et comme ceci est vrai pour tout € > 0, on obtient

limsup S”f/n < f;.

L’inégalité opposée s’obtient de la méme fagon (ou en appliquant ce qui précede a la fonction — f). Le théoréme ergodique
est prouvé. »

Supposons que ¢ admet une inverse mesurable. Cette inverse préserve alors la mesure m, et le théoréme ergodique
s’applique dont aussi en temps négatif :

S™f/n— fi

presque partout. Il est intéressant de remarquer en particulier que
lim S"f(x)/n= lim S7"f(x)/n
n—-+0oo n—-+o0o
pour presque tout point x, ce qui n’est pas une évidence.

Corollaire 9.7. Deux mesures invariantes ergodiques différentes d’'une méme application mesurable sont mutuellement
singulieres. En conséquence, toute mesure invariante ergodique est extrémale.

<« Soient y et y; deux mesures invariantes ergodiques. Pour toute fonction f mesurable bornée, on a 8" f /n — / fdug
sur un ensemble mesurable A, qui vérifie py(Ag) = 1. On a aussi S"f /n — f fdy; sur un ensemble mesurable A; qui
vérifie p1;(A;) = 1. Siles mesures y et p; sont différentes, alors il existe une fonction f pour laquelle / fduy # / fduy,
les ensembles A et A; correspondant sont disjoints.

Soit m = tp + (1 —1)py une mesure invariante, ou y et ¢; sont des mesures invariantes et ¢ €]0, 1[. Si m est ergodique,
les mesures y, et y; le sont aussi. Mais les mesures m et i, ne peuvent pas étre mutuellement singuliéres, ce qui est une
contradiction. »

On déduit de la convergence presque partout des résultats de convergence en moyenne. On commence par un lemme
utile sur I’espérance conditionnelle :

Lemme 9.8. Soit p € [1, 00). Pour tout f € LP, ona |f;|P < (| f|);. En conséquence, f; € LP et || f1ll, < ||l

C’est un cas particulier de I’'inégalité de Jensen, qui affirme que (go f); < go(f;) pour toute fonction convexe g.
<« La fonction ¢ + |¢|? est convexe, et s’écrit comme un supremum de de fonctions linéaires,

[t]” = max st —a(s) , [t|” =supst— a(s)
seR seQ

ot a(s) = |s/p|97! /q (mais la valeur n’est pas importante). On a donc | f|? = sup, s f —a(s). Pour tout s € Q, on en déduit
que | f |’I’(x) > s f;(x) — a(s) pour presque tout x. Sur un ensemble de mesure totale, cette inégalité est satisfaite pour tout
s € Q, et on déduit que

|£17(0) 2 sup sf;(x) — als) = | £ ()17 »
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Dans le cas p = 2, on comprend bien le résultat ci-dessus en remarquant que f; est le projeté orthogonal de f sur le
sous-espace fermé LZ(X ,I,m) C Lz(X ,m) des fonctions invariantes de carré intégrable. En effet, en notant g ce projeté,
onaque (g, h) = (f, h) pour toute h € L>(X, I, m). En prenant pour A la fonction caractéristique d’un ensemble invariant
A, on déduit que /[, g = [, f, ce qui montre que g = f;.

Théoréme 9.9. Soitp € [1,00) et p € LP(X,m), ona S"f/n— f; dans LP.

« Si f est mesurable bornée, alors la convergence presque partout de la suite equibornée S” f vers f; implique la conver-
gence dans tous les L?. Le résultat découle donc de 1’observation que I’ensemble G des fonctions f satisfaisant la conclu-
sion de 1’énoncé est fermé dans L”. Soit en effet f une fonction de G. Alors pour tout € > 0 il existe une fonction g € G
telle que || f — gll, < €/3. On a alors

IS"f/n = fill, < IS"f/n—S"g/gll, + 1S"8/n— g/, + lg; — /1,

21 —ell, + 11S"g/n—g;ll, < €

N N

pour n assez grand. »
Propriété 9.10. L’application x + 2x sur T est ergodique. Plus précisément, la mesure de lebesgue A est ergodique pour
cette application.

Cette application n’est pas uniquement ergodique, car 4 est une mesure invariante, et le dirac & en est une autre.
<« Posons f; = e2i7kx 1 es fonctions f . constituent une base orthonormée de H = LX(T,2).0Ona f o@ = fr;. Comme
les vecteurs f, sont orthogonaux, on obtient, pour k # 0 que

IS™ £l = | fic + fro@ + -+ fro9" | = v/n

et donc S” f,/n — 0. Par ailleurs, S" f,/n = f, — f, = 1. On déduit que la convergence L? a lieu sur I’espace dense
engendré par les f}, et donc que I’application est ergodique. »

On a utilisé le critere d’ergodicité suivant :

Propriété 9.11. Si il existe une partie dense F C L*>(X,m) telle que la suite S"f /n — / fdm pour tout f € F, alors la
mesure m est ergodique.

En préparation de la définition suivante, mentionnons aussi :

Propriété 9.12. La mesure m est ergodique si et seulement si la suite S" f /n converge faiblement vers f fdm dans L?
pour toute f € L>.

<« L’ergodicité implique la convergence forte dans de .S” f /n comme nous 1’avons montré, donc sa convergence faible.
Réciproquement, soit f une fonction invariante. Le critere implique que / f(S"f/mydm = f f2dm — ( f f ) , et
donc que f est presque partout constante. »

En fait, dans I’exemple ci-dessus, on a la propriété plus forte suivante :

Définition 9.13. On dit que la mesure m est mélangeante si fo@" converge vers f fdm faiblement dans L* pour tout

f e L2, c’est a dire si
/g(fow”)dmﬂfgdm/fdm

11 suffit de vérifier que cette convergence a lieu sur une partie engendrant un sous-espace dense de L2, et notamment
sur les fonctions caractéristiques des ensembles. Le mélange est donc équivalent a la propriété

pour tous f et g dans L.

m(¢~"(A) N B) — m(A)m(B),

pour tous A et B mesurables, ce qui s’interpréte comme une propriété d’indépendance asymptotique des ensembles B et
@ "(A). L’énoncé ci-dessous est tres utile en pratique :

Lemme 9.14. Soit A une algébre d’ensembles engendrant la tribu. La convergence m(p~"(A) N B) — m(A)m(B) pour
tous A et B dans A suffit a impliquer la propriété de mélange.
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<« Considérons I’ensemble C des parties mesurables de A C X telles que m(p~"(A) N B) — m(A)m(B) pour tout B € A.
Nous allons montrer que C est une classe monotone. Comme elle contient A, elle contient alors tous les Boréliens, par le
théoréme de classe monotone.

On vérifie facilement que, si A, C A, sont dans C, alors A, — A; € C. De plus, si A, € C est une suite croissante, et
A = UA,. On vérifie facilement que lim inf m(¢~"(A) N B) > m(A)m(B). En appliquant ceci avec (X — B), on obtient que
m(A) — lim sup m(¢p~"(A) N B) > m(A) — m(A)m(B), et donc lim sup m(¢p~"(A) N B) < m(A)m(B). On déduit que A € C,
qui est donc une classe monotone.

On montre ensuite par la méme méthode que I’ensemble des parties B vérifiant m(¢~"(A) N B) — m(A)m(B) pour
tout A mesurable est une classe monotone, et donc contient tous les ensembles mesurables. »

Exercice 9.1. Montrer que la mesure m est ergodique si et seulement si la suite m(¢~"(A) N B) converge en moyenne de
Césaro vers m(A)m(B) pour tous ensembles mesurables A et B.
11 suffit que cette convergence ait lieu lorsque A et B appartiennent a une algébre d’ensembles engendrant la tribu.

Revenons maintenant au cas de 1’application x +— 2x. Comme f Sfifidm est nul sauf si k = [, la suite f (fD(fro@™
est nulle a partir d’un certain rang, et donc elle converge vers 0. On a ainsi montré la convergence désirée sur une partie
dense, et donc la propriété de mélange. De maniere générale :

Propriété 9.15. Toute mesure mélangeante est ergodique.

<« Soit A un ensemble invariant, le mélange implique que m(A) = m(A)? et donc m(A) =0oul. »

Le théoreme ergodique de Birkhoff implique la loi forte des grands nombres.

Rappelons en le contexte. On se donne une suite de variables aléatoires intégrables identiquement distribuées et indé-
pendantes f,,,n > 0, et le théoréme affirme que (f; + -+ + f,,)/n — | f presque partout.

En notant P la loi des fonctions f;, on peut modéliser cette situation en considérant 1’espace de probabilité X = RN,
muni de la mesure produit, les fonctions f; étant les coordonnées des points. Si ¢ : X — X est le décalage, on a alors
fi = fog', en posant f = f,.

Laloi forte des grands nombres découle alors du théoréme ergodique de Birkhoff pour peu que I’ergodicité de la mesure
produit m (relativement a 1’application ) soit démontrée.

Propriété 9.16. Soit (Y, P) un espace de probabilité et (X, m) ’espace des suites indépendantes d’éléments de Y, c’est d
dire que X = YN et m est la mesure produit. Alors la mesure m est ergodique, et méme mélangeante pour le décalage o.

Soit A la tribu asymptotique A = N,507(X,, X;415 --), OU T(X,, X4, ...) €st la tribu engendrée par les fonctions
x;,i = n.Laloi du 0 ou 1 de Kolmogorov affirme que la tribu asymptotique est triviale, c’est a dire que ses éléments ont
tous mesure 0 ou 1 pour la mesure produit m.

La démonstration est la suivante : La tribu asymptotique est indépendante des tribus 7(x, ..., x,) pour tout n, c’est
a dire que m(A N B) = m(A)m(B) pour tout A asymptotique et B € 7(x, ..., x,). Pour A fixé, les mesures positives
B +— m(An B) et B — m(A)m(B) sont égales sur I’algebre Uzr(x, ..., x,), donc par le lemme de classe monotone
elles sont égales sur toute la tribu produit. Comme A est mesurable pour cette tribu, on conclut que m(A) = m(A)?, donc
m(A) € {0,1}.

L’ergodicité de la mesure produit résulte alors de la remarque suivante :

Propriété 9.17. 7 C A.

< Soit A un ensemble mesurable invariant. Il appartient 2 la tribu 7(x;, x,, ...). L’ensemble A = ¢~!(A) appartient donc
a la tribu 7(x 0@, x50@, ...) = 7(x,, X3, ...). Par récurrence, A appartient a chacune des tribus 7(x,, x,,, ...), et donc il
appartient a la tribu asymptotique. »

La tribu asymptotique est plus grande que la tribu invariante. Pour s’en convaincre, on fixe un point y de X et on
considere I’événement A constitué des suites x,, telles que x,, = y pour n assez grand. La loi du O ou 1 est donc plus forte
que la simple ergodicité.

Laloi du 0 ou 1 conduit plus généralement a la notion de mesure exacte :

Définition 9.18. Dans le cas général d’une application mesurable ¢ . X — X préservant la mesure m, on dit que m est
exacte si la tribu asymptotique A = N,cn@~ " (7) est triviale, ¢’est a dire que ses ensembles ont mesure 0 ou 1, ou t est
la tribu de X.

Le caractére mélangeant de la mesure produit résulte donc du résultat suivant :

Propriété 9.19. Toute mesure exacte est mélangeante, donc ergodique.
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<« Remarquons pour commencer que, comme plus haut, la tribu invariante est contenue dans la tribu asymptotique. Toute
mesure exacte est donc clairement ergodique.

Pour démontrer le mélange, on considere 1’espace de Hilbert H = LZ(X ,m), et les sous-espaces fermés H, =
L%(X,@~"(r),m). Ces sous-espaces forment une suite décroissante, dont I’intersection est L*(X, .4, m). L hypothése
d’exactitude nous dit que cette intersection est I’ensemble des fonctions constantes, identifié a R.

Posons F,, = H, anl+1’ c’est donc I'orthogonal de H,, | dans H,,. Posons G, = RO F QO F, ®--- @ F,etG = U,G,.
Le sous-espace G est dense dans H.

L’application f + fo@" envoie H sur H,, de sorte que / g(fopMdm = f f f g a partir d’un certain rang pour
f, g € G,. Par 'argument classique de densité, le mélange en découle. »

Nous avons notamment montré ci-dessus la propriété de mélange dans les deux cas suivants : Application x +— 2x et
mesure de Lebesgue, et décalage sur {0, 1}V et mesure produit avec P(0) = (1) = 1/2. Les démonstration proposées sont
tres différentes, mais les résultats son équivalents. En effet, 1’application

v {01}V @)~ Y a2 eT

conjugue le décalage et la multiplication. De plus, 1’image w,m de la mesure produit m sur {0, 1} est la mesure de
Lebesgue A sur T.

Exercice 9.2. Soient o et @ deux applications mesurables des espaces de probabilités (X,m) et (Y, A). Soity : X — Y
une application mesurable telle que w,m = 4, et telle que poy = wo. Si m est ergodique, mélangeante, ou exacte
montrer que A a la méme propriété.

Soit Z C Y une partie invariante de mesure totale. Montrer que @,z est ergodique ou mélangeante pour la mesure
m, z si et seulement si ¢ l’est.

Au vu de cet exercice, la propriété d’exactitude pour le décalage o implique que la multiplication est elle aussi exacte.

Réciproquement, on aurait pu déduire le caractere ergodique ou mélangeant de ¢ de la propriété analogue pour ¢. On
considere pour ceci I’ensemble Z C T des points irrationnels. C’est un ensemble invariant de mesure totale. La restriction
de ¢ a Z est ergodique et mélangeante. Chaque point de Z a une unique préimage dans {0, 1}V, et I’application ¢ qui a un
point associe sa préimage est mesurable. Comme A(Z) = 1, ’ensemble W := ¢(Z) = w~!(Z) est de mesure totale pour
m. C’est I’ensemble des suites qui ne sont pas pré-périodiques. La restriction de o a W est donc ergodique et mélangeante,
ce qui implique que que o est ergodique et mélangeante.
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10 Décomposition Ergodique

Voir Ricardo Mané Ergodic Theory and Differentiable Dynamics, chapitre 11.6.

On se donne un espace métrique compact X muni de sa tribu Borélienne ainsi qu’une application mesurable ¢ : X —
X. On ne se donne pas a priori une mesure de probabilité invariante, mais les résultats qui suivent sont vides si il n’existe
pas de probabilité invariante. On peut par exemple penser au cas ou ¢ est continue. On va s’intéresser en particulier
au comportement asymptotique de la suite des mesure empiriques S”5, /n. Pour fixer les idées, on commence par une
conséquence directe du théoreme ergodique :

Proposition 10.1. Soit m est une mesure invariante. La mesure m est ergodique si et seulement si les mesures empiriques
876, /n convergent vers m pour m-presque tout x.

< On considere une partie dénombrable dense F C C(X). Pour tout f € F, le théoreme ergodique de Birkhoff implique
que f fd(S76,) = S"f(x)/n converge vers / fdm en dehors d’une ensemble Z, tel que m(Z;) = 0. L’ensemble
Z =VUycpZy estde mesure nulle, et / fd(S76,) — f fdm pour tout f € F si x € Z. Pour ces points x, on en conclut
que S”5,/n— m.

Réciproquement, supposons que S”6,/n — m pour m-presque tout x. Alors pour toute fonction continue, on a
S"f(x)/n— f fdm dans L. Comme C(X) est dense dans L2, ceci implique I’ergodicité. »

Théoréme 10.2. Considérons I’ensemble A des points x admettant la propriété suivante :

La suite S5, /n converge vers une probabilité invariante m,, qui est ergodique et dont le support contient x.

Alors I’ensemble A est de mesure totale pour toute mesure invariante.

Si @ est un homéomorphisme, on obtient la méme conclusion en définissant A comme I’ensemble des points x ayant la
propriété suivante : Les suites S5, /n et S "5, [n convergent vers une méme probabilité invariante ergodique m,, dont
le support contient Xx.

Exercice 10.1. Montrer que les points de A sont récurrents.

On considere la suite d’applications mesurables S7'6, /n a valeurs dans I’espace métrique compact P(X). Des argu-
ments généraux de théorie de la mesure impliquent que 1’ensemble R sur lequel cette suite converge est Borélien, et que
la limite x +— m, :=1im S” f(x)/n est mesurable sur R (en tant que fonction de R dans P(X)).

Lemme 10.3. L'ensemble Borélien R sur lequel m, :=1im S"6, /n existe est un ensemble mesurable invariant qui est de

mesure totale pour toute probabilité invariante m. De plus, on a my,, = m, pour tout x € R.

<« Comme ci-dessus, on considere une partie dénombrable dense F C C(X). Le théoreme ergodique de Birkhoff implique
qu’il existe un ensemble Z de mesure totale sur lequel / fd(S76,) = S"f(x)/n converge pour tout f € F. Par un
argument de densité, on montre alors que la suite S” f(x)/n est de Cauchy pour tout x € Z et f € C(X), et donc
convergente. L’application linéaire f + lim .S” f(x)/n est alors représentée par une mesure m,, qui est la limite de la suite
S$7"6,.Onadonc Z C R. »

Lemme 10.4. Pour toute fonction mesurable bornée f et toute mesure invariante m, on a f fdm, = f;(x) m-presque
partout.

On posera f(x) := f fdm,, pour toute fonction mesurable bornée f. La fonction f est bien définie et mesurable sur
I’ensemble invariant R, c’est un représentant de 1’espérance conditionnelle f; pour toute mesure invariante m. On étendra
de plus f en une fonction invariante définie sur tout X, par exemple en posant f = 0 hors de R. La notation f est plus
précise que la notation f; car c’est une fonction qui est bien définie sur un ensemble R indépendant de f, et qui ne dépend
pas du choix d’une mesure invariante m.
<« I suffit de démontrer que la fonction x +— f fdm, vérifie la propriété qui caractérise f, c’est a dire qu’elle est
mesurable et que [, fdm = [, (/ fdm,) dm(x) pour tout borélien invariant A. Le Borélien invariant A étant fixé, notons
E T’espace des fonctions mesurables bornées f qui vérifient ces propriétés.

OnaC(X) C E.OnaS"f(x)/n — f fdm, sur 'ensemble R, (donc m-presque partout), ce qui implique que la
fonction x +— f Jfdm, est mesurable. Par le théoréme de convergence dominée, on obtient, pour A invariant :

/fdm=/(S”f/n)dm—>/</fdmx> dm(x).
A A A

Le théoréeme de convergence monotone implique que E est stable par convergence monotone.

63



Comme les fonctions indicatrices des ouverts et des fermés sont des limites monotones de fonctions continues, elles
sont dans E. On considere alors I’ensemble C des parties Y de X telles que 1, € E. La stabilité par convergence monotone
de E implique que C est stable par réunion croissante, elle est aussi stable par complémentation : ¢’est une classe monotone.
Le lemme de classes monotone implique que toute classe monotone contenant les fermés contient les Boréliens. On obtient
donc que C contient tous les Boréliens. L’espace E contient donc toutes les fonctions mesurables a image finie, et donc
toutes les fonctions mesurables bornées puisqu’une telle fonction est limite croissante de fonctions mesurables a image
finie. »

En termes probabilistes a ainsi montré que m, est une famille de probabilités conditionnelles de m relativement a .
Mettons en évidence la formule, pour toute fonction mesurable bornée f,

/ f(y)dmx(y)dm(X)=/fdm

m=/mxdm(x).

Corollaire 10.5. Soit f une fonction mesurable bornée invariante, I’ensemble des points x tels que f(x) = f fdm, est
de mesure totale pour toute probabilité invariante.

que I’on peut résumer en

Au vu du théoreme de Birkhoff, on déduit :

Dans le cas ou ¢ est continue, la mesure m, est invariante pour chaque x € R. Dans le cas général, on a :

Lemme 10.6. L’ensemble R; C R des points x tels que la mesure m, est invariante est un Borélien invariant de mesure
totale pour toute probabilité invariante.

<« Pour toute fonction f € C(X), la fonction fog est mesurable et bornée, donc les deux égalités / (fop)dm, =
lim 8" f(p(x))/n et f fdm, =1im S" f(x)/n sont satisfaites sur un ensemble mesurable .S I qui est de mesure totale pour
toute mesure invariante. Comme lim S” f (@(x))/n = 1im S” f (x)/n, on déduit que | fopdm, = [ fdm, sur S ;. Soit F
une partie dense dénombrable de C(X). On a f fopdm, = f fdm, pour tout f € F ettout x dans Sp :=N;cpSy, qui
est un ensemble mesurable de mesure totale. Pour x € S, on en déduit que I’égalité a lieu pour toute fonction continue
f,etdonc que @, .m, =m,. »

Lemme 10.7. Soit F C C(X) une partie dense. Soit m une mesure de probabilité invariante qui a la propriété que, pour
toute fonction f € F, la fonction f est constante m-presque partout. Alors la mesure m est ergodique.

<« Pour toute f € F,ona f;(x) = f fdm pour m-presque tout x, et donc / fdm, = f fdm pour m-presque tout x. On
déduit, que, m-presque partout, / fdm, = f fdm pour tout f € F. Pour ces points x, on a donc m, = m. On a vu que
ceci implique I’ergodicité de m. »

Lemme 10.8. L’ensemble R, C R; des points x tels que la mesure m, est invariante et ergodique est de mesure totale
pour toute mesure invariante.

En particulier, I’existence d’une mesure invariante implique I’existence d’une mesure invariante ergodique, ce qui
généralise 1’énoncé prouvant I’existence de mesures ergodiques dans le cas continu.
<« Soit f une fonction mesurable bornée invariante. Soit R,(f) I’ensemble des points x tels que

/ frdm, = f?(x) et / fdm, = f(x).

Comme f et f2 sont des fonctions mesurables bornées, I’ensemble R,(f) est un Borélien invariant de mesure totale pour
toute probabilité invariante (au vu du corollaire ci-dessus). Pour x € R,(f), on a ( f fd mx)2 = f fd m,, donc la fonction
[ est m-presque constante et égale a sa moyenne, de sorte que, pour m, presque tout y, on a

fy)=/fdmx=f(x)-

On considere maintenant une partie dense F' C C(X). L’énoncé découle de I'affirmation Ry = N g Ry( 7). En effet,
si x est dans cette intersection et f € F, alors f(y) = f(x) m,-presque partout, c’est a dire que S” f(y)/n — F(x) pour
m,, presque tout y. Comme F est dénombrable, il existe donc un ensemble Y tel que m (Y) = 1 et S" f(y)/n — f (x) pour
tout f € F ety € Y. Par un argument de densit€ classique, on déduit que S}5,/n — m, pour tout y € Y. On a vu que
ceci implique 1’ergodicité de m,.. »
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Proposition 10.9. Soit A un Borélien qui est de mesure nulle pour toute probabilité invariante ergodique, alors A est de
mesure nulle pour toute probabilité invariante p.

<4 Onau(A) = / x My (A)d u(x). Comme m, est ergodique pour u-presque tout x, on a m,(A) = 0 pour u presque tout x,
donc u(A) =0. »

<« Finissons la démonstration du théoréme 10.2. On a déja montré qu’il existe un Borélien invariant R,, qui est de mesure
totale pour toute probabilité invariante, et tel que S"6,/ — m, pour tout x € R,, et m, est une probabilité invariante
ergodique pour tout x € R,. De plus, I’application x + m, est mesurable sur R,. On étudie maintenant le support des
mesures m,, x € R,.

On considére une suite de fonctions C! décroissantes g . [0,00) — [0, 1] telles que g, = Lsur [0, 1 /k]etg, (2/k) = 0.
Le point x appartient au support de la mesure de probabilité m si et seulement si

/ grod(x,y)dm(y) > 0

pour tout k. Chacune de ces inégalités définit un ouvert U, de X X P(X). En effet si A(x, y) est une fonction continue sur
X X X, alors la fonction

X X P(X) D (x,m) — / h(x, y)dm(y)
X

est continue. Ceci découle de I'inégalité

‘/h(x,y)dm(y)—/h(X',y)dm'(y)‘ </Ih(x,y)—h(X',yIdm'(y)+/h(x,y)d(m'—m)(y)~

L’intersection B := N, U, qui est ’ensemble des couples (x, m) tels que le point x appartient au support de m, est donc
une partie mesurable de X X P(X). Comme I’application x + (x,m,) est mesurable, L’ensemble A des points x € R,
tels que x est dans le support de m,, est un Borélien.

Nous avons démontré que A est mesurable. Si m est une probabilité invariante ergodique, alors m presque tout point x
a la propriété que m, = m et que x est dans le support de m, donc m(A) = 1. Comme ceci est vrai pour toute probabilité
invariante ergodique, c’est aussi vrai pour toute probabilité invariante, par la proposition.

Si m est un mesure ergodique, alors m-presque tout point x a la propriét€ que S'6, — m et que x est dans le support de
m. On conclut que m(A) = 1. Comme A est de mesure totale pour toute probabilité invariante ergodique, il est de mesure
totale pour toute probabilité invariante.

Dans le cas inversible, Les mesures m} :=m, et m_ :=1im.S_"5 _/n sont bien définies et dépendent mesurablement
de x sur le Borélien A(gp) N A(p~'), qui est de mesure totale pour toute mesure invariante. L’ensemble

A = {x€A@NA(@ Y : m = m_}

X

est borélien. Si m est une probabilité invariante ergodique, on déduit de théoreme ergodique que m} = m_ = m pour
m-presque tout x. Autrement dit, m(A;) = 1 pour toute probabilité invariante ergodique, et donc m(A;) = 1 pour toute
probabilité invariante. »

Pour interpréter les résultats ci-dessus, considérons I’application ¢(x) = x +x(1 —x)/2, sur X = [0, 1]. La dynamique
est tres simple, il y a deux points fixes 0 et 1. Toutes les autres orbites sont strictement croissantes et convergent vers 1. Il
y a seulement deux mesures de probabilité ergodiques, qui sont o et §;. Les mesures de probabilités invariantes sont donc
les mesures m = (1 — 1) + 16y, t € [0, 1]. Comme ¢"(x) — 1 pour tout x €]0,1], onaa S5, — &; pour ces valeurs de
x, et bien sur S78;, — 8. On déduit que R, = X. Les mesures m, sont définies et ergodiques pour tout x.

Cependant, on a m_ = m} seulement si x € {0, 1} (qui estinvariant et de mesure totale). Les points x qui appartiennent
au support de m,, sont aussi les points de {0, 1}.

Considérons le décalage bilatére ¢ sur 1’espace produit X = YZ ot1 (Y, P) est un espace de probabilité. Contrairement
au décalage sur X, I’application ¢ est inversible. Nous allons montrer I’ergodicité, pour cette transformation, de la mesure
produit m, de plusieurs manieres.

Onnote X+ = YNet X~ := Y{=172731 de sorte que X = X~ x X *.La mesure produit m est le produit des mesures
produits m~ et m* . On considére les deux projections z* et 7~ correspondant a cette décomposition. On a zXm = m*.
La projection 7t conjugue le décalage bilatére ¢ avec le décalage unilatére o.
<« L’ergodicité du décalage unilatére donne 1’existence d’un borélien A* C YN tel que m*(A*) = 1 et tel que S "oy /n—
m* pour tout x € A*. L’ensemble B* = (z+)~!(A") vérifie donc u(B*) = 1. Pour x € B*, considérons la suite S;éx/n.
Toute valeur d’adhérence u de cette suite est une probabilité invariante pour laquelle 7z 4 = m™. Cette relation implique
que u = m, ce qui conclut la preuve. »
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On peut donner une démonstration de I’ergodicité qui n’utilise pas I’ergodicité du shift unilatére. C’est I’argument de
Hopf, qui est trés important en dynamique hyperbolique.
<« Soit A I’ensemble de mesure totale donné par le théoreme de décomposition ergodique. Pour tout x dans A, les mesures
m et m_ existent, et elles sont égales. On note cette mesure m,. Au vu du théoréme de Fubini, il existe un ensemble
AT C Xt de mesure totale et tel que, pour tout xt C AT, ’ensemble P(x*) := {x~ : (x7,xt) € A} C X~ est de mesure
totale dans X ~. On vérifie facilement que la mesure m, = m)"c' ne dépend que du futur z*(x), et la mesure m, = m_ que
du passé.

Considérons un point x* € A*. Comme m, ne dépend pas du passé, il existe une mesure de probabilité u sur X telle
que m, = y pour tout x € ()" !(x*) = P(x*) x {x*}. Comme m, ne dépend pas du futur, on a alors m, = y pour
tout x € A N (z7)~L(P(x1)). Comme m~(P(xT)) = 1, on a montré que, pour m-presque tout x, on a m,, = u. La relation
m= f m,dm implique alors que ¢ = m, et donc que m,, = m pour m-presque tout x. La mesure m est donc ergodique. »

On a implicitement utilisé 1’énoncé suivant :

Exercice 10.2. Soient x et y deux points tels que d(@"(x), "(y)) — 0 lorsque n — 0. Supposons que m: existe. Alors
m; existe et m;j =m}.

Finalement, on va montrer que la mesure m est mélangeante pour @, ce qui est une troisieme facon de montrer son
ergodicité. La démonstration est assez similaire a celle du cas unilatere.
< On considere la tribu 7, engendrée par les coordonnées y_,,, ¥{_,, ---» Yg» V15 --- » V- Une fonction mesurable f : X —
R est 7,-mesurable si et seulement si elle est de la forme f = g(y_,, ¥1_,» ---» Yo> Y1> --- » ¥)» pour une fonction mesurable
g : Y™ — R. Comme la réunion des tribus 7, engendre la tribu produit 7 (qui est aussi la tribu Borélienne sur X), la
réunion des espaces L*(X, 7,,m,) est dense dans L>(X,z,m). Pour f,g dans L*(X,t,,m,),ona [ fopkg = [ f [g
pour k assez grand. On déduit que m est mélangeante. »
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11 Dynamique symbolique

Soit Y un ensemble fini a k éléments, on prendra en général Y = {1, ..., k}. On considére I’espace métrisable compact
X = YN des mots infinis et le décalage & k symboles ¢ : X — X. On munit X de la distance d(x,y) = 27/ oii i est le
premier indice pour lequel x; # y;. C’est une distance ultramétrique, c’est a dire que d(x, z) < max(d(x,y),d(y, z)). Le
diamétre de X pour cette distance est 1. De plus, si d(x,x") < 1, alors d(c(x), o(x")) = 2d(x,x’). Plus précisément, le
compact X est la réunion disjointe de k parties compactes et ouvertes X; (les suites commengant par i) eto : X; — X
est un homéomorphisme qui dilate les distances d’un facteur 2.

On appelle cylindre les ensembles C de la forme nl‘l(A), ot z; © X — Y'*! est la projection sur les / + 1 premiers
facteurs et ol A est une partie quelconque de Y'*!. Les cylindres sont ouverts et fermés. Ils constituent une base dénom-
brable d’ouverts, et une algebre d’ensembles qui engendre la tribu produit (par définition de la tribu produit). Cette tribu
produit est aussi la tribu Borélienne associée a la topologie produit. En effet, comme les cylindres sont fermés, la tribu
engendrée par les cylindres est plus grande que la tribu borélienne. Réciproquement, comme tout ouvert est une réunions
dénombrable de cylindres, tout ouvert est mesurable pour la tribu produit, donc la tribu produit est plus petite que la tribu
borélienne.

On dit que C est un cylindre élémentaire si il est de la forme 77.'1_1 (x) pour un point x de Y'*!

L application o a de nombreux compacts invariants. Il y a k points fixes, qui sont les suites constantes. Il y a des orbites
périodiques de toutes périodes.

Exercice 11.1. Montrer que le décalage o a kT orbites de période T (mais T n’est pas forcément la période minimale).

Onditque X C X estde type fini si il existe un nombre fini de mots finis tels que X est I’ensemble des mots ne contenant
pas ces mots finis. Autrement dit, X est de type fini si et seulement si il existe des cylindres élémentaires Cy, ..., C; tels
que

t=x- J o7
i20,j€(1,....1}
Toute partie de type fini est un compact invariant par . On vérifie facilement que X est de type fini si et seulement si il
existe un cylindre C tel que £ = U;507/(C).

Etudions en détails le cas d’un ensemble de type fini engendré par des mots interdits de longueur 2. Il existe alors une
matrice carrée A de taille k X k, a coefficients positifs, tel que A(i,j) = O si et seulement si le mot ij est interdit. On
peut poser A(i, j) = 1 pour les mots ij autorisés, mais ce n’est pas nécessaire. Autrement dit, on considere I’ensemble
2, C{1,...,k}"N, constituée des suites y, telles que A(y,, y, +1) > O pour tout n. Cette partie est invariante par le décalage
o, larestriction o4 de ¢ a X4 est le décalage de type fini associé a A.

La matrice A est dite transitive, ou irréductible, si pour tous états i et j, il existe n > 0 tel que A"(i,j) > 0. Cela
signifie qu’il existe un mot prenant la valeur i puis la valeur j. Il est équivalent de demander qu’il existe n > O tel que
S"A :=1+ A+ -+ A" ! est a coefficients strictement positifs.

Proposition 11.1. Le décalage de type fini associé a la matrice A est transitif si et seulement si la matrice A est transitive.

<« Si la matrice A n’est pas transitive, il existe i et j tels que A"(i, j) = 0 pour tout n. Soit X; le cylindre 7, L), ou o
est la projection sur le premier facteur. Il n’existe aucune suite prenant la valeur i puis la valeur j, donc il n’existe aucune
orbite partant de X; et passant par X ;.

Supposons maintenant que A est transitive, et soient C et C’ deux cylindres, déterminés par des suites finies admissibles
x, x" avec x = xq -+ x, et x" = x{ -+ x] . Par transitivité de A, il existe une suite finie y telle que y, = x et y, = x| . Notons
o(y) le mot y;y, -+ y;. Soit alors z un élément de X, commengant par xo(y)o(x") (juxtaposition des mots finis). La suite
z commence par x, donc elle est dans le cylindre C. De plus, la suite 6"+~ z commence par x’, c’est donc un élément de

C’. Dans le cas ol x,, = x6, on prend z = xo(x'). »

On rappelle qu’une application continue ¢ est topologiquement mélangeante si, pour tous ouverts U et V, il existe N
tel que ¢~"(U) N V" est non vide pour tout n > N. Si A est la matrice de permutation circulaire des coordonnées, alors le
décalage o 4 est transitif, mais pas topologiquement mélangeant. Pour une telle matrice, tous les états ont une période égale
a k. On dit que la matrice A est transitive et apériodique si il existe N tel que AN est a coefficients strictement positifs.

Proposition 11.2. Le décalage de type fini associé a la matrice A est topologiquement mélangeant si et seulement si la
matrice A est transitive et apériodique.

<« Comme dans la preuve précédente, si il existe i et j tel que A”(i, j) = 0 pour une infinité de valeurs de n, alors le systeme
n’est pas mélangeant puisque pour c~"(C;) N C; est vide pour ces valeurs de n.
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Supposons maintenant que A” est a coefficients strictement positifs pour n > N. On montre comme ci-dessus que, si
C est un cylindre déterminé par une suite de longueur /, et si n > N, alors ¢~/*"(C) = X, pour n > N. Ceci implique
le mélange. »

Nous allons maintenant nous intéresser aux décalages du point de vue de la théorie ergodique. Comme les cylindres
sont compacts, toute suite décroissante de cylindres a une intersection non-vide. Cette propriété implique que toute mesure
de probabilité additive sur les cylindres est en fait sigma additive, et se prolonge donc en une mesure de probabilité sur X .
Comme tout cylindre est une réunion finie disjointe de cylindres élémentaires, une mesure de probabilité sur X est en fait
déterminée par sa valeur sur les cylindres élémentaires, c’est a dire par les valeurs

Mg, Vis-oon y) 1= m@ Gge oo 1)

qui s’interpréte comme la probabilité qu'une suite commence par yj, ..., y;. Réciproquement, la famille de réels positifs
m(y),y € U,ZQY’ détermine une mesure de probabilité si et seulement si elle est compatible, c’est a dire si et seulement si

k
m(yg, ..., y) = Zm(y()v~~-’ylvi)

i=1

pour tout / > O et tout y = (g, ..., ;) € Y'+1

Si p = (py, ... p;) est une probabilité sur Y, alors la mesure produit m = pN est invariante pour le décalage. Rappelons

que m = p" correspond a
m(Yo, - » 1) = pPyo)p(y1) - p(yp)-
Elle est ergodique, comme nous 1’avons déja montré.

Nous allons étudier une famille plus générale de mesures invariantes, les mesures de Markov, qui correspondent aux
chaines de Markov. On dit que QO est une matrice stochastique si c’est une matrice carrée k X k a coefficients positifs telle
que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1, c’est a dire que Q1 = 1, ol1 1 est le vecteur de R¥ dont les coefficients
sont égaux a 1. La donnée d’une matrice stochastique Q et d’une mesure de probabilité p = (py,...,p;) sur {1,...,k}
détermine une mesure sur X, déterminée par

m(¥gs ..., ¥p) = p(yp) Qo> YO, ¥2) - Qy—1, ¥))-

La condition de compatibilité découle directement du fait que Q est une matrice stochastique. On rappelle I’interprétation
probabiliste de la mesure m, qui est la loi d’une suite de variables aléatoires a valeurs dans Y, telle que la loi de y, est
donnée par p et, a chaque étape la loi de y,; si y, vautiest j +— O, j).

Propriété 11.3. Le rayon spectral d’une matrice stochastique est égal a 1.

<« Si Q est une matrice stochastique, alors Q" est une matrice stochastique pour tout #. Ceci implique en particulier que la
suite Q" est bornée, et donc que le rayon spectral de Q est inférieur ou égal a 1. C’est donc 1, puisque 1 est valeur propre
de Q. »

On remarque que 1’application p +— pQ (p est une matrice ligne) préserve 1’espace P(Y) des probabilités sur Y. De
plus,

Propriété 11.4. Si m, est la mesure de Markov associée a la matrice Q et a la probabilité p, alors o, m, = m,.
En particulier, la mesure m,, est invariante par o si et seulement si pQ = p.

On dit que p est un probabilité stationnaire si pQ = p.
< Soit y € Y'*! un mot fini. La préimage par ¢ du cylindre élémentaire associé 2 y est le cylindre associé 2

Y x{y}= U(i,yo, Ly Cc Y2,
i€y

On a donc

(@,m)(3gs - ¥) = X, DO yg) -+ Oy, ¥)) = (PO)¥IQG> o) -+ O, 31)

ieY
= me(y()5 ,y[)'

Les mesures o,m, et m,, sont €gales sur les cylindres élémentaires, donc sur tous les ensembles. »
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Théoréme 11.5. Pour toute matrice stochastique Q, il existe p € P(Y) tel que pQ = p, et donc tel que la mesure de
Markov m, est invariante par o.

<« La méthode est classique. On considére n’importe quel ¢ € P(Y), et la suite g, := (¢ + qQ + -+ + gO"~!)/n. Par
compacité de P(Y), cette suite a des valeurs d’adhérence, et ces valeurs d’adhérence p vérifient pO = p. »

Etudions maintenant les propriétés ergodiques des mesures de Markov. On commence par un lemme naturel :

Lemme 11.6. Soit Q une matrice stochastique. Si Q admet une unique probabilité invariante p, alors la mesure de Markov
m, correspondante est ergodique pour I’application . De plus, la matrice S"Q /n converge vers P, la matrice stochas-
tiques dont toutes les lignes sont égales a p.

< Pourtout g € P(Y),ona (g + qQ + - + qg0" 1) /n — p. En effet, chaque valeur d’adhérence de cette suite est une
probabilité invariante, donc est égale a p. Ceci implique que la matrice S"Q := (I + Q + Q% + -+ + Q"~")/n converge
vers la matrice P dont toutes les lignes sont égales a p.

Soient C et C’ les deux cylindres élémentaires déterminés par les mots finis y = y, --- y; et z = zg +++ 2,,,. Pour n assez
grand, on a

m,(67"(C) N C") = p(z0)Q(2¢. 21) -+ Q(z1_1. 2)Q" " (2,0, ¥0)Q(p» ¥1) -+ Q(¥1_1. ¥))-

Si deux suites a,, et b, sont égales a partir d’un certain rang, alors la convergence vers a de la suite a, en moyenne de
cesaro est équivalente a la convergence de b, vers a en moyenne de Cesaro. Ici, on a

my(C")(S"Q/n)(Zps ¥0)Q s ¥1) -+ Qi1 y)) — m,(C)m,(C)

donc
n—1

1 —n ’ ’
- g m,(c™"(C) N C") — m,(C"ym,(C).

Cette convergence a alors lieu pour tous ensembles mesurables C et C’. Lorsque C = C’ est invariant, on obtient que
m,(C) € {0, 1}. »

La derniere affirmation de la preuve ci-dessus n’est pas évidente, nous la détaillons maintenant.

Propriété 11.7. Soit C une algébre d’ensemble qui engendre la tribu. Soit m une mesure de probabilité invariante d’une
application mesurable @.

Si m(p~"(C) N C") — m(C)m(C") pour tous C et C' dans C, alors la mesure m est mélangeante.

Si m(p™"(C) N C') tend vers m(C)m(C") en moyenne de cesaro pour tous C et C' dans C, alors la mesure m est
ergodique.

< Posons m,(C,C") = m(¢™(C)n C") et M,(C,C") = % Y, me~(C)nC).

Les preuves sont identiques, nous allons par exemple traiter le cas de la suite M,. On considere dans un premier
temps I’ensemble des parties C de X telles que M, (C,C") — m(C)m(C") pour tout C’ € C. On va montrer que cette
ensemble est une classe monotone, et donc que c’est I’ensemble de tous les mesurables. Il est clairement stable par com-
plémentation. Soit C; une suite croissante d’ensembles vérifiant la propriété ci-dessus et C = sup C;.. On vérifie faci-
lement que liminf M, (C,C") > m(C,)m(C’) pour tout C’ € C. En appliquant cette inégalité 3 X — C’ on déduit que
lim M, (C, C") = m(C)m(C"), et donc que C vérifie la propriété voulue.

On a montré que M, (C,C") — m(C)m(C") pour tout ensemble mesurable C et tout C’ € C. On considere maintenant
I’ensemble des parties C’ de X telles que cette convergence a lieu pour tout borélien C. On montre comme ci-dessus que
c’est une classe monotone, et donc que c’est I’ensemble des boréliens. »

Théoréme 11.8. Soit Q une matrice stochastique. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La matrice Q est transitive.

2. La matrice Q admet une unique probabilité invariante p, dont les coefficients sont tous strictement positifs.
3. S"Q/n— P, une matrice stochastique a coefficients strictement positifs dont toutes les lignes sont égales.
4

. 1l existe une probabilité invariante p a coefficients strictement positifs et telle que la mesure de Markov m, est
ergodique.
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< 1 = 2 Supposons la matrice Q transitive. Si p est une probabilité invariant, alors pQ" = p pour tout n, donc p(S"Q/n) =
p. En particulier, on peut prendre n tel que S”Q est a coefficients strictement positifs, et on déduit que p est a coefficients
strictement positifs.

Soit maintenant ¢ un autre probabilité invariante, qui est donc elle aussi a coefficients strictement positifs. Soit i I'indice
qui maximise le rapport p;/g;, et soit r = p;/q;, de sorte que p; < rp; pour tout j. En posant .S = S"Q/n, qui est une
matrice stochastique a coefficients strictement positifs, on a

> 0;SG iy =p =ra; = Y rq;SG. D) = Y, p;SU0).
J J

J

La derniere inégalité étant une égalité, on déduit que rq;S(j,i) = p;S(j, i), et donc que p; = rq; pour tout j. Comme g et
p sont des probabilités, on a g = p.

2 = 3 est donné par le Lemme.

3= 1SiS"Q/n— P acoefficients strictement positifs, alors S Q est a coefficients strictement positifs pour » grand.

2 = 4 Est donné par le Lemme.

4 = 3 Supposons que m, est ergodique. Dans ce cas on a la convergence en moyenne de Césaro de m,(¢™"(C) N (6|
vers mp(C)mp(C’ ) pour tous C et C’ mesurables. En appliquant cette convergence lorsque C’ = T liyetC = Ty L(j), on
obtient que p(i)S,0(, j)/n — p(i)p(j) pour tous i, j. Comme p(i) > O ceci prouve 3. »

Exercice 11.2. Soit A une matrice k X k transitive a coefficients positifs. Il existe une mesure de Markov m ergodique dont
le support est T 4.

On dit que 1a matrice Q est apériodique si il existe n tel que Q" est a coefficients strictement positifs. L’exemple typique
d’une matrice stochastique transitive mais pas apériodique est la matrice d’une permutation circulaire des états.

Théoreéme 11.9. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour une matrice stochastique Q.

La matrice Q est transitive et apériodique.

Q" — P, une matrice stochastique a coefficients strictement positifs dont toutes les lignes sont égales.

La valeur propre 1 est de multiplicité algébrique égale a 1, et toutes les autres valeurs propres complexes sont de
module strictement inférieur a 1.

1l existe une mesure invariante p a coefficients strictement positifs telle que la mesure de Markov m,, est mélangeante.

<« Le fait que le premier point implique le second est une des variantes du théoréme de Perron-Frobenius. Nous I’admettons
ici, nous y revenons au chapitre 13, théoréme 13.8.

Réciproquement, si Q" — P, et si P est a coefficients strictement positifs, alors il existe n tel que Q" est a coefficients
strictement positifs, c’est a dire que Q est apériodique.

Supposons que Q" — P. Le calcul fait ci-dessus montre alors que mp(a‘"(C) ncH — mp(C)mp(C’ ) pour tous
cylindres élémentaires C et C’, et donc pour tous ensembles mesurables C et C’. La mesure m » est donc mélangeante.

Supposons que Q" — P. Soient C et C’ les deux cylindres élémentaires déterminés par les mots finis y = y, -+ y; et
zZ =z *** Z,,,. Pour n assez grand, rappelle I’expression

m,(c™"(C) N C") = p(z9)Q(z, 21) =+ O(21_1, 2)Q" " (2,1, ¥9)O g, 1) -+ Q11> ¥)

et donc, sous notre hypothese mp(a‘"(C) ncH — mp(C)mp(C’ ). Cette convergence pour les cylindre entraine cette
convergence pour tous les ensembles mesurables C et C’, c’est 2 dire le mélange de m,.

Supposons que m, est mélangeante et p a coefficients strictement positifs. Dans ce cas on a la convergence de m p(a‘l o)n
C") vers m,(C)m,(C") pour tous C et C’ mesurables. En appliquant cette convergence lorsque C’ = Ty IihyetC = Ty T,
on obtient que p(HO" L, j) — p()p(j) pour tous i, j. Comme p(i) > 0 ceci implique que Q" — P. »

Exercice 11.3. Soit Q une matrice stochastique transitive. Montrer que Q est apériodique si et seulement si 1 est une
racine simple du polynéme caractéristique de Q, et si de plus les autres valeurs propres complexes sont de module < 1.

Finissons ce chapitre par quelques considérations sur la dynamiques topologiques des décalages de type fini. On se
donne donc une matrice A a coefficients positifs. On suppose de plus que chaque ligne de A contient un coefficient non
nul. On peut penser 3 A comme a une relation sur I’ensemble {1, ..., k}, et donc a une dynamique multivaluée. (avec i Rj
si et seulement si A(i, j) > 0). L’état i € Y est dit errant si A”(i,i) = 0 pour tout n > 1. Sinon, il est dit récurrent (il n’y
a pas lieu de distinguer point non-errant et point récurrent dans ce cas simple ou 1’espace des états est discret, ces points
sont aussi les points récurrents par chaines).
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On peut noter [> la relation i > j si et seulement si il existe n > 1 tel que A"(i, j) > 0. C’est en fait la relation de
connection par chaines. La relation <i>> est une relation d’équivalence sur I’ensemble des points récurrents. On dit que A
est transitive si elle ’est en tant que dynamique multivaluée, c’est a dire si pour tous i et j dans 1, ..., k, il existe N tel que
AN (i, j) > 0. Si A n’est pas transitive, alors :

Proposition 11.10. Si la matrice A n’est pas transitive, alors il existe une partition de I’alphabet Y en deux parties non
vides I et J qui ont la propriété que A" (i, j) = 0 pourtoutn, i € I, et j € J.

< On peut en donner une démonstration élémentaire, mais nous allons en donner une qui utilise les considérations précé-
dentes sur les fonctions de Lyapounov des relations dynamiques. En effet ici la relation associée a A est fermée, et engendre
la relation transitive fermée iLj < In : A"(i,j) > 0. Si la matrice A n’est pas transitive, alors la relation L n’est pas
totale, donc il existe une fonction de Lyapounov non triviale, c’est a dire ici un vecteur f € R* qui a la propriété que
() < f(i)si A(i, j) > 0. En considérant une valeur appropriée de la fonction f, on partitionne {1, ..., k} en deux parties
IetJtellesque f(i) < f(j)siue I,je J.Ceciimplique que A(i, j) = 0. »

Dans la situation de la propriété, I’ensemble JN vérifie 6='(Z, N JN) =2, nJN.
Exercice 11.4. L’état i est récurrent pour A si et seulement il existe un mot commengant par i qui est non-errant pour ¢ 4.

On dit que 7 est une période de I’état i si A*(i,i) > 0. L’ensemble T'(i) des périodes de i est un semi-groupe de N, c’est
a dire qu’il est stable par addition. L’état i est dit errant si 7'(i) = {0}.

Lemme 11.11. Soit T un semi-groupe de N qui contient un élément non nul. Alors il existe un nombre entier r > 0, le
PGCD des éléments de T, tel que tous les éléménts de T sont des multiples de r, et tous les multiples de r sont des éléments
de T sauf un nombre fini d’entre eux.

<« La suite r; des PGCD des k premiers éléments de P est une suite décroissantes a valeurs dans N, donc elle se stabilise
a une valeur r. Il existe alors une relation r = nyp; + -+ + n;p,, ol n; € Z et p; sont les éléments de P classés par ordre
croissant. Posons maintenant m = |ny|p; + -+ + |n;|p,. Soit a un grand multiple de r. Par division Euclidienne, on écrit
a=bm+qr,ou0<qg<m/r, etdonc

a = (blny| + qny)py + -+ + (blng| + qny)py.

Si a > m?/r, donc b > m/r, alors les coefficients sont tous des entiers positifs donc a € P. »

Pour chaque i, on note z(i) le PGCD des périodes de 1’état i. On convient que 7(i) = O si i est un état errant.
Propriété 11.12. Si A est transitive, tous les états ont la méme période.

<« Soient i et j deux états, et soient n et m tels que A"(i,j) > 0 et A™(j,i) > 0. Alors si /7(i) est une période de i,
I7(i) + n+ m est une période de j et donc est un multiple de z(j). On adonc, I7(i)+n+m =0 mod z(j) pour tout / assez
grand, ce qui implique que 7(i) = 0 modulo z(j), c’est a dire que 7(j) divise 7(i). De maniere symétrique, z(i) divise z(j),
donc (i) = z(j). »

Lemme 11.13. Les périodes t(i),i € Y sont toutes égales a 1 si et seulement si il existe N tel que AN (i, j) > 0 pour tous
i et j. On dit alors que A est apériodique.

<« Si tous les coefficients de AV sont strictement positifs, alors il en est de méme de A” pour tout n > N. Ceci implique
en particulier que p(i) = 1 pour tout i.

Réciproquement, si p(i) = 1, alors il existe k; tel que A"(i,i) > O pour tout n > k;. Il existe donc k tel que tous les
coefficients diagonaux de A” sont strictement positifs lorsque n > k. Si de plus A est transitive, alors pour tout (i, j),
il existe m(i, j) tel que A™@(i, j) > 0. Comme A™ED*(i, j) > A"(i,i)A™0)(i, j), on déduit que ces coefficients sont
strictement positifs pour tout n > k, donc que AN est A coefficients strictement positifs pour N assez grand. »

71



12 Applications dilatantes

On considere une application ¢ : [0,1] — [0, 1], on munit I’intervalle de sa tribu borélienne 5 et de la mesure de
Lebesgue A.

On suppose qu’il existe un ouvert Y; de mesure totale sur lequel ¢ est C2. L’ouvert Y est donc une réunion dénom-
brable disjointe d’intervalles ouverts I;,i € S. On suppose que la restriction de ¢ a chacun de ces intervalles est un
difféomorphisme sur ]O, 1[. On suppose de plus qu’il existe a > 1 et une constante C > 0 telles que

P’ za>1 . |o"(x)]<C
pour tout x € Y;. On ne suppose pas 1’application ¢ continue hors de Y;. Sous ces hypotheses précédentes, on a :

Théoreéme 12.1. 1l existe une fonction Lipschitz g . [0,1] —]0, o) telle que la mesure m = gl est une probabilité
invariante. La mesure m est ergodique, et méme mélangeante. C’est la seule probabilité invariante absolument continue.

On a alors S76, /n — m pour A-presque tout x (puisque les ensembles de mesure nulle pour A sont les mémes que les
ensembles de mesure nulle pour m).

L’ergodicité de m implique qu’aucune autre probabilité invariante n’est absolument continue par rapport a A.

Trois exemples type sont :

L’application x +— 2x sur ]0, 1 /2[ et x +— 2x — 1 sur ]1/2, 1[ (qui, pour la théorie ergodique, est I’application x + 2x
sur T).

L’ application tente x +— 1 — |2x — 1].

L’application de Gauss x + {1/x} (partie fractionnaire de 1/x).

En réalité, I’application de Gauss ne vérifie pas exactement les hypothéses car ¢’ (1) = 1. On vérifie toutefois facilement
que o vérifie les hypotheses ci-dessus, et donc " pour tout # > 2. On a la méme conclusion au vu de I’exercice suivant :

Exercice 12.1. Soit ¢ une application mesurable de I’espace mesurable X. Soit A une mesure de probabilité sur X.
Supposons qu’il existe n tel que @* a une unique mesure de probabilité invariante absolument continue par rapport a A
pour tout k = n.

Montrer que la probabilité invariante absolument continue de @* ne dépend pas de k.

Montrer que @ admet une unique mesure de probabilité absolument continue invariante, notée m.

Si m est mélangeante ou ergodique pour @* pour tous les k assez grand, montrer qu’elle I’est aussi pour @.

Exercice 12.2. Dans le cas de 'application de Gauss @(x) = {1/x}, montrer que g = ((log2)(1 + x))~!.

Commengons par quelques définitions. On note Y, := ¢~"~D(Y;) et Z, son complémentaire, qui est un fermé de
mesure nulle. On note finalement Y = NY,, c’est I’ensemble des points dont I'orbite reste dans Y;, et Z = [0,1] — Y.
Pour chaque i € S|, on note @; le restriction de de @ a I;, qui est un difféomorphisme sur ]0, 1[. Pour tout itinéraire
(ig» iy .., i,) €S", on note

I(ig, - siy) 1= L, N~ ()N no™"(T,),

c’est ’ensemble des points qui partent de I, io*

n+1

Propriété 12.2. Pour tout itinéraire (iy, iy, ...,i,) € S q restriction a 1@y, ,...,i,) de Uapplication ¢ est un

difféomorphisme sur 10, 1[. En particulier, 'ouvert I(iy, ... ,i,) est un intervalle.

Ceci implique en particulier que les itérées ¢" vérifient les mémes hypotheses que ¢, avec un ouvert de régularité Y,
un ensemble d’intervalles indexé par les itinéraires S”, la constante de dilatation a”, et une constante C,,.
< On montre I’énoncé par récurrence sur n. Comme

Ligss oo si) = 1) N @™ Uiy oe i) = @ (i oo sy,
cet ensemble est un intervalle, et la restriction de ¢ a cet intervalle est un difféomorphisme sur 1(iy, ..., i,). Alors, Q" =
@"og est un difféomorphisme comme composée des deux difféomorphismes ¢ : I(y,,...,i,) — I, ...,i,) et p" :
I(iy,...,i,) —10,1[. »

On note A, la tribu constituée des parties de [0, 1] qui sont réunion d’intervalles I; et d’une partie de Z;. On note de
méme A, la tribu dont les éléments sont les réunions d’intervalles de la forme I (i, iy, ... i,,_;) et d’une partie de Z, . Pour
tout n, I’application ¢ est mesurable de ([0, 1],.4,,,) dans ([0, 1], A,). En fait, la tribu A, est la tribu engendrée par
@~ '(A,) et A,. On note finalement A = U,.A,, c’est une algebre d’ensembles.
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Propriété 12.3. Pour tout itinéraire, on a A (iy, iy, ... ,i,)) < a™". L'ensemble Z est donc dense dans [0, 1], et ’algébre
A engendre la tribu borélienne.

< On a vu que (i, ... i,) est un intervalle en restriction duquel ¢ est un difféomorphisme sur ]O, 1[. On a donc soit
@" > a" soit " < —a sur cet intervalle. Dans les deux cas,

1= A@"U g, ... .i,)) = a" A (i, ... i)

ce qui donne la premiere inégalité. La densité de Z découle du fait que Z, est a~"-dense. Comme Z est dense, tout
intervalle fermé de [0, 1] est une intersection dénombrable d’intervalles a extrémités dans Z, et donc d’éléments de A. »

Montrons d’abord le théoréme dans le cas particulier ou les branches sont affines, ¢’est a dire ou ¢’ est constante sur
1;, et donc égale a (p; (x) = +1/4(;) pour x € I;. Montrons pour commencer que la mesure de Lebesgue A est invariante.

La préimage d’un borélien B est la réunion des B; := (pi_l (B).On a A(B;) = A(B)A({;), donc

Mo~ (B)) = Z MB;) = A(B).

Ceci montre I’invariance de 4. Montrons maintenant le mélange. On a vu que
Ao~ (B) N 1)) = AB)A)).
On peut appliquer ce résultat aux applications ¢" :
Mp™"(B)n A) = A(B)A(A)

pour tout A € A,,. Ceci montre que la convergence A(¢~"(B) N A) — A(B)A(A) alieu pour tout A € A, et donc pour tout
A € B. La mesure A est donc mélangeante.
Si f est une fonction strictement positive et Lipschitz sur [0, 1], alors log o f est une fonction Lipschitz.

Lemme 12.4. Soit 4 = f A une mesure de probabilité. Supposons que f est une fonction Lipschitz et strictement positive.
La mesure @,y admet une densité h strictement positive qui vérifie

Lip(log oh) < Ca™? + a~'Lip(log o f)
pour une constante C indépendante de f. Ceite inégalité est aussi satisfaite par les densités h; des mesures (¢;),. (1 ,i).

< Pour chaque i € S, la restriction ; de ¢ a I; est un diff€omorphisme sur ]0, 1[. La densité k; de la mesure (¢;), (4,)
estdonc h; = (fop:1)/|¢’ o@!|. On a alors

Lip(log oh;) < Lip(log o f)Lip(¢; ) + Lip(log 0|} |0 ") < a™'Lip(log o f) + Ca™

ol on rappelle que C estlaborne de ¢”.Ona g, u = Zi(qo,-)*(,ul[i) la densité de cette mesure est & := ), h;. Pour montrer
que cette somme de fonctions positives converge il suffit de la majorer. Pour ceci, on constate que la fonction 4;, qui est
continue, atteint forcément sa valeur moyenne, qui est u(I;). La fonction log oh; prend donc la valeur log(u(1;)), et donc
elle est majorée par log(u(1;)) + Lip(log oA;). On a donc

hi < #(Ii)eLiP(log oh;) < Il(Ii)eCa_2+a_1 Lip(logo f)
etdonc Y h; < exp(Ca‘2 + a‘lLip(log o f)). Chacune des fonctions h; satisfait
hi(x) < h() ly=xI(Ca™2+a""Lip(log o /)

pour tous x et y. Il en est donc de méme de la somme h, c’est a dire qu’on a Lip(log oh) < a~'Lip(logof) + Ca™2. »

On peut alors démontrer I’existence de la mesure m du théoréme 12.1. On se donne une constante L assez grand pour
que Ca=2+a~'L < L. Alors pour toute fonction f vérifiant Lip(log o f) < Let / fd A = 1 (par exemple la fonction f = 1),
onpose i = f Aeton considere comme d’habitude la suite S7 #/n. Il découle du Lemme précédent que cette mesure admet
une densité g, qui vérifie Lip(log og,) < L. Comme les fonctions g, prennent la valeur 1, on déduit facilement qu’elles
sont equi-Lipschitz. On trouve donc par Ascoli une sous-suite qui converge uniformément vers une limite Lipschitz g.
La mesure m = g4 est alors une valeur d’adhérence de la suite S7u/n, la densité g satisfait Lip(log og) < L, donc g se
prolonge en une fonction Lipschitz strictement positive de [0, 1].

L’existence d’une mesure de probabilité invariante m = hA avec Lip(logh) < L est démontrée. En appliquant le
résultat aux applications ¢", on obtient :
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Propriété 12.5. Pour tout itinéraire j = (iy, ...,i,) € S,, la mesure m; = ((p;’)*(m”), oul = I(igy,...,i,). Chacune des
mesures m; admet une densité h; qui vérifie Lip(log oh;) < L et donc

m(I)e™" < h; < m(I))e".
Intéressons nous aux propriétés d’ergodicité et de mélange de la mesure invariante m.

Proposition 12.6. Si B est un Borélien invariant et si A € A, alors
—2L
m(BnN A) > m(B)ym(A)e "
La méme conclusion est aussi vérifiée si B est asymptotiquement mesurable.

<« 1 suffit de démontrer I’affirmation lorsque A = I(iy, ...,i,_1). Si B est invariant, ou asymptotiquement mesurable,
alors pour tout # il existe un ensemble mesurable B, tel que B = ¢~"(B,)). En notant (pg la restriction de " a A, qui est
un difféomorphisme sur 0, 1[, on a alors

m(BN A) =m,(B,) = / had i > M@"(B))m(A)e L > m(B,)m(A)e L = m(B)m(A)e2L.
B

On a utilisé I'invariance de m, qui implique que m(B) = m(B,). »

Nous allons déduire de cet énoncé que, si B est invariant ou asymptotiquement mesurable, alors m(B) € {0,1}. C’est
a dire que m est ergodique, et méme exacte, donc mélangeante.

Si I’on avait le résultat de 1’énoncé pour tout Borélien A, la conclusion serait immédiate. Il suffit en effet de prendre
pour A le complémentaire de B. On déduis alors que m(A)m(B) = 0 et donc que ou bien B ou bien son complémentaire
est de mesure nulle.

Cependant, comme le complémentaire de B n’est pas forcément dans .A, on utilise :

Lemme 12.7. Soit B un borélien tel que m(B) < 1 et € > 0. Alors il existe n > 0 et un itinéraire iy, ..., i, tel que
m(BnN I(i,...,i,) <em(I(y,...,i,)).

<« Presque tout point x de [0, 1] — B est un point de Lebesgue, c’est a dire que A(BN]x — r, x + r[) = o(r) lorsque r — 0.
On considere un point x, de Y — B qui a cette propriété. Pour tout n, on considere Iintervalle I (i, ..., i,_1) qui contient
xq. Il est de la forme |x, — d,,, xg + 6,[, ou d, et 6, tendent vers 0. On note r, = max(d,, 6,). Comme x, est un point de
Lebesgue, on a, pour n grand,

MB O I(igs... iy 1) < ABAIXg — Fpxy + 1) < €1y < €A (g .. iy _y)).

On revient & m en rappelant que sa densité h vérifie el < h < el. »

On peut maintenant montrer :
Propriété 12.8. Soit B un Borélien qui est asymptotiquement mesurable, alors m(B) € {0, 1}.

< Pour tout € > 0, on choisit A = I(iy, ..., i,) tel que m(BN A) < em(A). On a alors em(A) > m(BNA) > m(B)m(A)e™*L
et donc m(B) < ee?L. Comme ceci est vrai pour tout € > 0, m(B) = 0. »

Pour ce qui concerne le mélange, on rappelle finalement :

Proposition 12.9. Si m est une mesure de probabilité invariante telle que m(B) € {0, 1} pour tout B asymptotiquement
mesurable, alors m est mélangeante.

< On consideére ’espace de Hilbert H = L?(X, m), et les sous-espaces fermés H,= L*(X, ¢~ "(t), m). Ces sous-espaces
forment une suite décroissante, et I’hypothese est que cette intersection est I’ensemble des fonctions constantes, identifié
aR.

Posons F,, = H, anl+1’ c’est donc I'orthogonal de H,, | dans H,,. Posons G, = RO F| QO F, ®--- @ F,etG = U,G,.
Le sous-espace G est dense dans H.

L’application f + fog@" envoie H sur H,, de sorte que f g(fopMdm = f f f g a partir d’un certain rang pour
f, g € G,. Par 'argument classique de densité, le mélange en découle. »
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13 Mélange et théoreme de Perron Frobenius

Pour étudier les mesures invariantes, on a été amené a considérer a plusieurs reprises la transformation m +— @, m sur
I’ensemble des mesures de probabilité. On a, par exemple, vu que cette application admet un point fixe si X est un espace
métrique compact et @ est continue. Notons que dans ce cas, I’espace P est un espace métrique compact et @,, est une
application continue. On peut considérer (P, ¢,) comme un systeéme dynamique topologique.

La dynamique la plus simple que I’on pourrait imaginer pour (P, ¢,) est celle d’un unique point fixe qui attirerait
tous les autres points. Mais ceci arrive rarement. En effet, pour tout x € X, on a ¢,6, = 6, et une suite de diracs ne
peut converger que vers un dirac. Donc la dynamique (P, ¢,) a un unique point fixe qui attire tous les autres points si et
seulement si (X, @) a la méme propriété.

Dans ce chapitre, nous allons relier les propriétés ergodiques d’une mesure, et en particulier son caractere mélangeant,
a ses propriétés d’attractivité en tant que point fixe de ¢,. Au niveau formel, ce lien est élémentaire : La probabilité
invariante m est mélangeante si et seulement si / fop"gdm — / fdm f gdm pour toutes fonctions continues f et g.
Ceci est équivalent a dire que @’y — m pour toute probabilité x4 admettant une densité continue par rapport a m (ou
plus généralement une densité par rapport a m). Autrement dit, la mesure m est mélangeante si et seulement si domaine
d’attraction en tant que point fixe de ¢, contient les mesures ayant une densité par rapport a m.

La structure particuliere du systéme (@,,, P(X)) (il s’agit d’une application linéaire sur un ensemble convexe) suggere
I’utilisation des distances de Hilbert, qui sont des distances contractées par les applications linéaires. Pour définir cette
distance sur le convexe W C E, On note H I’ensemble des fonctions sur E qui sont le quotient de deux fonctions affines,
et Hy, I’ensemble des fonctions de H qui sont définies et strictement positives sur W. Toute fonction de Hy, s’écrit
comme le quotient de deux fonctions affines strictement positives sur W. La distance de Hilbert sur W est définie par

Oy (x,y) = sup logof(x)—logof(y) = logsup f(x)~
feHy, r S

On vérifie facilement que 6y, prend ses valeurs dans [0, oo] et qu’elle satisfait I’inégalité triangulaire. On notera 6 au lieu
de 6y, quand il n’y a pas d’ambiguité. On commence par énoncer la propriété de contraction, qui est une conséquence
immédiate de la définition :

Propriété 13.1. Soit F(x) : L(x)/l(x) une application de E dans E qui est le quotient d’une application linéaire L et
d’une forme linéaire 1. Supposons que F(W') C W (donc en particulier que | ne s’annule pas sur W). Alors

Oy (F(x), F(y) < Oy (x,y)
pour tous x et y dans W.
On ajoute une seconde propriété immédiate mais importante :
Propriété 13.2. Soit U C W deux convexes. Alors 0y;(x,y) > 0y, (x, y) pour tous x et y dans U.

Proposition 13.3. Si W a la propriété que toute droite affine D intersecte W suivant un intervalle ouvert strictement
contenu dans D, alors Oy, est une distance sur W.

L’exemple le plus simple est celui d’un convexe ouvert dans un espace vectoriel topologique localement convexe.
L’ensemble des mesures de probabilité est un exemple délicat. Il est compact et donc ne vérifié pas 1’hypothése ci-dessus.
Plus grave, il n’est pas évident de lui définir un intérieur lorsque X n’est pas dénombrable. En effet, si m est une mesure
de probabilité, alors il existe une mesure de probabilité u telle que m est dans le bord de 7 N D, ou D est la droite affine
engendrée par m et y. Il suffit pour ceci de prendre pour y un dirac supporté par un point x tel que m({x}) = 0. Nous
verrons plus tard qu’il est quand méme possible de faire des choses.

La propriété précédente découle de :

Propriété 13.4. Soient x,y € K, soit D la droite affine contenant x et y. Sur D, soient p et q les bords de I’intervalle
D N K. On se donne une paramétrisation affine de D et on suppose que p et q sont choisis tels que l’ordre des points sur
le droite D est p,x,y,q. On suppose que D n’est pas contenue dans K, c’est a dire que p > —0 ou q < +00. Alors on a

(y—p)g—x) q
- ., 0 ,y) =1
-G —p) w(x-) =log

0y (x,y) = log “Xsip=-00 , Op(x,y) =logXLsig=co.
q—)y X =

<« Toute fonction affine sur D qui est positive sur D N K se prolonge en une fonction affine sur E qui est positive sur K,
par le théoreme de Hahn Banach. Ceci implique que 8 (x, y) = Ogqp(x, ).

On travaille maintenant en restriction a la doite D. Soit / est une fonction affine strictement positive sur ]p, g[, alors :
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Soit I(x) = a(x — z), avec a > O et z < p, et alors I[(y)/I(x) < (y — p)/(x — p).
Soit I(x) = a, alors [(y)/I(x) =1 < (y — p)/(x — D).
Soit I(x) = a(w — x) avec a > O et w > q. Dans ce cas, I[(y)/I(x) < 1 < (y — p)/(x — p).
Dans tous les cas, on a [(y)/I(x) < (y — p)/(x — p). De maniére similaire, on a g(x)/g(y) < (¢ — x)/(q — y). On déduit
finalement, avec f = g/I, que
f) _ sy v =p)g—x)
fO) eI T @=»Gx-p)

Propriété 13.5. Soit F une famille d’applications affines. Considérons le convexe W = 0 yep{ f > 0}. Alors le supremum
dans la definition de 6y, peut étre pris sur les fonctions f =1/g avec |, g dans F.

<« II suffit de le démontrer pour un intervalle ]p, g[€ R. La famille 7 contient alors des éléments /, = a,(x — p,) et
g, = b,(gq, — x),ou p, < ptend vers p, g, > q tend vers g, et a, > 0, b, > 0. Pour x < y dans ]g, p[, on a alors
1,(1)8,(x)/1,(x)g,(y) — 0(x, y) donc O(x, y) < sup; ,er [(1)g(x)/1(x)g(y). »

Propriété 13.6. Soit W un convexe ouvert (resp. borné pour la norme) d’un espace vectoriel normé. Alors la topologie
associée a la distance 0 sur W est plus forte (resp. plus faible) que la topologie ambiante.
Soit W un convexe ouvert et borné d’un espace de Banach E, alors la distance 0y, est complete.

<« Si W est ouvert, pour tout x € W, il existe r tel que B(x,r) C W. Ceci implique que 0y, < 0 B(x.r) SUT B(x, r). et donc
que

F+ |y —x|
9(X,J’)<10gm

pour tout y € B(x, r). La convergence vers x pour la norme implique donc la convergence pour 6.
Si W est borné, alors il existe R > 0 tel que W C B(x, R) pour tout x. Ceci implique que, pour tous x et y,

(= 2tanh(|y — x|/r))

|y — x| < Rtanh(8(x,)/2).

Si W est borné, on conclut donc que toute suite de Cauchy x,, pour 8 est de cauchy pour la norme. Elle converge donc
vers un point x € W. Si x n’est pas dans W, alors il existe une fonction affine continue / qui est nulle en x et strictement
positive sur W. On a alors 0y, (x,,, x,,) > log f(x,) —log f(x,,) — +oo lorsque m — oo, ce qui est une contradiction. »

Théoréme 13.7. Soit U C W deux convexes. On suppose que W ne contient aucune droite affine, de sorte que Oy, est

une distance sur W (qui peut prendre la valeur +o00). On suppose de plus que le diamétre A de U pour la distance 0y, est
fini. Alors

Oy < 0y tanh(A/4).
En conséquence, si 'application F = L/l : W — W est telle que le diamétre A de son image est fini, alors elle est

strictement contractante de rapport tanh(A /4) pour la distance 0y, .

<« 11 suffit de démontrer le résultat en dimension 1.

On remarque d’abord que, pour 0 < 6 < 1/2, 6 11(6,1 — ) = 2log(1 — 6) — 2log 6. C’est le diametre A du segment
16,1 —6[.Onadoncé =1/ (eA/ 2 4 1). Tout intervalle de diamétre A dans 10, 1] est équivalent, par une transformation
homographique, a I’intervalle 16, 1 — 6[.

Nous devons maintenant montrer que

010,11(x, ») < (1 = 26)0,5 1 _51(x, y) = tanh(A/4)0)5 1 _s(x, y)

pour tous x < y dans 16,1 — §[. On écrit d’abord

y X Yo
toi(C62) = log 5~ o e

1 —x

y— x—26 1-26

0 , ) =1 -1 = dt.

13.1-1(x%, ) = log 37— —log 7= / (t=8)1-1-6)
On remarque que

(t=86)(1—-t-206) 82-6 2 2
RELCA S <1+46°=-6)=(1-268)".
T 2 S ( )= ( )
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Finalement, on obtient

y (1=126)2
910"[(x’y)=/x (i / G—o—r—a = 720 maale) >

Commencons par étudier un exemple en dimension finie. On considére une matrice stochastique Q a coefficients stric-
tement positifs et I’application p +— pQ sur I’espace P(Y) C RY, dont les éléments sont vus comme des matrices lignes.
On a vu que cette application admet un point fixe. Les considérations ci-dessus permettent de montrer que ce point fixe
est asymptotiquement stable et que son bassin est P(Y’). On conclut que pQ" — p pour tout p € P(Y), ce qui implique
que Q" — P, la matrice dont toutes les lignes sont égales a p. On obtient le résultat suivant sur le caractére mélangeant
des mesures de Markov (en notant m, la mesure de Markov déterminée par la probabilité stationnaire p et la matrice de
transition Q)

On montre, plus généralement, le théoréme de Perron-Frobenius :

Théoréme 13.8. Soir A une matrice k X k a coefficients positifs, et a son rayon spectral.

-Le rayon spectral a est une valeur propre de A, et il existe un vecteur propre w associé dont les coefficients sont
positifs.

-Si de plus, A est transitive, alors la valeur propre a est géométriquement simple, c’est a dire que 1’espace propre
associé est une droite, et il existe un vecteur propre w a coefficients strictement positifs associé a la valeur propre a, et
aucun autre vecteur propre a coefficient positifs.

-Si A est transitive et apériodique, c’est a dire si il existe n tel que A" est d coefficients strictement positifs, alors toutes
les valeurs propres complexes A de A différentes de a vérifient || < a.

< Commengons par le cas d’une matrice A a coefficients strictement positifs. On considére la forme linéaire £ : R¥ 3 x +—
Y x; etle simplexe A constitué des vecteurs x de R* a coefficients positifs tels que £(x) = 1. On définit f(x) := Ax//(Ax).
Si A est a coefficients strictement positifs, alors f envoie A dans son intérieur, ¢’est donc une contraction pour la distance
de Hilbert, elle a donc un unique point fixe. Il y a donc une unique (demi-droite de) vecteur propre w de A a coefficient
positifs, et ses coefficients sont strictement positifs. On note b la valeur propre correspondante, elle est strictement positive.

En appliquant le méme résultat a la transposée de A, on trouve une forme linéaire g a coefficients strictement positifs
telle que goA = dg avec d > 0. On a bg(w) = g(Aw) = dg(w) donc d = b. Le noyau E de g est un supplémentaire de w
invariant par A.

On revient maintenant a la premiere partie de la démonstration, en remplacant la forme linéaire ¢ par la forme g.
On définit le convexe A comme I’ensemble des vecteurs a coefficients positifs tels que g(x) = 1, et I’application h(x) =
Ax/g(Ax) sur A. C’est une contraction pour la norme de Hilbert. On choisi le vecteur propre w de sorte que g(w) = 1. Si x
est un vecteur assez petit de E, alors w+x € A, et h(w+x) = w+ Ax/b. Le fait que w est un point fixe asymptotiquement
stable de & implique donc que 0 est un point fixe asymptotiquement stable de (A/b), . Ceci implique que le rayon spectral
de A sur E est strictement inférieur a b. Le rayon spectral de A est donc inférieur a b, donc c’est b: onaa = b.

Dans le cas ou A" est a coefficients strictement positifs, la preuve est identique : I’application f” ci-dessus est une
contraction, ce qui implique que f a un unique point fixe qui est asymptotiquement stable. On trouve donc aussi un
covecteur propre g, et on finit la preuve de la méme facon.

Soit A une matrice quelconque a coefficients positifs. Notons 1 la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
On considere les approximations A, = A + 1/n, ot I’on ajoute 1/n a chaque coefficient de A. Pour chaque n, il existe un
vecteur w,, tel que £(w,) = 1 et A,w, = a,w,, ol a, est le rayon spectral de A,,.

Considérons la norme ||x|| := Y |x;|, de sorte que ||x|| = £(x) si x est a coefficients positifs. Comme les coefficients
de la matrice A’; sont supérieurs a ceux de la matrice AX, on a

A w, || = £(A*w,) < £(Ajw,) = | Asw, || = allw,|l

donc || A¥|| < a pour tout k, ce qui implique que a < a

En passant a la limite le long d’une sous-suite dans l’egalité A"w,, = a,w,, on obtient un vecteur w non nul a coeffi-
cients positifs et b > a tels que Aw = bw. Ceci implique que b est une valeur propre de A, et donc que b = a.

Dans le cas ou la matrice A transitive, il existe n tel que la matrice B := A+ A2+ ...+ A" est A coefficients strictement
positifs. Tout vecteur propre de A est un vecteur propre de B, donc il existe une seule direction propre a coefficients positifs,
et elle est a coefficients strictement positifs. Si I’espace propre associé a la valeur propre a était de dimension strictement
supérieure a un, il contiendrait d’autre vecteurs positifs, ce qui est impossible. La valeur a est donc géométriquement
simple. »

L’application qui suit est issue de I’article de Carlangelo Liverani Decay of Correlations publié a Annals of Maths
en 1995. Cet article est tout a fait accessible et le lecteur est encouragé a consulter cette source originale. On se place
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dans le contexte du chapitre précédent, avec X = [0, 1], et une application expansive ¢ : X — X. Nous avons montré
dans le chapitre précédent qu’il existe une mesure invariante m admettant une densité Lipschitz par rapport a la mesure
de Lebesgue et que cette mesure est mélangeante. Nous donnons maintenant une nouvelle preuve de ce résultat. Cette
méthode est plus quantitative sur les vitesses de convergence.

On consideére comme au chapitre précédent 1’ensemble des mesures de probabilité engendrées par une densité f sa-
tisfaisant Liplog o f < L. Plus précisément, on considere I’ensemble W; C P(X) des probabilités dont la densité f par
rapport a la mesure de Lebesgue satisfait

f(x)>0, ,/fd/1= I, f(x)< f(yelh>

pour tous x # y. C’est un ensemble convexe qui vérifie la condition 13.3. On identifie les éléments de W} a leur densité,
c’est a dire a une partie de I’espace de Banach E = C(X). On note 6; la distance de Hilbert sur W7 .

On constate d’abord que || f|lco < e! pour tout f € W;. Le convexe W} est donc borné, ce qui implique que la
distance 6 controle la distance uniforme.

Nous avons démontré dans le chapitre précédent que, si L est assez grand, alors il existe L’ < L tel que ¢, (P;) C Pps.

Proposition 13.9. Si L' < L, alors le diamétre de W, pour 0 est fini. L'application @, est donc une contraction de W .

<« C’est facile, mais un peu lourd a écrire. On remarque d’abord que le convexe W, est défini, dans le sous-espace affine
des fonctions f € C(X) telles que f fdA =1, par les formes linéaires f +— eLy=xl £(y) — f(x). En effet, si ces formes
linéaires sont toutes strictement positive, alors f est une fonction de signe constant, et donc f > 0 puisque f fdi=1.
On a donc

0;(f,g) =log sup (7 G) - f()) (Mg (v) — 8@)
o svazo (eH=¥lg(y) - g(x)) (L4l f(v) = f (W)’

Si f et g sont dans W7/, on a alors

eLly=x| _ e—L |y— x|)f( ( Liv—u| _ e—L’|U—u|)g(U)

QL(f’ g) < logx;;,llf;u (eL|y—x| eL[ly x|)g(y)(eL|U ul _ eLllU ”l)f(U)

eLly=x| _ e—L |y— x|)( L|v—u| _e—L’|U u|)
) (e

’
<log sup 2o,

Xty utD (eL|y—x| el ly—x]| Llv—u| _ oL'|v— ul)

. ! ! . .
Pour L' < L, la fonction 1 — (el — e7L'") /(eX" — €'") se prolonge en une fonction continue sur [0, 1], elle est donc
majorée. Le supremum ci-dessus est donc fini. »

Pour tout u € W7, la suite @’ u est donc de Cauchy pour 6, donc pour la distance uniforme des densités. Il existe donc
une fonction 2 € W telle que la densité de @’ u converge uniformément vers h. Cette fonction est unique.
Montrons maintenant comment ce comportement asymptotique implique le mélange. II suffit de montrer que

/foqo"gdm—>/fdm/gdm

lorsque f et g sont Lipschitz (ces fonctions étant denses dans L?).
On remarque dans un premier temps que cette convergence a lieu pour f continue et g € W} (L assez grand). En effet
dans ce cas, on a gm = ghA € W, , donc ¢’ (gm) — m et donc, pour f continue,

/f°¢”gdm=/fd((p1(gm))—>/fdm.

Pour de telles fonctions, cette convergence est méme exponentiellement rapide, et on peut en estimer le taux (on parle de
décroissance exponentielle des corrélations). C’est un des intérets de 1a méthode de fournir des estimations sur le vitesse de
convergence pour les fonctions réguliéres, alors que la méthodes du chapitre précédent utilisait des fonctions A ,,-mesurable,
qui sont moins naturelles du point de vue de I’espace X = [0, 1].

Considérons maintenant une fonction g Lipschitz. Alors g = 1+ g™ — (1 + g~) oll g* et g~ sont les parties positive et
négative de g, donc sont des fonctions Lipschitz. Comme 1 + g* est une fonction Lipschitz et strictement positive, elle est
multiple positive d’un élément de W; (pour L assez grand). La convergence ci-dessus a donc lieu pour (1 + g*) et pour
(1 + g7), donc pour g.
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