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Résumé

Les mathématiques occupent une place fondamentale dans la finance
mondiale. Depuis une trentaine d’années, les modéles de Black et Scholes
ont permis un fort développement des produits financiers. Néanmoins, la
crise financiére récente a montré que cette modélisation ne prenait peut-
étre pas en compte tous les paramétres et notamment 1’éventuel manque de
rationnalité des investisseurs. Ce mémoire introduit un modéle de sélection
de portefeuille prenant en compte I'irrationnalité de I'investisseur.
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1 Introduction

L’objet de ces travaux est d’étudier 'influence des biais comportementaux
déterminés par Kahneman et Tversky sur la sélection de portefeuille. Ces biais
comportementaux sont au nombre de trois :

— les investisseurs évaluent leurs actifs selon le gain ou la perte par rapport

a un point de référence (et non selon leur valeur "absolue"),



— les investisseurs sont réticents au risque pour les gains mais preneurs de
risque pour les pertes (et non uniformément réticents au risque, comme
c’est le cas dans la théorie classique) et plus sensibles aux pertes qu’aux
gains,

— les investisseurs surestiment les petites probabilités et sous-estiment les
grandes.

Kahneman et Tversky étaient deux chercheurs en économie et en psychologie

a 'Université de Berkeley. Ces biais comportementaux ont été révélés a ’aide
d’expériences menées sur des étudiants de Stanford et Berkeley. [1] , [2]

On tentera dans cette étude de proposer un modéle mathématique rendant
compte de ces phénomeénes puis de résoudre le probléme associé.

2 Modéle

2.1 Modélisation du marché

On propose la modélisation "classique" du marché.

Soit T" I'horizon fixé.

Soit (2, F, P,{F:}+>0) un espace de probabilité filtré sur lequel est défini le
JF mouvement brownien de dimension p : W, = (W}, ..., WFY".

On définit Pactif sans risque, S par

dsp = r.SPdt.

Les actifs risqués suivent eux I’équation différentielle stochastique suivante
dsi = i [rtdt +3 ol (\dt + W)
j=1

oll \; représente le vecteur des primes de risque a l'instant ¢.

On définit p; comme étant la densité actualisée de la probabilité risque-
neutre par rapport a la probabilité historique, sous F; :

t 1 t
pimeso (= [ o+ g Plas— [oam).

Soit p := pr. Alors, 0 < p < 400 ps. et 0 < Ep < +00. On note F
la fonction de répartition de p. On suppose également, pour simplifier, que la
distribution de p n’a pas d’atome.

On pose enfin

=sup{a € R; P(p>a) > 0}

p:
p:=inf{a € R; P(p < a) > 0}.
On s’intéresse maintenant & un investisseur qui posséde une richesse initiale

fixée zp. On définit sa richesse a l'instant ¢ par z;. Soit II; le portefeuille de
I'agent (IT} représente la richesse investie dans I’actif 7). Alors

dl?t = IL’tTtdt + H;O’t()\tdt + th) (1)



On peut utiliser la proposition fondamentale suivante :

Proposition 2.1. Pour toute variable aléatoire Fr-mesurable £ telle que & est
bornée par en-dessous et E[p&] = xo alors, il existe un portefeuille 11 tel que la
richesse correspondante, x, vérifie x(T') = €.

2.2 Modélisation des biais comportementaux
Point de référence

La premiére condition est 'introduction d’un point de référence, une variable
Fr-mesurable £. Mais on peut répliquer ¢ par un portefeuille IT de richesse
correspondante Z. En considérant la richesse x; — Z;, on obtient une variable de
point de référence 0. Dans la suite de cette étude, on considérera donc, quitte a
translater, que le point de référence est 0.

Fonction d’utilité

La seconde condition impose de considérer une fonction d’utilité plus com-
plexe que celle usuellement utilisée. En effet, cette condition se traduit par une
fonction d’utilité u étant concave sur RT et convexe sur R™. Pour cela, on dé-
finit deux fonctions d’utilité u, et u_, définies de R* dans R et qui mesurent
respectivement les gains et les pertes.

On suppose 'hypothése suivante vérifiée :

Hypothése 1. u, et u_, définies de R™ dans R™ sont strictement croissantes,
concaves avec uy(0) = 0 et u_(0) = 0. De plus, uy est strictement concave,
deux fois différentiable et vérifie u!, (+00) = 0.

Alors, la fonction u définie par u(x) := wuy(x) pour z > 0 et u(z) =
—u_(—z) pour x < 0 permet de remplir la seconde condition. En effet, on
obtient alors une fonction u en forme de S, c¢’est-a-dire qu’elle définit bien des
comportements réticents au risque pour les gains et preneurs de risque pour les
pertes.

Distorsion de probabilités

Enfin, la derniére condition nous pousse & définir une distorsion de probabi-
lités. Pour cela, on va introduire deux fonctions T’y et T_ vérifiant I’hypothése :

Hypothése 2. Ty et T_ sont définies de [0;1] dans [0;1], sont différentiables,
strictement croissantes et vérifient T4 (0) =T_(0) =0 et T4 (1) =T-(1) = 1.

2.3 Probléme a résoudre

Soit X une variable aléatoire représentant la richesse d’un portefeuille. Alors,
on lui attribue la valeur V(X), représentant ’espérance de l'utilité de X pour
I'investisseur (c’est-a-dire en prenant en compte ses biais comportementaux).



Comme on I’a vu, il convient de séparer le cas ot X est un gain (X > 0) du cas
ot X est une perte (X < 0). On va donc poser :

V(X) = V(X)) = Vo(X7)

+o00
Vir) = [ TPl ) > vy

o= [ el >y

ouY >0p.s.

Dans le cas ot I'on n’a pas de distorsion de probabilités, c’est-a-dire, Ty (z) =
z alors Vi (Y) = Efu4(Y)]. Vi est donc une généralisation de 'espérance de la
fonction d’utilité u .

Notre probléme de sélection de portefeuille revient donc & maximiser la va-
leur V(z(T)) en gérant le portefeuille de maniére continue, c¢’est-a-dire

Probléme 1. Mazimiser V(x(T)) pour (x,1I) vérifiant [’équation 1.

D’aprés la proposition 2.1, ce probléme est équivalent a

Probléme 2. Mazimiser V(X) ou X est une variable aléatoire Fp-mesurable
bornée par en-dessous telle que E[pX] = xg.

Une fois ce probléme résolu avec pour solution X*, le portefeuille optimal
est celui qui réplique X*.

3 Reésolution

3.1 Séparation
Principe

On a vu que la vision qu’ont les investisseurs de 'utilité de X dépend de son
signe. Afin de résoudre le probléme de maximisation 2, on va donc séparer X en
valeurs positive X et négative X . On introduit également A := {X > 0} et
x4 = E[pXT]. En utilisant V(X) = V(X)) — V_(X "), on va donc résoudre
les deux problémes de maximisation et minimisation suivants, dépendant de A
et x4 :

Probléme 3. Mazimiser V. (X) pour X wvariable aléatoire positive, nulle sur
AC et verifiant E[pX] = . On note vy (A, x,) ce supremum.

Probléme 4. Minimiser V_(X) pour X wvariable aléatoire positive, nulle sur A
et vérifiant E[pX] = x4 — x9. On note v_(A,xy) cet infimum.

On aboutit alors au probléme suivant :



Probléme 5. Mazimiser vy (A, x4) — v_(A,x4) pour A € Fr et x4 > x7 et
ot, st P(A) =0 alors x4 =0 et si P(A) =1 alors x4 = xg.

De maniére assez intuitive, on comprend que notre probléme de maximisa-
tion 2 est équivalent a la résolution des trois problémes précédents. On formule
cela dans la proposition suivante :

Proposition 3.1. Soit X*, on définit A* := {X* > 0} et ¥ = E[p(X*)*].
Alors, X* est optimal pour le probleme 2 si et seulement si (A*,x%) est optimal
pour le probleme 5 et (X*)t et (X*)™ sont respectivement optimales pour les
problemes 3 et 4 avec paramétres (A*,x?%).

Simplification

Le probléme de maximisation 5 fait intervenir un ensemble A € Fp. Il semble
extrémement complexe de maximiser une variable sur un ensemble d’événe-
ments. On peut montrer, grace au théoréme suivant, qu’il est en fait possible de
remplacer les ensembles A par des ensembles ne dépendant que d’un réel. Notre
probléme de maximisation se raméne alors & une maximisation selon deux réels.

Théoréme 3.1. Pour tout couple (A, xy) vérifiant les hypothéses du probléme
5, il existe ¢ € [p;p] tel que A := {p < c} vérifie

v (A, 2y) v (A zy) > v (A, 2y) — v (A, 24).
On aboutit au probléme suivant :

Probléme 6. Mazimiser vy(c,x4) —v_(c,z4) pour p < c<petxy >zl et
ou, si c=p alors xy =0 et si c=p alors x4 = xg.

Ot v (e, z4+) et v_(c, x4 ) sont définis respectivement comme vy ({p < ¢}, z4)
et v ({p<chry).

On résume ce résultat dans la proposition suivante.

Proposition 3.2. Soit X* une variable aléatoire et F' la fonction de répartition
de p. On définit ¢* := F~1(P(X* >0)) et z% := E[p(X*)"]. Alors, X* est une
solution optimale du probleme 2 si et seulement si (c*,x7%) est optimal pour le
probleme 6 et (X*)T1,<ex et (X*) 71,50+ sont solutions optimales respective-
ment des problémes 3 et 4 avec parametres ({p < c¢*}, ).

3.2 Partie positive

Dans cette partie, on va chercher & résoudre le probléme de maximisation
associé a la partie positive de notre variable aléatoire, c’est-a-dire, au probléme
3 avec paramétres (c, T4 ).

On rappelle ce probléme :

Mazimiser Vi (X) pour X positive, nulle sur A = {p > c} et vérifiant
E[pX] = x4+. On note vy(c,x4) ce supremum.



Probléme équivalent

On va tenter de simplifier ce probléme en "éliminant" la contrainte "nulle
sur A = {p > c}". Le probléme est trivial pour P(A) = 0 donc on va considérer
P(A) > 0, cest-a-dire ¢ > p. On définit

_ Ti(zP(4))
)

pour z € [0;1].

T4 est une fonction de [0; 1] dans [0; 1] strictement croissante, différentiable,
vérifiant T4(0) = 0 et Tx(1) = 1.

Soit X une solution acceptable du probléme 3 et y > 0 alors

T (P(uy(X) > y)) = To(P(us(X) > ylA)P(A)) = T (P(A)Ta(P(us (X) > y|A)).

En considérant le probléme 3 dans I'espace de probabilité conditionnelle (€ N
A,FN A, Py), ot Py = P(.|A), on peut réécrire le probléme 3 en

Probléme 7. Mazimiser Vi (Y) = T4 (P(A)) [;° Ta(Pa(uy(Y) > y))dy pour
Y wariable aléatoire positive vérifiant E4[pY]| = x4 /P(A).

Par ailleurs, on a, de maniére évidente, Y* optimale pour le probléme 7 si
et seulement si X* = Y*14 est optimale pour le probléme 3.

Ce nouveau probléme est un probléme de maximisation d’une intégrale de
Choquet.

Maximisation d’une intégrale de Choquet

On cherche & résoudre le probléme général suivant :

Probléme 8. Mazimiser Vi(X) = [ T(P(u(X) > y))dy pour X wvariable
aléatoire positive vérifiant B[ X] = a.

Ou les parameétres vérifient
— £ est une variable aléatoire strictement positive, sans atome et de fonction
de distribution F,
a est un réel positif,
T est une fonction de [0; 1] dans [0; 1] strictement croissante, différentiable,
vérifiant T'(0) =0 et T'(1) = 1,

— u est strictement concave, strictement croissante, deux fois différentiable,

vérifiant u(0) = 0 et v/ (+o00) = 0.

Le probléme est trivial pour a = 0 (puisque la seule solution, donc optimale,
est X = 0). Par conséquent, on considérera maintenant ¢ > 0. On peut montrer,
a l'aide de nombreux résultats intermédiaires, le lemme suivant :

Lemme 3.1. Si le probléme 8 admet une solution optimale X* dont la fonction
de distribution est G alors X* = G~(1 — F(€)11-r(e)>c(0)-



Ce lemme permet de restreindre le domaine d’acceptabilité des solutions du
probléme 8 aux variables anticomotoniques avec .

Notons Z := 1 — F(§). Alors Z suit la loi uniforme et, ¢ étant sans atome,
¢ = F~1(1 — Z) presque stirement. On sait d’aprés le lemme 3.1 que si X* est
solution optimale du probléme 8 alors X* est de la forme G~!(Z)1 7>G(0)-

On introduit donc le probléme suivant, équivalent au probléme 8 :

Probléme 9. Mazimiser v1(G) = [° T(P(w(G~(Z)1z56(0)) > v))dy pour
G fonction de répartition d’une variable aléatoire positive telle que E[F~1(1 —
2)G"NZ)1z>a0) = a-

En manipulant l'intégrale, on trouve :
01(G) = E[u(G™HZ)NT'(1 = Z)1z500)

On pose maintenant T' = {g : [0; 1[— R, g croissante, continue a gauche et
g(0) = 0}. On voit que G est une fonction de répartition d’une variable aléatoire
positive si et seulement si g := Gil(.)l_zg(o) est dans T.

Par conséquent, le probléme 9 est équivalent au probléme suivant :

Probléme 10. Mazimiser v1(g) = E|u(g(Z))T"(1 — Z)| pour g € T telle que
E[F~'(1-2)9(2)] = a.

La fonction u est concave et 7" > 0 donc o7 est concave. De plus, la contrainte
E[F~Y(1 - Z)g(Z)] = a est linéaire en g. Par conséquent, on peut appliquer la
méthode de Lagrange pour supprimer cette contrainte linéaire.

Soit A € R. Le probléme 10 est équivalent a la résolution du probléme
suivant :

Probléme 11. Mazimiser v)(g) = E[u(g(Z))T’(l—Z) “AE[F-1(1-2)g(2)]
pour g €T
oit A est ensuite déterminé a l’aide de la contrainte linéaire E[F~1(1 —

2)9(2)] = a.

On ignore pour I'instant la condition "g € T'". Pour z €]0; 1], on va chercher
a maximiser h,(g(z)) = u(g(2))T'(1 — 2) — AF71(1 — 2)g(2) pour g(z) > 0.
Pour cela, on calcule la dérivée de la fonction h, :

h.(9(2) = u'(g(2))T'(1 = 2) = AF (1 = 2).

On voit que h/,(g(z)) est continue, strictement décroissante en g(z) et tend vers
—AF71(1 - 2) < 0 en +oo. Par conséquent, si h’(g(z)) s’annule, h,(g(z)) sera
maximum en ce point. Sinon, le maximum sera atteint en g(z) = 0.

On cherche a résoudre

W(g(2)) = u'(g(2))T"(1 = 2) = AF~H(1 - 2) = 0.

Ceci n’est possible que pour % < u/(0) et dans ce cas, g(z) = (u)~! (%)
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On en déduit donc : g(z) = (u/)~1 (’\?T(z))) 1,p-10 ~2) (o)’
T (1—2) =

On voit maintenant que si F~1/T" est croissante alors F~1(1—2)/T"(1 - z)
est décroissante en z et g est croissante en z. De plus, g est positive, continue
et vérifie g(0) = 0. Par conséquent, g € I' et on a bien résolu le probléme 11.

Soit R, (x) := —xs,,ég) pour z > 0 lindice d’Arrow-Pratt d’aversion au

risque. On a alors le résultat suivant :
Proposition 3.3. Si F~1/T" est croissante et si iminf, . Ry(x) > 0 alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le probléme 10 est bien posé pour tout a > 0.

(ii) Le probléme 10 admet une unique solution optimale pour tout a > 0.
(i) B |uy () rifrgy) ) TN € o)

. — A
(iv) E[u+ ((u’) 1(W€(§))))T/(F(§))1T/(Fg@)<u,(0)} < 400, VA > 0.

De plus, si l'une de ces assertions est vérifiée alors la solution optimale du
probléme 10 est

< +00.

o(0) 1= ) (M)

1)\F 1(1 z) <+OO
WS u'(0)

ot A\ est l'unique réel tel que E[g(1 — F(&))¢] = a.

Démonstration. T'(1—2Z) > 0 et E[T'(1 - Z)] fO T (x)dx =T(1)—T(0) =
on peut définir une nouvelle mesure de probablhte P telle que E[X] := E[T (
Z)X]. En notant g : T'(F(g)) > 0, on peut réécrire le probléme 10 en

Probléme 12. Mazimiser 71(g) = E[u(g(Z))] pour g € T telle que E[cg(Z)] =
a.

En appliquant le théoréme 5.4 de I'article [4], aisément généralisable au cas
u'(0) < 400, on obtient le résultat désiré. O

A partir des résultats précédents, on en déduit le résultat suivant :
Proposition 3.4. Supposons F~1/T' est croissante et liminf, . Ry(z) > 0.

Soit X(\) = (“/)_1<%>1T«%ﬁm$“ ) Pour A > 0. Si Vi(X(1)) < +o0

alors X () est une solution optimale pour le probléeme 8 ot A est le réel vérifiant
E[X(N)¢] =a. Si Vi(X (1)) = +oo alors le probléeme 8 est mal posé.

Solution

Finalement, on peut déterminer une solution explicite au probléme 3 si ’'on
suppose ’hypothése suivante vérifiée :

Hypothése 3. F~1/T est croissante sur]0;1], liminf, o (M) >0 et

7 (@)
E [u+ ((u;)_l(m))T_/s—(F‘(P))I

<u’(0)] < +00.

P
T (Fp)) =



En effet, d’aprés ’étude précédente, on a le résultat :

Théoréme 3.2. Supposons que Uhypothése 3 est vérifiée. Soit A == {p < c}
avec p < ¢ < p et vy > zg. Alors, la solution optimale du probleme 3 est

* o A
X*(N) = ()~ 1(T/+Tp(p)))1

rifiant E[pX*(\)] = x4. De plus on a alors

(o) = Bl () ()

| ot X\ est 'unique réel positif vé-
mgu (0) p<c q p f

T (F(p)1 .
%gu (0) +( () p<c

3.3 Partie négative
Minimisation d’une intégrale de Choquet

On cherche a résoudre le probléme général suivant :

Probléme 13. Minimiser Va(X) = [ T(Pac(uw(X) > y))dy pour X variable
aléatoire positive vérifiant E[€X ] =a.

Ot les paramétres vérifient
— & est une variable aléatoire strictement positive, sans atome et de fonction
de distribution F',
a est un réel positif,
T est une fonction de [0; 1] dans [0; 1] strictement croissante, différentiable,
vérifiant T(0) =0 et T(1) =1

— w est concave, strictement croissante, vérifiant u(0) = 0.

Le probléme est trivial pour a = 0 (puisque la seule solution, donc optimale,
est X = 0). Par conséquent, on considérera maintenant a > 0.

De maniére analogue au cas de la partie positive, on a le résultat suivant :

Lemme 3.2. Sile probleme 13 admet une solution optimale X* dont la fonction
de distribution est G alors X* = G~HF(£))1(r(¢)>c(0)-

Par conséquent, le probléme 13 est équivalent au probléme suivant :
Probleéme 14. Minimiser va(G) = [ T(P(u(G~(Z)17>¢(0)) > y))dy pour

G fonction de répartition d’une variable aléatoire positive telle que
E[F1(2)G"N(Z)1zzc0) = a.

Par le méme calcul que dans I’étude du probléme de la partie positive, on a
va(G) = E|T'(1 = Z2)u(GH (D)1 25600

En posant g := Gil(.)l‘zg(o), on réécrit notre probléme de minimisation
sous la forme :

Probléme 15. Minimiser v2(G) = E[T’(l — Z)u(g(Z))| pour g € I telle que
E[F~(2)9(2)] = a.
On peut alors montrer le résultat suivant :

Proposition 3.5. Supposons que u soit strictement concave en 0. Alors, la
solution optimale du probléme 15, si elle existe, doit étre de la forme g(t) :=

q(6) Zp((t) 0t b € [0:1] et 4(b) = gz 7,02



Solution

Finalement, on peut déterminer une solution explicite au probléme 4.
En effet, d’aprés I’étude précédente, on a le résultat :

Théoréme 3.3. Supposons que u_ est strictement concave en 0. Soit A := {p <
¢} avec p<c<petry > xg. Alors, v_(c,x™) = infc<5<pu(%>T_(l —
- — p>c
F(¢)). De plus, le probléeme 4 avec paramétres (A, x) admet une solution opti-

male X* si et seulement si le probléme de minimisation suivant

ngpu<M)T_(l ~ F(e))

. - —% * . _T4—X0 _
admet une solution optimale ¢*. Dans ce cas, X* := ElpLoe] 1,50+

3.4 Reésultat principal

2

Enoncé

On énonce le principal résultat de cette étude. Ce théoréme permet d’expli-
citer un nouveau probléme de maximisation :

Probléme 16. Maximiser vy (c,z4) —u,(%)T,(l —F(c)) pourp<c<p

et x4 > xf et o, sic=p alors x4 =0 et st c = p alors T4 = xo.
Théoréme 3.4. Supposons que u_ soit strictement concave en 0. On a alors
les résultats suivants :

(i) Si X* est une solution optimale du probléeme 2 et si 'on pose ¢* :=
FH(P(X* >0)) et a* :=E[p(X*)"] alors il existe ¢ > c* tel que (¢, %)
est optimal pour le probleme 16. De plus, si u'(0) = 400 alors (c*,x%) est
optimal pour le probléme 16.

(ii) Si (c*,x%) est optimal pour le probleme 16 et si X est optimale pour
le probleme 3 avec parametres ({p < c*}, %) alors X* 1= X{ 1, +

:v’_"_—mo

WI’DC* est solution optimale du probléme 2.

Solution explicite

Si ’hypotheése 3 est vérifiée alors, d’aprés I’étude du probléme de la partie
positive, on a

_ Ap
o0 (N1
+ = 0\ E) ) a0t

ou A est tel que
Ap
*:E[ : *1<7)1 T (F(p))1 ]
Ty p(qu) T_,‘_(F(p)) %gu (0) +( (p)) p<c
Une solution optimale du probléme 2 s’écrit alors

X* = 71(7)1 s T (F 1pepe — -0 1 .
) T ) e @ R E O e = gr gt
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3.5 Conclusion

Dans le cas ot u est une fonction puissance (fonction d’utilité classique), on
peut aboutir & des formules fermées pour la composition du portefeuille optimal.
En revanche, quand u4 a une dérivée finie en 0, il devient impossible de trouver
une solution explicite.
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