Analyse fonctionnelle
TD n°1

AUTOUR DU THEOREME DE BAIRE

Séance du 3 février 2020

Exercice 1.  Echauffement
L’espace co(Z) des suites indexées par Z et tendant vers 0 a I'infini est-il de Banach pour la topologie
de la norme uniforme ? Celui des suites presques nulles (i.e. nulles a partir d’un certain rang) ?

*

Exercice 2.  Sur certains sous-espaces de L

Soit (£, 1) un espace mesuré. Soit V un sous-espace fermé de L'(£,C) possédant la propriété
suivante : pour tout f € V, il existe p = p(f) > 1 tel que f € LP(Q,C).

1. Rappeler pourquoi, si ¢ € L' N LP pour un p > 1, alors g € L4 pour tout ¢ € [1, p].

2. Pour n € N*, on définit F,, :={f e V' N Lt | HfHLH% < n}. Montrer que

* Unzl b=V,
— pour tout n > 1, F;, est un fermé de V. (On pourra utiliser le lemme de Fatou.)

3. En déduire qu’il existe py > 1 tel que V' C LP°, avec injection continue.
*

Exercice 3.  Sur les hypothéses du théoreme de l’application ouverte
1. Trouver une application linéaire continue f : R — R qui n’est pas ouverte.
2. Trouver une application continue surjective f : R — R qui n’est pas ouverte.

3. On note E l'ensemble des suites (zy)n>0 presque nulles, muni de la norme || - ||oo. Trouver
T € L (F) bijectif, continu, dont I'inverse n’est pas continu.

*

Exercice 4.  Séries de Fourier
Pour f € L([0,27]), on définit la suite de ses coefficients de Fourier par

1 2 )
en(f) = /. f(x)e "™ dx, neZ
et la somme partielle de Fourier
N ) 1 21
Snf(z) = _X_:N cn(f)e™ = o ; f(t)Dn(z —t)dt,
sin(y(N+3))

avec Dy (y) = ZnNz—N e = sin(¥)

On veut montrer une conséquence classique du théoréme de Banach-Steinhaus, & savoir que pour
tout = dans [0, 27[, 'ensemble Cy, des fonctions continues 27- périodiques dont la série de Fourier en
x diverge est un Gg-dense.

(prolongé par continuité par 2N + 1 en 0).

1. Démontrez le raffinement suivant du théoréme de Banach-Steinhaus : soit (7;);c; une famille
quelconque d’opérateurs linéaires continus d’'un Banach E dans un e.v.n F. Alors on a 'une des deux
alternatives :
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— soit sup;e; | Till 2., 7y < +00;

— soit sup;er ||T5(y)|| 7 = +00 pour tout y dans un Gs-dense de E.

2. Montrer que [|[Dn||£1(j0,2)) — 400 lorsque N — +oo0.

3. Soit z € [0,27[. A N fixé, construire une suite (gy,)x de fonctions continues telles que —1 < g < 1,
et qui converge simplement vers la fonction sgn(Dy). En utilisant cette suite, montrer que I'application
Ay o f € Cox(R) = Snf(x) € R est une application linéaire continue de norme | Dn|[11([0,27))-
Conclure.

On s’intéresse maintenant a Papplication F : f +— (¢, (f))nez sur L([0,27]).

4. Montrer que F prend ses valeurs dans ¢o(Z), 'ensemble des suites tendant vers 0 a l'infini.
5. Montrer que F est injective.

6. Montrer par 'absurde que F n’est pas surjective a l'aide des fonctions Dy.
Bonus : Quel serait un meilleur espace sur lequel considérer F 7

*

Exercice 5. Un théoréme de Grothendieck
Le but de cet exercice est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme. Soit (Q, p) un espace mesuré de mesure totale finie et p € [1,4+o00[. On considére S un
sous-espace fermé de LP(Q2, C), inclus dans L>(2). Alors S est de dimension finie.

1. On commence par se ramener au cas ol p = 2. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle
que pour tout f € S, || fllree < C| f|lzr. En déduire (en distinguant les cas p < 2 et p > 2) que, pour
une certaine constante M > 0, on a, Vf € S,

[fllzee < M| ]2

2. Soit n > 1. On suppose qu’il existe une famille libre de n fonctions de S. Montrer qu’il existe
alors une famille de fonctions ¢, ..., ¢, de S, orthonormale pour le produit scalaire (hermitien) de
L?(Q,0C).

3. On note B := {\A = (A1,...,A,) € C" | 37, |\i|? < 1} la boule unité de C". Pour A € B, on
introduit fy = > ; Ai¢. Montrer qu'’il existe un ensemble N C © de mesure nulle tel que

VA€ B, Yz € Q\W, |fi(z)| < M.

4. En déduire que Vo € Q\N, on a > 1, |¢i(x)|*> < M?, et conclure.

5. Montrer qu’en revanche, il existe des sous-espaces fermés de L2([0,27]), inclus dans L*([0, 27])
et de dimension infinie. On pourra considérer par exemple

E = {f DX Z an€?"® | (an)nen € 62(N)} .

neN

Généraliser.

Exercice 6. Théoréme de Sunyer i Balaguer

Soit f € C*®(R,R) une fonction lisse telle que pour tout = € R, il existe n = n(z) € N tel que
f#) () = 0. Montrer que f est polynomiale.
Indication : On peut poser X = {z € R | Va < x < b, f|]a,b[ n’est pas polynomiale}, et montrer par
labsurde que X = () en utilisant le théoréme de Baire.

*
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