PROCESSUS STOCHASTIQUES -TD 1
ESPERANCE CONDITIONNELLE

Exercice 1. Soient X et Y deux variables aléatoires sur (2, F,P) a valeurs respectivement dans
E et F. Soit G une sous-tribu de 7. On suppose que X est indépendante de G et que Y est
G-mesurable. Montrer que pour toute fonction mesurable g : £ x F — R*, ona

Elg(X,Y)|g] = /E oz, Y) Py (dz)

ou Py désigne la loi de X. Le terme de droite est la composée de la variable aléatoire Y par
I'application ¢ : y — [ g(z, y)Px(dz) (¢ est mesurable grace au théoréme de Fubini).

Correction : (Extrait du poly de ].-F. Le Gall) La variable aléatoire ¢(Y') est o(Y )-mesurable, donc
G-mesurable. Pour montrer I'égalité p.s. E[g(X,Y)|G] = ¢(Y), il suffit donc de vérifier que
pour toute variable aléatoire Z G-mesurable positive,

Elg(X,Y)Z] = Elo(Y)Z].

Notons Px y,z) la loi du triplet (X, Y, Z), qui est une mesure de probabilité sur E x F' x RT.
Comme X est indépendant de (Y, Z), on a

Pxyz) = Px ® Pyz)

et dong, en utilisant le théoreme de Fubini,
BgX.V)Z) = [ g@y)sRuays(dedyd)
ExFxR+

_ / g(x, y)=Px (dz)P(Y, Z)(dy d=)
ExFxR+

) /FXR+ ’ (/Eg(m’y)PX(dff))> Py, z)(dy d2)
- /wa 29(y)Py.z)(dy dz)

= E[p(Y)Z]
ce qui était le résultat recherché.
Exercice 2.

1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parametre
p,q €]0,1[. On pose Z = lyx ysoy et G = o(Z). Calculer E(X|G) et E(Y|G). Ces deux
variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

2. Soient U, T' des variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité (2, F, P)
a valeurs dans des espaces mesurables quelconques (£, A) et (F, B) telles que pour toute
sous-tribu G de F, pour toutes fonctions réelles mesurables bornées f et g définies respec-
tivement sur (E, A) et (F,B), E(f(U)|G) et E(g(T)|G) sont indépendantes. Montrer que
U ou T est constante.



Correction :

1. On est dans le cas d'un conditionnement discret: les ensembles {Z = 0} et {Z = 1}
forment une partition de {2 qui engendre G. Ainsi,

Sur {Z =0}, X =0p.s. etdonc E(X|Z = 0) = 0. De plus,

P(X =1)
EX|Z=1 = ———+—2—
(X] ) PX+Y >1)
B P(X =1)
- 1-P(X+Y=0)
_ p _
1-(1-p)(1-q) p+a—pg
Ainsi,
b
E(X|G) = ——1 .
(X19) pe——— e
Les roles de X et Y étant symétriques,
q
EY|G) = ——1 .
(Y19) PR Y

Les variables aléatoires E(X|G) et E(Y'|G) sont donc proportionnelles p.s. et non con-
stantes, elles ne sont donc pas indépendantes.

2. Supposons que ni U, ni T ne soient constantes. Alors il existe des ensembles mesurables
A, B des espaces d’arrivée respectifs de U,T" tels que X := 14(U),Y := 15(T) soient
des v.a. de loi de Bernoulli de parametres p,q €]0,1]. X et Y sont indépendantes (par
hypothese en conditionnant avec la tribu F). Par 1., 'hypothése est mise en défaut.

Exercice 3. Soient (2, F,P) un espace de probabilité, G une sous-tribu de F et X une variable
aléatoire positive sur 2. Montrer que {E(X|G) > 0} est le plus petit ensemble G-mesurable
(aux ensembles négligeables prés) qui contient {X > 0}.

Correction : La variable aléatoire E(X|G) est par définition une application G-mesurable, et
10, +00[ est un borélien, donc {E(X|G) > 0} est un ensemble G-mesurable. De plus, par
définition de I'espérance conditionnelle,

E (XLg(xi0)=0y) = E (B(X]9)Lg(x|g)=0}) = O-
Or X1g(x|g)=0} = 0 p.s., donc X1 g(x|g)—0y = 0 p-s.. Cela signifie que
{X >0} c{E(X|G) > 0}

a un ensemble négligeable pres. Soit A un ensemble G-mesurable contenant {X > 0}, i.e., sur
A°ona X = 0 p.s.. Alors toujours par définition de I'espérance conditionnelle on a

E(E(X|G)Lac) = E(X14:) = 0.

De méme E(X|G) > 0 donc sur A° on a E(X|G) = 0 p.s., cest a dire {E(X|G) > 0} C Aaun
ensemble négligeable prés.



Exercice 4. On se donne deux réels a et b strictement positifs, et (X,Y") une variable aléatoire a
valeurs dans N x R dont la loi est caractérisée par

P(X =n,Y <t) = b/t (ay)"

0 n'

exp(—(a + b)y)dy .

On rappelle la formule suivante (qui se démontre facilement par récurrence):
+oo
Vn e N / t"etdt = nl.
0

Déterminer E[h(Y)| X] pour tout n € N et toute fonction i : R; — R mesurable telle que h(Y")
soit intégrable, puis E[ﬁ] Calculer ensuite E[1x_,;|Y] et enfin E[X]Y].

Correction : Pour tout n > 0, on a par le théoreme de convergence dominée

P(X =n) = lim IP(X:n,YSp):b/OOO (ay)nexp(—(a+b)y)dy= ’ ( . >n>0'

p—00 n! a+b

Dong, puisque P(X =n) > 0,

On remarque que:

E(h(Y)1x—n) = b /0 ) exp(—(a+ Dy M

Pour justifier cette égalité assez intuitive, on peut suivre le raisonnement suivant. On vérifie
facilement que (??) est vraie pour & = 1j, 4. On montre par le théoreme de convergence
dominée que E(lyy_ylix—pn}) = limpoo E(Iiyep—1/p3l{x=n}) = 0 donc (??) est satis-
faite pour tout h = 1; ot I est un intervalle. Par linéarité de 1’espérance et de l'intégrale,
on en déduit que (??) est satisfaite pour toute fonction étagée. Toute fonction h mesurable pos-
itive étant la limite croissante d’une suite de fonctions positives étagées, on conclut grace au
théoreme de convergence monotone que (??) est vraie pour toute fonction h mesurable posi-
tive. On conclut par la décomposition i = max(h,0) — | min(h, 0)| et la linéarité de I"espérance
et de I'intégrale que (??) est vraie en toute généralité. En utilisant (??), on obtient:

E(h(Y)lx=n) "

E(MY)|X =n) = m = (a+ b)n+1 /000 h(y)% exp(—(a + b)y)dy := ¢(n),

et par définition
E(r(Y)]X) = o(X).
En particulier,

oo ,n+l n+1

exp(—(a + b)y)dy = P

E(Y|X =n) = (a+b)""! /0 o



On a ensuite

() - efe( )]

1
B
- E|S L Ey|X =n) 1{X:n}]

L n=0 n+l1

= Z THl_lIE(Y]X =n)P(X =n)

1 = 1
a+bn§:0 X=n) =773

Puis, pour toute fonction h mesurable telle que h(Y") soit intégrable, on a

Bh) = S0 [ b)Y exp(—(a+ by
n=0

n!

= b/oooh(y)exp(—by)dy,

donc la densité de la loi de Y est la fonction

q(y) = be "1, qy.

Ainsi, pour toute fonction h bornée,

B b)) = b [ 50) Y exp(~(a+ i)y

0
= /OOO h(y)a(y) ag!)n exp(—ay)dy

n

n!

= E(h(Y)(aY) exp(—ay)>.

Cela implique que

n

aY
E(T{x—n|Y) = (

(0(Y)-mesurabilité et propriété caractéristique vérifiée, comme précédemment).
On en déduit

exp(—aY’),

E(X[Y) = > nE(lix_n|Y)

n=1

= (aY)"

nz::l (fz _)1)! exp(—aY’)
= aY.



Exercice 5. Soient X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle
de parametre A. Onnote I' = X +...+ X,,. Calculer E[h(X)|T] pour toute fonction h : R — R
borélienne telle que i (X) soit mesurable. Que remarque-t-on lorsque n = 2?

Correction : Soient f : Ry — Ret h : Ry — R deux fonctions boréliennes telles que h(X;)
soit intégrable et f bornée. On a, par le changement de variables (z1,...,z,) — (z1,21 +
Xy X1+ o+ Tp),

E(h(X1)f(X1+...+ X))
= /R AVexp(—=A(z1 + ... +ap))h(xr) f(z1 4+ ... + xp)dry ... dxy

n
= / A exp(—Asp)h(s1)f(sn)dsy ... dspy
{0<s1<.. <0}
)\n

= Ty exp(— — )" 2h(s sdt.
_ (n—Q)!/{0§s§t} D(=N)(t — )" 2h(s) f(t)dsdt

Exercice 6. Soit (2, 7,P) un espace de probabilité. On se donne (X;);>1 et (F;);>1 une suite
de variables aléatoires positives et une suite de tribus de (€2, F,P). On suppose que E[X; | F;]
converge en probabilité vers 0.

1. Montrer que (X;);>1 converge en probabilité vers 0.
2. Montrer que la réciproque est fausse.
Correction :

1. Raisonnons par 'absurde et supposons que P(X; > ¢) > ¢ pour un certain ¢ et pour une
infinité de ¢ > 0. On ne raisonne que sur ces i désormais. On pose A; = {E[X; | ;] >
£2/10}, alors par hypothese P(4;) — 0 quand i — oo. On en déduit que P({X; > e}\ A;) >
/2 a partir d'un certain rang. Alors d’apres les propriétés de 1’espérance conditionnelle

on a
E[Xi14c] = E[E[X;|F]14c] < €2/10,

et d'un autre coHté
E[Xi1ae] > E[X;1{x,5cpa,] > €7/2.

C’est une contradiction.

2. Il suffit de prendre F; = {@, Q} et (X;) une suite qui converge en probabilité vers 0 mais
pas L! vers 0.

Exercice 7. On se donne deux variables aléatoires réelles positives X et Y, et on suppose que
EX|Y] =Y etE[Y|X] = X.

1. Montrer que si X et Y sont dans L?, alors X =Y p.s.

2. Montrer que pour toute variable aléatoire positive Z et tout a > 0,

E[Z|Z Na)|Na=Z A a.



3. Montrer que le couple (X A a,Y A a) vérifie les mémes hypotheses que le couple (X,Y)
et en déduire que X =Y p.s.

Correction :
1. Ona
E(X —Y)?) = E(X?) —2E(XY)+E(?)
= E(X?) —2EE(X|Y)Y)+E(Y?)
E(X?) — E(Y?).

En échangeant les roles de X et Y, on obtient E((X — Y)?) = E(Y?) — E(X?) et donc
E((X —Y)?) = 0. On en déduit que les variables X et Y sont égales p.s.

2. Soita > 0,on a
E(Z|ZNa) = E(Zlizeq)|Z Aa)+E(Z1550)]Z Aa)
= E((ZNa)lizpaca}lZ Na) + E(Z1zp0=a}|Z N a)
= (ZNa)lzra<a} + E(Z1{zpa=a}|Z N @)L {zpa=a}-
En remarquant que E(Z|Z A a)l{zprq=q} = alzaa=a, ON en déduit que

E(Z‘Z A a’) Na = (Z N CL)I[{Z/\a<a} + a]l{Z/\a:a}
= ZAa.

3. En utilisant Jensen, puis l'inclusion o(Y A a) C o(Y), puis 2., on a
E(X AalY Aa) < E(X|Y Aa)Aa
< EEX|Y)Y ANa)Aa
< EYI|Y Aa)Aa
< Y Aa.

En passant a I’espérance, on obtient
E(X Aa) <E(Y Aa),
et par symétrie il y a égalité. On en déduit que
EY ANa—E(X AalY ANa)) =0,
or c’est I'espérance d"une variable positive ou nulle, donc p.s.
Y ANa=E(X AalY ANa).

Par symétrie on a la méme propriété en inversant X et Y, et en utilisant 1., les variables
X AaetY A aétant dans L2, on obtient

Ya >0, p.s. XANa=Y Aa.

On en déduit que
p.s., Yn €N XAn=Y An,

cestadire X =Y p.s..



Exercice 8. On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes conditionnellement
a G si pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[f(X)g(Y)|G] = E[f(X)|GIE[g(Y)[G].
1. Que signifie cecisi G = {0, Q}? Si G = F?

2. Montrer que la définition précédente équivaut a : pour toute variable aléatoire Z G-
mesurable positive, pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)ZE[g(Y)|g]],
et aussi a: pour toute fonction g de R dans R mesurable positive,

Elg(Y)IG V o(X)] = E[g(Y)|g].

Correction :

1. Si G = {0,Q}, l'egalité s’écrit

pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives c’est a dire que X et Y sont
indépendantes. Si G = F, I’égalité est triviale et on ne peut rien dire sur les variables X
etY.

2. * On suppose que pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E(f(X)g(Y)|9) = E(f(X)IG)E(g(Y)[G).
Soit Z une variable aléatoire G-mesurable positive. Alors
E(f(X)g(Y)Z) = E[E(f(X)g(Y)[6)Z]
f

= E[E(f(X)|9)E(9(Y)|G)Z]
= E[f(X)E(9(Y)|9)Z]

Réciproquement, on suppose que pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables
positives, et pour toute variable aléatoire G-mesurable positive Z,

E(f(X)g9(Y)Z) = E[f(X)E(9(Y)|9)Z].
Alors comme ZE[g(Y)|G] est G-mesurable positive, on a
E(f(X)g9(Y)2) = E[f(X)E(9(Y)|9)Z] = E[E(f(X)|G)E(9(Y)[G)Z],

et par la propriété caractéristique de I'espérance conditionnelle, comme E( f(X)|G)E(g(Y)|G)
est G-mesurable, on obtient

E(f(X)IG)E(g(Y)|G) = E(f(X)g(Y)|F).



* On note (H, #) I'espace dans lequel X prend ses valeurs. L'ensemble II des parties de €2 de la
forme X '(H) NG avec H € H et G € G engendre G V (X)) et est stable par intersection finie.
On suppose que pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives, et pour toute
variable aléatoire G-mesurable positive Z,

E(f(X)g(Y)Z) =E(f(X)E(9(Y)|F)2).
En particulier, pour tous H € HetG € G,ona
E(g(Y)1x-1mle) = E(E(g(Y)|G)1x-1(mla)

Par le lemme de classe monotone, puisque II est stable par intersection finie et engendre o (X)V
G, on sait que cette propriété caractérise E(¢g(Y')|o(X)VG) parmi toutes les variables (¢(X)VG)-
mesurables (c’est un résultat du cours), or E(g(Y)|G) est (0(X) V G)-mesurable. On en déduit
que

E(g(Y)lo(X) Vv G) =E(g(Y)|9)-

Réciproquement, on suppose que pour toute fonction g de R dans R mesurable positive
E(g(Y)lo v G) =E(g(Y)[9)-

Alors, pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives, et pour toute variable
aléatoire G-mesurable positive Z

E(f(X)9(Y)Z) = E(f(X)ZE(g(Y)lo(X)VG))
= E(f(X)ZE(9(Y)[9)) -

Exercice 9. Soit (2, F, P) un espace de probabilité et (F,,,n > 0) une suite décroissante de sous-
tribus de F, avec Fy = F. Soit X € L?({), F, P). Montrer que les variables E[ X | F,,] —E[X | F, 1]
sont orthogonales dans L?, et que la série

> (EIX|Fa] — E[X|Fora])
n>0
converge dans L?. Montrer que si Fo = ﬂnzo Fn,ona
lim E[X|F,] =E[X|F] dans L2
Correction : Pour m > n, Fp,, Fne1 C Fn, Fna1, donc
E[E[X|Fn]|Fin] = E[X[Fm]

(de méme en remplacant n par n+1 et / oum par m+1). En utilisant la propriété caractéristique
de I'espérance conditionnelle, on obtient donc
E[(E(X|Fn) = E(X|Fni1)) (B(X[Fm) = E(X[Fni1))]
= E(EX[F)EX[Fn)) = EEX[F)EX|Fnr1)) = EEX]|For) E(X]Fn))
+ E (E(X|Fn+1)E(X|Fm1)
= E((E(X|Fn))*) - E((EX]Fn+1))?) = E ((EX|Fn)?) +E (EX]Fni1))?) -
= 0.



Les variables E(X|F,) — E(X|F,+1) sont donc orthogonales dans L?. De méme, on a pour
n >0,

0 < E ((E(X|F) - E(X|F1))?) = E ((B(XIF.))?) — E (E(X|Fs))?)

Pour la convergence L2, remarquons tout d’abord que la suite E((E(X|F,))?) est décroissante
et positive, donc convergente. On déduit de ce qui précede que pour tousp > Oet k > 0,

k+p 2 k+p
((ZE X|7) X\fn+1)> ) > B ((E(X17) ~ E(X|70)))
= E(EX 7)) - E ((E(X|Fis))?)

Ainsi, la série de terme général E(X|F,) — E(X|F,1) vérifie le critere de Cauchy dans L?, elle
converge donc dans L2. On en déduit que la suite E(X|F,) converge dans L. Notons Y sa
limite. Pour toutn > 0,

E(E(X|Fp)|Fn) = o B Fn)

car par Jensen

E([EEXIF)F) -EYIF)?) < E(E(EX|E)-YPIF))
E ([E(X|F,) - YT)

<
— 0.
p—)OO

Or pour tout p > n,
E(E(X|Fp)|[Fn) = E(X|Fp).

Dong, pour tout n > 0, Y = E(Y|F,) c’est a dire que Y est F,,-mesurable. Ainsi, Y est Foo-
mesurable. De plus, de la méme maniere,

E(E(X[Fp)|Foo ) E(Y|Fo) =

et pour tout p > 0, E(E(X|F,)|Fa) = E(X|Fx). Donc Y = E(X|Fx).



