Td n° 10 d’Analyse fonctionnelle

THEOREME DE HILLE-YOSIDA

Séance du 9 mai 2014

Exercice 1.  Régularité
Soit H un espace de Hilbert, et A : D(A) — H un opérateur maximal accrétif. On
définit, pour k > 2
D(AF) = {v e D(AF1), Av e D(AF 1))

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

k
<u,v >= Z < Alu, Ao > .
5=0
Soit ug € D(AF).
1. Montrer quil existe une unique fonction u € C([0,4+oc[, H) N C([0, +oc[, D(A))
solution de J
S+ Au =0 sur [0, +oo] (1)
u(0) = ug
2. On pose H; = D(A), et on considére opérateur Ay : D(A;) C Hy — Hp défini par
D(A;) = D(A?) et
Aju = AU, Yu € D(Al)
Montrer que A; est maximal accrétif. En déduire que si ug € D(A?), la solution u de (1)
est en fait dans C1([0, +o0[, H1) N C([0, +00[, D(A1)).
3. Montrer que v = % € C1([0, +oo[, H) et satisfait I'équation

dv _
T+ Av =0 sur [0, +oo] )
v(0) = —Aup

4. Montrer que si ug € D(AF) alors, V0 < j < k, u € C*77([0, +oo[, D(A%)).
*

Exercice 2. Opérateur auto-adjoint et effet régularisant

1. Soit H un espace de Hilbert. On fait l'identification H = H'. Soit A : D(A) — H
un opérateur non borné & domaine dense. Rappeler la définition de 'adjoint A* de A.

2. Montrer qu’un opérateur maximal accrétif symétrique est auto-adjoint. Dans toute
la suite A sera un opérateur maximal accrétif autoadjoint.

3. Soit ug € D(A?). Montrer que la solution u de (1) satisfait
1 T
ST = wof)+ [ < Auu =0,
0

4. Montrer que % < Au,u >=2 < Au, % > .
5. En déduire que %(T)] < Z|ugl.

Indication : On pourra prendre le produit scalaire de (1) avec t‘é—? et intégrer de 0 & T'.
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6. Soit maintenant ug € H. Montrer que I'on peut résoudre (1), et que la solution u est
dans C([0, +oc[, H) N C*(]0, +o00[, D(A?)) pour tout k,j > 0 et satisfait

du 1
[u(®)] < Juol, |1 < Sluol-

Indication : On pourra approcher ug par des éléments de D(A?).
*

Exercice 3. Noyau de la chaleur
Soit up € L?(IR™). On s’intéresse a 1’équation

%fAUZOSUT ]R"Vl X [0,"*00[ (3)
u(0) = up sur R™

1. En utilisant la transformée de Fourier, donner une formule explicite de la solution
L2
2. Quelle est la régularité de u, pour t > 07

*

Exercice 4.  Unicité rétrograde pour l’équation de la chaleur
Soit U un ouvert borné, lisse de R™. Soit uy,us € C?([0,T] x U) deux solutions de

%_AUZOSUTUX[(LT]
u =g surdU x [0,T]

On suppose qu’au temps T, u1 (1) = uo(T).
1. On pose w = u; — ug et e(t) = [;; w(t, z)*dx. Montrer que

é(t)? < e(t)é(t)

2. On suppose, qu’il existe [a,b] C [0,7T] tel que e > 0 sur [a,b]. On pose alors f(t) =
log(e(t)). Montrer que f est convexe.

3. En déduire que u; = ug sur [0,7] x U.

*
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