Analyse fonctionnelle
TD n° 10

THEORIE SPECTRALE — TRANSFORMEE DE FOURIER

Séance du 18 avril 2017

Exercice 1.  Echauffement

1. Soit A ¢ R? un Borélien de mesure finie non nulle. Montrer que ]l/z appartient a
L?(R%), mais pas a L'(R?).

2. Existe-t-il deux fonctions f, g € S(R?) telles que f * g = 07 Que se passe-t-il si on
demande de plus que f et g soient a support compact ?

*

Exercice 2. Rayon spectral

1. Soit {an}nen une suite réelle sous-additive, c’est-a-dire telle que apim < an + am
pour tous n, m € N. Montrer que la suite {9} converge.

2. Soit X un espace de Banach (sur C), et T' € £(X) un opérateur continu. Montrer
que la suite {|| 77|/} converge. On appelle rayon spectral sa limite, et on la note (7).

3. Montrer que si X est un Hilbert, et si T" est hermitien, alors r(7") = ||T||.

4. On revient au cas général. Supposons qu'il existe z € C\ {0} tel que la série

z <I+ isz’“> =: R,(T)

k=1
converge absolument. Montrer qu’alors % n’est pas dans le spectre de T'. En déduire que
r(T) = Max)esp(T) I\

*

Exercice 3. Le calcul fonctionnel définit une application isométrique
Soit H un espace de Hilbert séparable, et A un opérateur autoadjoint.

1. Montrer que pour tout polynéme P € C[X], le spectre de P(A) est ’ensemble des
images par P des éléments du spectre de A.

2. En déduire que ||[P(A)|z(z) = [|Pll Lo (sp(a)), Puis que I'application

C%(Sp(A)) — L(H)
fr—f(4)

est isométrique.
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Exercice 4.  Translations

Soit f € L%(R). On note V le sous-espace vectoriel de L?(R) engendré par les translatées
de f, i.e. les fonctions x — f(x 4 a), on a € R.

1. Montrer que g € V1 si et seulement si gf = 0.

2. Montrer que V est dense dans L2(R) si et seulement si I’ensemble des zéros de f est
de mesure nulle.

Exercice 5. Théoreme de Bochner

Définition 1. On dit que f : R — C est semi-définie positive si pour tous &1, . .., &, € R?
et tous z1, ..., zn € C, on a

> F& —&)zm >0,
k=1

et de plus, f(—€) = f(&) pour tout £ € RY,

1. Soit 4 une mesure finie positive sur R%. Montrer que f : R¢ — C définie par
£6) = [ eSutde), veeR!

est semi-défine positive, continue, et satisfait f(0) = u(R9).

2. On va montrer la réciproque (le théoréme de Bochner) : toute fonction semi-définie
positive, continue, et telle que f(0) = 1, est la transformée de Fourier d’une mesure finie
positive. Soit donc f une telle fonction. Montrer que pour tout y € R%, on a |f(y)| < 1.

3. On consideére la forme linéaire définie par
Uo)= [ SO,

pour tout ¢ dont la transformée de Fourier est dans L'. Montrer que pour tout ¢ € S
strictement positive, £(¢)) > 0.

Indication : On pourra écrire ¢ = 6%, avec § € S.
4. On introduit la fonction Ky (x1,...,24) = H?:l m, et on fixe p € S et € > 0.
J

Montrer que pour A assez petit,
¢(x) < (¢ + ||l L) KN ().

5. En déduire que
€0) < e+ I6l) | KOS

6. En faisant tendre A vers 0, montrer que [¢(¢)| < e+ ||¢|| L, et conclure.

*
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