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Exercice 1.  Echauffement : petites questions sur H*(R?)
1. Veérifier que g € H® pour s < —d/2.
2. Montrer que l'injection de H*' dans H®2, pour s; > So, est continue.
3. Montrer que &'(R?%) C |, H*.
d

4. On suppose maintenant que s €]%, g + 1[. Montrer que pour tout « € [0, 1] et z, y,

¢ € R4, il existe une constante C' > 0 (dépendant de d et o) telle que
7€ — o) < Cla— gl

En déduire que pour tout u € S(R?), tout a €]0, s — 4[, il existe C(a, d) tel que

u\xr) —u
Ve, y € RY, W < C(a, d)||u) g

En conclure que H*(R%) s’injecte contintiment dans C%(R?), I’ensemble des fonctions a-
holdériennes bornées.

*

Exercice 2. Cas limite d’injection de Sobolev
1. Montrer que H'(R?) ne s’injecte pas dans L>(R?).
Indication : On pourra s’aider de la fonction = — f/m
2. Soit u € C°(R?). Montrer que |[u|7s < |0z, ull 1|0z, ull 11
3. En déduire que

V9> 2, lullfee < Olulfzp 0 I Vull 2.

4. Montrer que pout tout 6 > 1, il existe une constante C'(6) telle que
lull 20 < CO) (lull o + [ Vullz2).
En conclure que pour tout ¢ > 2, H'(R?) — L4(R?).
*

Exercice 3. L’équation des ondes
1. Soit ug € HY(RN),u; € L2(RY). Résoudre dans C*(R, L2(RY)) :

O?u—Au=0 dans R x RV,
U(O, ) = Uuop,
Ou(0,-) = u;.

Joseph Thirouin 1 DMA 2017/2018



2. Soit f € L'(R™). On suppose de plus Suppf c{€eRY|1<|f <2} Soit
x € D(RY), radiale, telle que x(§) = 0 pour [¢{| < 3 et [¢] > 3, et x(¢) = 1 pour
1 < |¢] < 2. Montrer que F~(eél f) = K (t,2) * f, ou

Kit) = [ (e s,

3. Montrer que |K(z,t)| < ‘%
oz
Indication : On pourra séparer les cas |z| < %, % <lz| <2t et 2t <z
4. En déduire une estimation de décroissance, quand N > 2, pour la solution de I’équa-
tion des ondes, avec des données initiales ug, w1 qui vérifient I'hypothése de la question 2.

*

Exercice 4. Théoréeme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov
Soit © un ouvert de R%, p € [1,00[ et F C LP(). Si f € LP(Q), on étend implicitement
f aR% en posant f(z) =0 pour z ¢ Q. On peut alors considérer, pour h € R?,
Thf iz — f(z+h).
Le but de cet exercice est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme. F est relativement compacte dans LP(SY) si et seulement si F satisfait les trois
conditions sutvantes :

(i) F est bornée.
(ii) F vérifie le critere d’équicontinuité suivant :
Ve >0,36 >0, VfeF, Vhe B(0,9), lmnf— flir@ <e
(iii) F wvérifie le critére d’uniforme intégrabilité suivant :
Ve >0,3R >0, VfeF, |fllw@\Bonr)<Ee
Partie réciproque. On suppose que F vérifie (i), (ii) et (iii).

1. Soient R > 0, p € D(R?) telle que suppp C B(0,1), p > 0, [p = 1. On défi-
nit p,(z) := nép(nz), pour n € N. Montrer que F, g = {(pn * f)|m’f € ]-'} est
relativement compacte dans C°(2 N B(0, R)) (pour tout n € N).

2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe N tel que pour n > N,

VieF, lpnxf—flw<e

3. En déduire que F est précompacte dans LP(2) et conclure.

Partie directe. On suppose que F est relativement compacte.
4. Soit f € CO(RY). Montrer que ||74f — flco — 0 quand || — 0.
5. En déduire que pour f € LP(Q), ||7nf — fllLr(re) — 0 quand |h[ — 0.
6. Conclure : montrer que F vérifie (i), (ii) et (iii).

Application.

7. On suppose € borné. Montrer que I'injection H!(2) < L?(Q2) est compacte (au sens
oil la boule unité de H'(£2) est compacte dans L?(£)).

*
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