
PROCESSUS STOCHASTIQUES - TD 10

Exercice 1 (Les parapluies).
Pierre possède n parapluies qu’il garde soit chez lui, soit dans son bureau à Ulm. Le matin,
avant d’aller au travail, il regarde par la fenêtre le temps qu’il fait :

• s’il fait beau, il ne prend pas de parapluie.

• s’il pleut et qu’il a un parapluie chez lui, il prend le parapluie et va au travail.

• s’il pleut et qu’il n’y a plus de parapluie, il décide de rester chez lui.

Le soir, il fait la même chose (s’il pleut et qu’il n’a pas de parapluies, il décide de rentrer quand
même). On suppose que chaque demi-journée, il pleut avec probabilité p et il fait beau avec
probabilité (1− p), et que de plus, la météo de chaque demi-journée sont indépendantes. Quel
est la limite, quand k tend vers l’infini, de la probabilité que Pierre reste chez lui le k-ème jour ?

Exercice 2 (Marche aléatoire en milieu aléatoire).
Soient (ω+

x )x∈Z une famille de v.a.i.i.d. sur (Ω,F ,P) à valeurs dans ]0, 1[. On fait les notations
suivantes :

ω−x = 1− ω+
x , ωx = (ω−x , ω

+
x ),

ω = (. . . , ω−1, ω0, ω1, ω2, . . .), et ρx =
ω−x
ω+
x
.

Prenons un ω fixé qui servira d’environnement aléatoire. Maintenant définissons ((Xn)n≥0, Pω)
la chaı̂ne de Markov issue de 0 qui vérifie :

Pω[Xn+1 = x+ 1|Xn = x] = ω+
x et Pω[Xn+1 = x− 1|Xn = x] = ω−x .

Nous allons montrer le théorème suivant :

• Si E[log(ρ0)] < 0, alors Pω[limXn = +∞] = 1, P-p.s.

• Si E[log(ρ0)] > 0, alors Pω[limXn = −∞] = 1, P-p.s.

• Si E[log(ρ0)] = 0, alors Pω[lim supXn = +∞, lim inf Xn = −∞] = 1, P-p.s.

1. Soit a ≤ b des entiers, définissons

Πa,b =
∏

a<x≤b
ρx

f(z) =
∑

0≤x<z
Π0,x si z ≥ 0

f(z) = −
∑
z≤x<0

Π−1x,0 si z < 0

Montrer que f(Xn) est une martingale sous Pω pour la filtration canonique.

2. Soient M− < 0 < M+, calculer Pω[Xn touche M+ avant M−].

3. Lorsque E[log(ρ0)] < 0, montrer que Pω[limXn = +∞] = 1 P-p.s.
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4. Lorsque E[log(ρ0)] = 0 et E[log2(ρ0)] <∞. Montrer que, P-p.s.

lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞.

En déduire que Pω[lim supXn = +∞, lim inf Xn = −∞] = 1.

5. (?) Même question lorsqu’on ne suppose pas E[log2(ρ0)] <∞.

Exercice 3 (Polymères dirigés en milieu aléatoire).
Soit ((Xn)n≥0, Q) la marche aléatoire simple sur Zd. Soient (ωn,x)(n,x)∈N×Zd une famille de v.a.
réelles i.i.d. sur (Ω,F ,P). Elles nous serviront de milieu aléatoire. On suppose que pour tout
β > 0, E[eβω0,0 ] <∞ et on définit

λ(β) = log
(
E[eβω0,0 ]

)
.

Pour n ∈ N et X = (Xk)k≥0 une trajectoire fixée, on définit

Hn(X) =
n∑
k=1

ωk,Xk
,

et pour β > 0 nous allons définir une nouvelle mesure µβn sur l’espace des trajectoires de Zd :

dµβn(X) =
1

Zβn
eβHn(X)dQ(X),

Zβn = EQ[eβHn(X)].

Ainsi, la mesure µβn dépend de ω, c’est une mesure aléatoire sur l’espace des trajectoires sur Zd.
Dans cet exercice nous allons simplement nous intéresser au comportement de Zβn .

1. Calculer E[Zβn ].

2. Montrer que W β
n := Zβne−nλ(β) est une martingale pour la filtration

Fn = σ(ωk,x, x ∈ Zd, 0 ≤ k ≤ n).

3. Montrer que W β
n converge p.s. vers une variable limite W β

∞.

4. Montrer que P[W β
∞ = 0] ∈ {0, 1}.

5. Soit X et X̂ deux trajectoires sur Zd et n > 0, on définit

Nn(X, X̂) =

n∑
k=1

1
Xk=X̂k

le nombre de rencontres des deux trajectoires avant l’instant n. Montrer que

E[(W β
n )2] = Q⊗2

[
e(λ(2β)−2λ(β))Nn(X,X̂)

]
,

où l’ecriture Q⊗2 signifie qu’on fait l’espérance pour X et X̂ sont indépendants.

6. Soit πd la probabilité de rencontre de deux marches aléatoires simples sur Zd :

πd := Q⊗2[∃k > 0, Xk = X̂k].

Montrer que si eλ(2β)−2λ(β) ≤ 1
πd

alors W β
∞ > 0 P-p.s.
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