10 Mouvement brownien II

Exercice 10.1 (Condition de cone extérieur). Soit Q un ouvert de RY. On dit que Q satisfait la
condition de cbne extérieur si pour tout x € 9%, il existe un r > 0 et un céne ouvert de révolution C
de sommet x tel que QN C NB(x,r)=@. Montrer qu'un ouvert {2 qui satisfait la condition de c6ne
extérieur et régulier au sens ou pour tout x € Q) on a

inf{t >0:B; ¢Q} = 0.

Correction : Voir preuve du Lemme 14.6.7 dans le poly de Jean-Francois Le Gall.

Exercice 10.2 (Zéros du mouvement brownien). Soit B = (B,,t > 0) un mouvement brownien réel
que I'on suppose continu pour tout w.

1. Montrer que I'application
0 :OxRY — {0,1}
(@, ) = Ip(w)=0

est mesurable lorsque 'on munit Q X R de la tribu & ® #(R™).

Indication: on pourra considerer les ensembles de la forme
Eqp = {w €|Vt €la,b[,B;(w) # 0}
pour tous 0 < a < b, et montrer qu’ils sont dans % .

2. Soit Z = {t > 0| B, = 0}, 'ensemble des zéros du mouvement brownien. Montrer que p.s. &
est fermé, non borné, de mesure de Lebesgue nulle et sans point isolé.

Indication: pour montrer cette derniere propriété, on pourra considérer les temps d’arrét d; =
inf{t > q|B, = 0} pour ¢ € Q", montrer que pour tout g, p.s., d, < 0o, et montrer dans un
premier temps que ces éléments particuliers de & ne sont pas isolés p.s.

Correction :

1. 11 suffit de montrer que ¢ ~!({0}) € Z ® B(R"). Pour cela on remarque que

¢ ({0]) = {(w,t) €@ X RY | By(w) # 0}
= |J {wealVtela,bl, [B.(w)| #0[}x]a,b[

0<a<beQ*

car 4 w fixé, {t € R |B,(w) # 0} est un ouvert de R™ (par continuité de B). Il suffit donc de
montrer que pour tous 0 <a < b e Q™,

Eqp ={w €Q|Vt €]a,b[, |B,(w)| # 0}



est dans &. Or on a

Ep = [{weQ|Vtela+1/nb—1/n], |B(w)| #0}

neN*
= N UtwenlVeelat1/nb—1/n], B(o) = -}
neN* peN* P
= N UtwealVeela+1/nb-1/n1nQ, [B(o) = -}
neN* peN* p
1
=N U N feealb@lz c7.

neN* peN* te[a+1/n,b—1/n]NQ

On a utilisé la continuité de t — B,(w) d’abord pour se ramener a des intervalles compacts
la+ 1/n,b — 1/n], puis pour affirmer que si |B,(w)| > 0 sur [a + 1/n,b — 1/n] il existe
p(w) € N* tel que |B,(w)| > 1/p(w) sur [a+1/n, b—1/n] par compacité de [a+1/n,b—1/n],
et enfin pour se restreindre a des valeurs de t dans Q. Ceci acheve la démonstration de 1..

. & Pour tout w € £, la fonction t — B,(w) est continue ce qui implique que % (w) est fermé.

e De plus, on sait que p.s.

limsupB; = 400 et litminth = —00 et t — B, continu
t—00 —o

ce qui implique que % est p.s. non borné.

e Notons M = A(%) la mesure de Lebesgue de %. On a, d’aprés le théoréme de Fubini (on
peut bien 'appliquer grace a la question 1.),

E(M) = f (f ]]-{Bt(w)=0}dt) dP(w)
0
= J (J ]]'{Bt(w)IO} d]P)(CO)) dt
0

o0
= J P(B, =0)dt = 0,
0

car pour tout t, la loi de B, n’a pas d’atome en 0. La variable aléatoire M étant positive, cela
implique que M =0 p.s. c’est a dire que % est de mesure de Lebesgue nulle p.s..

e Enfin, montrons que & n’a pas de point isolé. Pour g € Q", posons
d, = inf{t > q|B, = 0}.

Le point d, est un élément de &, pour tout g € QT et d, est un temps d’arrét. De plus, pour
tout g € QY, d, est fini p.s. car limsup B = +o0 et liminfB = —oo. Par la propriété de Markov



forte appliquée en d; (donc pas besoin du conditionnement par d,; < oo ici), on sait que le
processus (Et)tZO défini par

B, = By+e = Ba, = By S dg <00
0 sinon

est un mouvement brownien issu de 0. On a alors

P (inf{t > d,|B, =0} =d,) = ]P’(inf{t>0|Bt+dq=qu=0}=0)
= P(inf{t > 0|B, =0} =0)
-1

3

car on sait d’apres le cours que p.s., pour tout € > 0, supq 1B > 0 et inffo ;) B < 0, donc par
continuité p.s. du mouvement brownien, inf{t > 0B, = 0} = 0 p.s. Ainsi, p.s., d; n’est pas
isolé puis p.s., pour tout g € Q,, d, n’est pas isolé.

Pour w € Q, considérons T(w) € Z(w) \ {dy(w),q € Q,} et une suite de rationnels (,),>o
telle que r, T T(w) quand n — oo. Ainsi, pour tout n > 0, r, < d, (w) < T(w) ce qui
implique que d, (w) — T(w) quand n — oo. Donc T(w) n’est pas isolé, et ainsi, p.s., Z n’a
pas de point isolé.

Exercice 10.3 (Loi de I'arcsinus). On définit d; = inf{t > 1|B, = 0} et g; = sup{t < 1|B, =0}.
1. Montrer que d; est un temps d’arrét mais pas g;.
2. On veut calculer la densité de la loi de d;.

(a) Montrer que pour toutt > 1, on a
Pld; < t] = E[g(By)],
ol pour tout x € R on a posé

g(x) =P( sup B, >|x|)
s€[0,t—1]

avec B un mouvement brownien issu de O et indépendant de %;.

N2
d =1+ (7) en loi,
N

ou N et N sont des gaussiennes centrées réduites indépendantes.

(b) Montrer que

(c) En déduire la densité de la loi de d;.

3. Montrer que g; = (d;)"! en loi. En déduire la densité de la loi de g; (la loi de g; s’appelle la
loi de I'arcsinus).

Correction :



1.

2.

Pour d; C’est facile. En revanche g; n’est pas un temps d’arrét car il donne de l'information
sur le futur.

(a) Pourtoutt >1,ona

P(d; <t) = P(Ise[1,t]|B,=0)
= P(3s€[0,t —1]|Byys — By =—By)
= P(3se[0,t—1]|B;=—-B,),

ol par la propriété de Markov faible on sait que B est un mouvement brownien issu de
0, indépendant de &;. On en déduit que

P(dy < 0) = E (E(Lgyero, 11 525,11 = E(2(B1),
ol pour tout x € R on a

gx) =P(Es€[0,t —1][B; = —x)
{ P(SUPseqo,t—1] B, > —x) six<0
<
s <

—X
P(infse[o, -1 B,<—x) = P(SUPseqo,r—1] B,>x) six>0(car B=—B enloi)

=]P’( sup BZZIXI) .
s€[0,t—1]

On a utilisé la méme propriété de 'espérance conditionnelle que dans I’exercice 1, et on
a utilisé le fait que B est continu p.s.

(b) En appliquant le changement d’échelle de paramétre y = v/t — 1 & B, i.e. en remarquant
que (By);>0 = (B(;—1)s/ V't — 1)>0 est un mouvement brownien (toujours indépendant
de Z,), et en notant S, = SUPse[0,u] B, on obtient

g(x) =P( sup B;>|x|)
s€[0,t—1]

= P( sup By > |x|)
s€[0,1]

=P(sup vt —1(Bq /v t—1)=x])

s€[0,1]

=P(y/t—1 sup B, >|x|)

s€[0,1]

= P(V/t - 18, = |x])

On note en passant que S; est indépendant de Z;, donc de B;. On en déduit, en notant



génériquement P, la loi de Z, que

P(dy <t) = Jg(x)dPBl(x)
= f (B[ ve=t3,2/xp]) dPs, (x)

=E U ﬂ{maaxudpm(x)}

= E[E[1{/=13,>(5,3I51]]

= P[y/t—18; > |B4|].

On remarque que S; et |B;| sont des variables indépendantes (on I'a d’ailleurs utilisé
pour faire apparaitre le conditionnement). De plus on a I'égalité en loi S; = |B;|, donc
S, et |B;| sont égales en loi, de méme loi que la valeur absolue d’une gaussienne centrée
réduite. En notant N et N deux gaussiennes centrées réduites indépendantes, on en
déduit que
Pld, <t] = P[vt—1|N| <|N|] = P[1+N?/N*<t].

Cela montre que d; a la loi de 1+ (N/N)? ou N et N sont deux gaussiennes centrées
réduites indépendantes.

(c) Calculons la densité de cette loi par rapport a la mesure de Lebesgue. Pour tout fonction
f : Rt —» R' mesurable bornée, on a

+00 +00 1 le )
E(f(dy)) ZJ f %f (14—;) e 2 dndp

=—00
+00 p+o0 1 nz a2ap?
=4 —f|1+—=]e 2 dndp
n=0 Jp=0 21 p
+ +00 9
= 4f f(u)—p e_%dudp
u=1 p:0 47‘[ Vv u-— ].
J +00 f (u) J +00 ~ w? g g
= _— pe 2 dp u
u=1 TVU— 1 p=0
400
- | fw——du
u=1 muvu—1
La loi de d; a donc pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue
1
u

—_—1 .
muvu—1 tu>1}
3. Ona, p.s.,

sup{t <1|B, =0}
(inf{u > 1By, = O})_1
= (inf{t=1tBy,, =0}) .

&1

5



Puisque (X;);>o défini par X, = 0 et X, = tBy;, pour t > O est un mouvement brownien
(résultat du cours), cela implique que g; a la méme loi que (d;)~*. Alors pour toute fonction
f : Rt — R* mesurable bornée, on a

* i 1
E(f(g1)) = J f (;) ——dx
1 nxvx—1

1
1
= | f(y)————=dy,
Jo T/ y(1=y)

la loi de g; a donc pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue

1
— o<y <a}-
T/ y(1=Yy)

Exercice 10.4. 1. Soient X et Z deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans S!, la
sphere unité. Montrer que si Z suit la loi uniforme sur S!, alors X Z suit la méme loi que Z et
est indépendant de X.

—

2. Soit (B;);>¢ un mouvement brownien et T un temps d’arrét fini. Soit U une variable aléatoire
strictement positive Z-mesurable. Montrer que

1
T\(U) _ T
(Bt )[ZO - (EBUZt)
t>0

est un mouvement brownien indépendant de & (et donc aussi de U). On rappelle que
B! =B, —Br.

Correction : Bureau V4.

Exercice 10.5 (Maxima locaux du mouvement brownien). Soient p, q, r, s € Q, telsque p < g <
r <s. Montrer que

}P’( sup B; = sup Bt) =0.

p<t=<q r<t<s

En déduire que p.s. les maxima locaux de la fonction t — B, sont distincts.

Correction : Bureau V4.

Exercice 10.6 (B, = a et B, > a). Montrer que pour tout a > 0, p.s., on a

inf{t > 0|B, =a} = inf{t >0|B, > a}.

Correction : Bureau V4.



