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REGULARITE ELLIPTIQUE ET INEGALITE DE TRUDINGER

Séance du 12 décembre 2014

Exercice 1.  Régularité elliptique
Soit 2 un ouvert de R™ et A € C%1(9) telle que

< Ag, € >> ¢

Pour h € R™ on note mpu = u(z+ h) et Apu = w Soit € et Q tels que ¥ C
et Q7 C Q.
1. Rappeler pourquoi, pour u € H'(2) et h assez petit

[Thu — ull L2y < Rl Vul r2(0)-
Soit f € L?(Q2). Soit u une solution faible de
—div(AVu) = f.
2. Montrer que pour tout h assez petit et ¢ € H', a support dans €’ on a
/(ThA)V(Ahu).VqS = /(Ahf)¢ — /AhAVu.Vqﬁ.

3. En s’inspirant de la preuve de l'inégalité de Cacciopoli, montrer que

VAP <C [ (uf +117).
Q' Q
4. En déduire

VP <0 [ (P +17P).
94 Q

5. On considére maintenant le probléme de Dirichlet

—div(AVu) = f sur R
u=0sur OR

ot R est le rectangle [0,a] x [—a,a]”" L. Soit R’ = [0,a/2] x [~a/2,a/2]" . Montrer que

[ vk <c [ (ul +117).
R’ R

Exercice 2. Inégalité de Trudinger

1. Soit u € H%(Rn) Montrer que 'on peut écrire u = J% x v, avec v € L? et

1

U= T
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2. En étudiant la distribution

— 2 ded
TENTE

ue DR\ {0}) — / e

définie par une intégrale oscillante, montrer que J% est C° sur R™\ {0} et décroit rapide-
ment quand |z| — oo.

3. Montrer que pour |z| <1, on a

[ Ja (z)] < Clz[ 2.

Indication : On pourra remarquer que Jz —F ~1(]¢|~ %) est une fonction continue, et estimer
F1(|¢|"%) par homogénéité.
4. En déduire

C
2—6 n
HJ§HL275 < 5

5. En utilisant le théoréme de Young, montrer que
1,1
lulle < C(24p)2 P llull ;3

6. En déduire qu'il existe (| ) tel que

Jull ;3

/ (eﬂ“(:”)|2 —1)dz < 0.
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