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TD10 : FINITUDE EN ALGEBRE
COMMUTATIVE

Diego Izquierdo
Les exercices 0, 0°, 1, 2 et 7 ont été traités en TD.

Exercice 0 (a préparer) : Exercices de théorie de Galois
Faire I'exercice 15 du TD8 et 'exercice 10 du TD9.

Exercice 0’ : Et un dernier exercice de théorie de Galois
Faire 'exercice 14 du TD9.

Exercice 1 (a préparer) : Vrai ou faux?

1. La C-algébre C[T, T~ est de type fini et il existe a € C[T,T7!] tel
que C[T,T7'] est une C|a| algebre finie.

2. Si « est un nombre algébrique, alors Z[a] est une Z-algébre de type
fini qui n’est pas forcément finie.

3. Si a est un entier algébrique, alors Z|a] est une Z-algébre finie.

4. L’anneau intégre Q[X,Y]/(X?® — V) est intégralement clos.

5. Le nombre M est un entier algébrique.

6. Soit p un nombre premier. L’ensemble des polynomes Q) € F,[ X, ..., X,)]
tels que Q(X1,....X,) = Q(Xo+1, X5+ 1,..., X, +1,X; + 1) est une
F,-algeébre de type fini.

7. Soit A un anneau principal. Soit B une A-algébre de type fini. Il existe
alors des éléments aq,...,a; € B algébriquement indépendants sur A
tels que Alay, ..., aq) C B est une extension finie d’anneaux.

Exercice 2 (& préparer) : Anneau des entiers d’une extension qua-
dratique de Q
Soit d un entier different de 0 et 1 et sans facteurs carrés. Soit K = Q(v/d).
On cherche a déterminer I'anneau des entiers Og.
1. Montrer qu'un élément de K est un entier algébrique si, et seulement
si, Nkjg(x) et Trg q(x) sont dans Z.

2. En déduire que Ox = Z[V/d] si d #1 mod 4 et que Og = Z |:_1+2\/3:|
sid=1 mod 4.

Exercice 3 : Extensions biquadratiques
Soient m,n € Z\ {0, 1} distincts sans facteurs carrés. Soit K = Q(y/m, /n).
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1. Calculer 'anneau des entiers Ox de K en fonction de m et n. En
particulier, montrer que Og = Z #, #ﬁ} sim=n=1 mod 4.
2. Dans le cas m = n =1 mod 8, montrer qu’il n’existe pas d’élément

r € Ok tel que O = Zlz]. On pourra déterminer le cardinal de

I'ensemble des morphismes d’anneaux de Ok a valeurs dans Z/27Z.

Exercice 4 : Anneaux d’entiers d’extensions cubiques 1
1. Montrer que Panneau des entiers de Q(v/2) est Z[v/2].

Indications : Soit O I’anneau des entiers de K = Q(+/2). Soit x = a + b3/2 +
ev/4 e O avec a,b,c€ Q. On a :

Trig(r) =3a € Z, TrK/Q(x\?’/i) =6c € Z, T?"K/Q(me/i) =6b € Z.

On écrit donc a = n/3, b = m/6, ¢ = /6, avec n,m,! entiers. Le polynéme
caractéristique de la multiplication par x sur le Q-espace vectoriel K est :

—X3 4+ 3aX? + (6bc — 3a>) X + a® + 2b° + 4¢> — 6abe.

De méme, le polynome caractéristique de la multiplication par x+/2 sur le Q-
espace vectoriel K est :

— X3 4 6cX? 4 (6ab — 12c¢*) X + 8¢® 4 2a® + 4b® — 12abc.

On en déduit que 6bc — 3a® € Z, a® + b* + ¢3 — 6abc € Z et 6ab — 12¢2 € Z.
Autrement dit, ml — 2n? € 6Z et 8n® + 2m3 + 413 — 12nml € 216Z. On vérifie
aisément que cela impose que 3 divise n, que 6 divise m et que 6 divise [. Par

conséquent, z € Z[V/2] et O = Z[V/2].

2. Soit # € C tel que 82 — 0 — 4 = 0. Montrer que (1,0, #) est une
Z-base de 'anneau des entiers de Q(6).

Indications : Soit O 'anneau des entiers de K = Q(f). Le discriminant de la
base (1,0, 0?) est :

A=—4-(-1)*-27-(-1)* =4-107.

Soit Ak le discriminant d’une base de O. Comme O contient Z[6], on a : ﬁ

[O : Z[0]])?. Donc [O : Z[0]] € {1,2}. Comme % est racine de X — X? —3X —2,

on a 9*—292 € O, et donc (1,6, #) est une Z-base de O.

Exercice 5 : Anneaux d’entiers et polynémes d’Eisenstein
Soit K /Q une extension finie de degré n, soit u € Ok tel que K = Q(u). Soit
p un nombre premier tel que le polyndéme minimal de u sur QQ soit d’Eisenstein
en p. L’objectif de I'exercice est de montrer que p ne divise pas l'indice de
Z[u] dans Ok.

1. Montrer que “T:L € Ok et que p* ne divise pas Ng/g(u).
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Indications : Soit P = X" + a,_1 X" ! 4+ ... + a¢ le polynome minimal de w.
On a alors :

n
Ap—1 . _ ap
="yt - - 2 €0k,

p

u
p p
De plus, on a [N /g (u)| = |agl, donc p® ne divise pas N q(u).

2. Supposons que p|[Ok : Z[u]].

(2)

Montrer qu’il existe © € Ok \ Z[u] tel que pr € Z[u]. En déduire

qu’il existe bg,...,b,_1 € Z non tous divisibles par p tels que x =
bo+...4by—1u" !

(b)

Montrer que y =

(c)

(d)

3. Si

p

Indications : On remarque que Ok /Z[u] est un groupe abélien fini d’ordre
multiple de p. Il posséde donc un élément d’ordre p. En le relevant & Ok, on
obtient © € Ok \ Z[u] tel que pr € Z[u]. On en déduit immeédiatement qu’il existe

bot.tbnp_u" "t

bo, ...,bn_1 € Z non tous divisibles par p tels que x = b

Notons r le plus petit entier tel que b, n’est pas divisible par p.
bru”+..bp_qun L

> est dans Og.

botbiut...4b_qu” "t
p

Indications : Comme p divise by, ...,b._1, on a € Ok. Donc

botbiut... b qu”?
p

y:]}— GOK~

bTu"* 1

Montrer que z = € Ok.

. . 1 br n—1 br ny o bn— 2n—r—2 .
Indications : On a y" 17y = 2% Forpw Hotbniu € Ok. Mais, la

p
T+1u"+...+bn_1u2”77‘72 brun—l

m € Ok. Donc z = o— € Ok.

question 1 montre que b

Obtenir une contradiction en calculant la norme de z.

Indications : Soit ag le coefficient constant du polynéme minimal de u. On a

n n—1
Nk g(z) = % € Z. Cela est absurde car p ne divise pas b, et p? ne

divise pas Ng/q(u).

q est une puissance de p et K = Q(/p), montrer que Ok = Z[3/p|.

Indications : Le discriminant de X7 — p est ¢7 - p?~*. Donc [Ok : Z[¢/p]] est
une puissance de p. Mais, comme X7 — p est Eisenstein, la question 2 montre que
p ne divise pas [O : Z[¢/p]]. Par conséquent, Ox = Z[y/p].

Exercice 6 : Anneaux d’entiers d’extensions cubiques 2

Soit d €

Z, d > 1 sans facteur cubique. Notons § = v/d et K = Q(6). On

cherche & déterminer 'anneau des entiers Ok de K.
1. Montrer que la base (1,6, 6?) est de discriminant A = —27d>.

Indications : Le discriminant A est le discriminant du polynéme X2 —d : c’est
donc —27d2.

2. On écrit d = ab?, avec a,b € N sans facteur carré. On pose 0 =
va2b. Montrer que K = Q(#) et calculer le discriminant A’ de la base
(1,0',60).



Algebre 2 03/12/2015

Indications : Les polynomes X° — d et X3 — a?b sont de degré 3. Donc [K :

Q] = [Q(¢) : Q] = 3. De plus, 00" = ab € Q. Donc K = Q(¢'). Le discriminant

de la base (1,0',0?) est A’ = —27a*b?.

3. Montrer que (1,6, 6") est une Q-base de K et calculer son discriminant
A,

Indications : On a ¢/ = % = %jz. Donc (1,6,6') est une Q-base de K et
A" = (2)* A = —27a22.
4. On note f, f et f” les indices respectifs de Z[0], Z[0'] et Z @ 7.0 © 7.0’
dans O.
(a) Montrer que toutes les Z-bases de Ok ont méme discriminant. On
le note Ag.
Indications : Soient B et B’ deux bases de Ok, de discriminants Ap et Ag,. 1l
existe alors P € GL3(Z) telleque B = PB’. On aalors Ag = (det P)?Ap/ = Ap.

A A/ A//
(b) Montrer que f2 = Ag’ 2= Ar et f//2 = Ar”
Indications : Soit By une base de Ok et B = (1,0,60%). Soit P € M, (Z) telle
que PBy = B. On a alors :

A= (det P)QAK = szK-

Les autres égalités sont analogues.
(c) Montrer que aA f =1 et que bA f* = 1. On pourra utiliser I'exercice
D.

Indications : Si p est un nombre premier divisant a, on remarque que X3 — d
est p-Eisenstein, donc a A f = 1. De méme, si p est un nombre premier divisant
b, on remarque que X° — a?b est p-Eisenstein, donc b A f/ = 1.
(d) En déduire les assertions suivantes :
(1) A <0;
’ Indications : Ax = f72A = —27d%2f 2 < 0.
(i) a?b?*|Ak|27ab?;
Indications : On a: Ax|A” = —27a%b?. Par ailleurs, aA f = 1l et Ag = *2;‘;2174,
donc a?|Ak. De méme, b?|Ag. Donc a?b?|Ak.
(iii) si 3|a, alors 27a%| Ay ;
Indications : Cela découle du fait que a A f =1 et que Ag = ’2;‘;%4.
(iv) si 3|b, alors 270%|A.
’ Indications : Analogue a (iii).
5. Montrer que si 3|d, alors Ax = —27a%b* et (1,60,6') est une base de
Ok.
Indications : Dans ce cas, 3 divise a ou b. Donc d’aprés 4(d), ou bien 27a? et

b? divisent Af, ou bien 2762 et a? divisent Ag. Dans les deux cas, 27a2b?| A,
et donc Ax = —27a%b%. Donc f” =1, et (1,0,0') est une base de O

6. Supposons que 3 ne divise pas d et que d = 1 n’est pas multiple de
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9. Montrer que le polynéme minimal de # — d est 3-Eisenstein. En
procédant comme dans les questions précédentes, en déduire que A =
—27ab? et (1,0,0') est une base de Ok.

Indications : Le polynéme minimal de § — d est (X + d)3 — d : il est donc 3-
Eisenstein. Par conséquent, 3 ne divise pas f. De plus, Ax = %"2[’4 etanf=1.
Donc 27a? divise Ak . On peut montrer de méme que 272 divise A . Donc 27a2b?
divise Ak, et Ag = —27a%b?. On conclut ensuite comme dans la question 5.

7. On suppose d =1 mod 9. On pose o« =
(i) Montrer que o € O et calculer son polynéme minimal.

146462
R

P _1)2
Indications : Le polynome minimal de o est X3 — X2 — %X — (d271)

a coefficients dans Z. Donc o € Ok.

.1l est

(ii) En déduire que 3|f”, puis que A = —3a?b>.

A
a’b?|Ak. Donc Ag = 3ab3.

Indications : Dans le quotient Ok /(Z & Z6 ¢ Z0'), on remarque que aba est
non trivial et que 3aba est trivial. Donc Ok /(Z & Z60 ® 76") posséde un élément

d’ordre 3, et 3 divise f”. Donc Ax|3a?b?. Mais en plus, L‘ibz est un carré et

(iii) Montrer que (o, 8,6") est une Z-base de Of.

Z-base de Og.

Indications : Le discriminant de (o, #,0’) est —3a?b?. Donc (o, 0,0’) est une

8. Supposons d = —1 mod 9. On pose o/ = #

(o/,6,0") est une Z-base de Ok.

. Montrer que

’ Indications : Analogue & la question 7.

Exercice 7 : Anneaux d’entiers de corps cyclotomiques 1

Soient p un nombre premier et k£ > 1 un entier. Soient Q une cloture algé-
brique fixée de Q et ¢ € Q une racine primitive p*-éme de l'unité. Soit Ok
I'anneau des entiers algébriques de Q(().

pk

1. Montrer Iidentité p = [ (1 — (7).
k.
2. En déduire que (¢ —1)O, NZ = pZ.
Supposons k = 1.
3. En utilisant la trace, montrer que 'anneau O, est égal a Z[(].
Revenons au cas général k > 1.
4. Montrer que 'on a Oy = Z[(] 4 p™ O, pour tout m > 0.
5. Montrer que le discriminant de ®,. est, au signe prés, une puissance
de p (que I'on explicitera).
6. En déduire que 'anneau O, est égal a Z[(].

Exercice 8 : Anneaux d’entiers de corps cyclotomiques 2
Soient K et L deux extensions galoisiennes finies de Q telles que KN L = Q.



Algebre 2 03/12/2015

1. Montrer que I'extension composée KL de QQ est galoisienne finie.
Indications : Si K et L décomposent respectivement P, Q € Q[X], alors Q C KL
décompose PQ et est galoisienne finie.

2. Montrer que la restriction induit un isomorphisme de groupes Gal(KL/L) =
Cal(K/Q).

Indications : Considérons le morphisme de restriction Gal(KL/L) —
Gal(K/K N L) : il est injectif puisque KL contient K. De plus, tout automor-
phisme de Gal(K/Q) peut s’étendre en un automophisme de KL par L-linéarité,
ce qui est permis car on a LN K = Q.

3. Montrer que Papplication canonique Gal(K L/Q) — Gal(K/Q)xGal(L/Q)
est un isomorphisme de groupes.

Indications : Soit ¢ : Gal(KL/Q) — Gal(K/Q) x Gal(L/Q) le morphisme
de restriction. Il est injectif par définition de KL et surjectif en prolongeant
successivement & L et & KL par 2.

Soit Ok (resp. Or, resp. Ok ) anneau des entiers de K (resp. L, resp. K L).

On note Ak (resp. Ay, resp. Agy) le discriminant de K (resp. de L, resp. de

KL), c’est-a-dire le discriminant d’une Z-base de Ok (resp. Op, resp. Okr).
4. Expliquer pourquoi Ag et Ay sont bien définis et sont dans Z.

Indications : Soient B et B’ deux bases de Ok, de discriminants Ag et Ag:. 1l
existe alors P € GL3(Z) telle que B = PB’. On aalors Ap = (det P)?Ap = Ap.
Donc Ak est bien défini.

De plus, par définition du discriminant, Agx € QN Ok = Z.

On suppose que A et Ay sont premiers entre eux. Soient (aq, ..., a,) (resp.
(b1,...,bs)) une base du Z-module Ok (resp. Or).
Soit z = Z” zija:b; € O avec x;; € Q. Pour 1 < ¢ < r, on note z; =
Zj ZL‘Z‘jbj.

5. Montrer, pour tous i, j, que 'on a Agz; € Op, et donc Agx;; € Z.
Indications : Pour g € Gal(KL/L), on écrit g(x) = >, zig(a;)b; =
> 9(ai)x;. En faisant varier g € Gal(KL/L), on obtient

g1(x) gi(a) .. gi(ar) 1

gT'('r) 97'(a1) R gr(ar) Ty
En particulier, les gi(x),...,g,(x) engendrent un sous-Ox-module de celui
engendré par les xi,...,x,; et, par la question (b), il est d’indice divisant

Ag = (det ((g,-(aj))q;j))2 € Z. De ce fait, pour tout i, Agx; appartient a
Zj Okgj(z)NL C O NL = Or. Par définition des b;, on en déduit Agz,; € Z
pour tous 1, j.

6. En déduire que O, = @ a;b;Z et que Ay = A%:Q]A[LK:Q}.

1<i<r
1<5<s
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Indications : De la méme maniére, Arz;; est un entier relatif pour tous g, j.
Parce que Ag et Ar, une utilisation du lemme de Bézout donne z;; € Z comme
voulu. Maintenant que ’on dispose d’une Z-base de O, il suffit de calculer pour
obtenir la relation Axy = A[I?:Q]A[LK:Q].

Soient m,n > 1 deux entiers premiers entre eux. Soient «, 8 € Q des racines
primitives respectivement m-éme et n-éme de 'unité.

7. Montrer Q(a) NQ(S) = Q.

Indications : Comme m et n sont premiers entre eux, Q(«, ) est le sous-corps de
Q engendré par une racine primitive mn-éme de I'unité : il est de degré ¢(mn) sur
Q et de groupe de Galois (Z/mnZ)* ~ (Z/mZ)* x(Z/nZ)*. De plus, Q(a)NQ(3)
est fixe par le sous-groupe de (Z/mZ)* x (Z/nZ)* engendré par un générateur
de (Z/mZ)* et un générateur de (Z/nZ)* : il est fixe par tout Gal(Q(a, 8)/Q)
et on a Q(a) NQ(B) = Q.

8. En utilisant I’exercice précédent, en déduire que ’anneau des entiers
de Q(«) est Z[a].

Indications : On montre par récurrence sur le nombre de facteurs premiers de
m la propriété suivante : 'anneau des entiers de Q(«) est Z[a] et les facteurs
premiers du discriminant de Q(«) sont contenus dans les facteurs premiers de m.
L’initialisation se fait & I’aide de I’exercice 7, et I’hérédité utilise les questions 6
et 7.

Exercice 9 : Anneaux intégralement clos et polyndémes
Soit A un anneau intégralement clos de corps des fractions K.
1. Soit P € A[X] tel que P = QR, avec @, R € K[X] unitaires. Montrer
que Q, R € A[X].
2. Montrer que A[X] est intégralement clos.

Indications : Voir le théoréme 8.23 du polycopié¢ d’Algebre 2 d’Olivier Debarre
(http://www.math.ens.fr/~debarre/).

Exercice 10 : Extensions quadratiques, le retour

Soit A un anneau factoriel dans lequel 2 est inversible. Soit a € A qui n’est
divisible par le carré d’aucun élément irréductible de A et qui n’est pas un
carré. Montrer que B = A[X]/(X? — a) est intégralement clos. Est-il forcé-
ment factoriel 7

Indications : Soit K le corps des fractions de A et L = K(y/a) le corps des
fractions de B. Soit x = y+z+/a € L entier sur A. On a alors Trp /x(r) =2y € A
et Np/k(z) = 2> —az® € A Donc y € A et az? € A. Comme A est factoriel
et a n’a pas de facteurs carrés, on déduit aussi que z € A. Donc x € B et B
est intégralement clos. En prenant A = C[T] et a = T(T + 1)(T + 2), Panneau

B =CI[T, X]/(X? - T(T + 1)(T + 2)) n’est pas factoriel.

Exercice 11 : Anneaux normaux et actions de groupes
Soit A un anneau intégre sur lequel agit un groupe fini G. On note AY
I’anneau des invariants.
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1. Montrer que 'action de G s’étend en une action sur le corps de frac-
tions K de A.

Indications : 1l suffit de poser g - % = (’;%‘Z pour g€ G,a € Aet be A\ {0}

2. Montrer que le corps des fractions de A est K©.

Indications : Le corps des fractions est évidemment contenu dans K. Récipro-
quement, soit x € K. Soient a,b € A tels que x = 7. Pour chaque g € G, on a

b(g-a) =a(g-b). Soit ¢ =[] e (13(9 - b). Pour go € G\ {1}, on a:

go-(ac)=blgo-a) [ (9-b)=algo-b) [] (9-b)=ac

g€G\{1,90} 9€G\{1,90}

go - (be) = (go - b) H (g-b) =bc.
9€G\{go}

Donc = = {< est dans le corps des fractions de AC.

3. Montrer que, si A est intégralement clos, alors A I'est aussi.

Indications : Si 2 € K€ est entier sur A“, alors il est entier sur A. Comme A
est intégralement clos, on déduit que 2 € A. Par conséquent, x € AN K& = AY,
et AC est intégralement clos.




