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TD10 : MODULES DE TYPE FINI SUR UN
ANNEAU PRINCIPAL

Diego Izquierdo
L’exercice 0 et les deux premiéres questions de l’exercice 2 sont a préparer avant la
séance. Nous traiterons les exercices dans l'ordre suivant : 0, questions 1 et 2 de l’exercice

2, 5, 14.

Exercice 0 (a préparer) : TD8 et TD9
Faire la question 3 de I'exercice 6 du TDS8 et 'exercice 3 du TD9.

Exercice 1 : Facteurs invariants
Trouver les facteurs invariants du Z-module :

ZJ/AZ S LI8Z & L)6Z ®Z/18Z D ZL]TL.

’ Indications : 2, 2, 12, 504.

Exercice 2 (questions 1 et 2 a préparer) : Examen 2012

1. Soient n > 1 un entier et uq, ..., u, des éléments de Z" linéairement
indépendants dans 'espace vectoriel Q™. Soit M le sous-groupe de Z"
engendré par uq, ..., u,. Montrer que l'indice de M dans Z" est égal a
la valeur absolue du déterminant des vecteurs uq,...,u, dans la base
canonique.

2. Soit M sous-groupe de Z3 engendré par u; = (2,1,1), us = (1,2,1) et
uz = (1,1,2). Calculer Z3/M.

3. Plus généralement, soit (u; ;)1<i<n1<j<n la matrice telle que u; ; = 2 si

i = j et u; ; = 1 sinon, et notons uy, ..., u, les vecteurs colonne de cette
matrice. Soit M le sous-groupe de Z" engendré par uq, ..., u,. Calculer
Z" /M.

’ Indications : Z/(n + 1)Z.

Exercice 3 : Bases adaptées
1. Donner une base adaptée pour le sous-Z-module M de Z* engendré
par (2,—1,0,0), (—1,2,—-1,-1), (0,—1,2,0) et (0,—1,0,2). Calculer le
quotient Z*/M.

’ Indications : Le quotient est (Z/27Z)2.

2. Méme question pour le sous-Z-module M de Z? engendré par (4, 8, 16),
(1,5,10), (6,2,4) et (5,8,6).

’ Indications : Le quotient est Z/40Z.
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3. Méme question pour le sous-module de Z?3 défini par 5z + 7y +352 = 0.

’ Indications : Le quotient est Z.

4. Méme question pour le sous-module de Z3 défini par z + 2y +32 =0
mod 4.

’ Indications : Le quotient est Z/47Z.

5. Méme question pour le sous-C[[X]]-module de C[[X]]*> engendré par
(L=X)"H (1= X*)" et (L+X)7" (1 +X2)7).

’ Indications : Le quotient est C[[X]]/(X?).

6. Exhiber deux sous-Z-modules M et N de Z? de rang 2 tels qu’il n’existe
pas une base (e, es) de Z? pour laquelle on peut trouver des entiers
a,b, c,d tels que (aeq,bey) est une base de M et (ceq, dey) est une base
de N.

Exercice 4 : Z[i]-modules finis
1. Combien existe-t’il de Z[i]-modules de cardinal 3 & isomorphisme prés ?
de cardinal 57 de cardinal 97

Indications : L’anneau Z[i| est principal. Donc un Z[i]-module fini M s’écrit
sous la forme :

M = D7)/ (=)

ou z, € Z[i] pour chaque 7 et z1|23]...|2,. En utilisant la question 1 de lexercice
2, on voit immédiatement que |[M| = |2;...2,.|?. Il n’existe donc aucun Z[i]-module
de cardinal 3, il existe deux Z[i]-modules de cardinal 5 (& savoir Z[i]/(2 + i) et
Z[i]/(2 — 1)) et un Z[i]-module de cardinal 9 (a savoir Z[i]/(3)).

2. (plus difficile) Combien existe-t’il de Z[i]-modules de cardinal 5 - 6* &
isomorphisme preés ?

Indications : Un Z[{]-module fini M s’écrit sous la forme :

M = PP/ (=),

r=1 s=1

ol 21, ..., 2, sont des irréductibles deux & deux non associés et a,s > 0. On

a |[M| = [I,|z|?*=. A unité pres, la liste des irréductibles dans Z[i] est la

suivante :

e il y a un irréductible 7y de norme |mg|? = 2;

e pour chaque premier p =1 mod 4, il y a deux irréductibles m, et 77;) de norme
D;

e pour chaque premier p = 3 mod 4, il y a irréductible 7, de norme 2.

Il n’y a pas d’autres irréductibles. Comme 52 - 6* = 24 x 3% x 53, en comptant, on

voit alors que la réponse est 5 x 2 x (4 + 4 4 2) = 100.

Exercice 5 : Retour sur le théoréme des deux carrés
Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 4. Montrer qu’il est possible de
munir Z/pZ d’une structure de Z[i]-module. En déduire qu’il deux entiers a
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et b tels que p = a® + b°.

Exercice 6 : Une caractérisation des anneaux principaux

Soit A un anneau commutatif unitaire intégre et noethérien. Montrer que A
est principal si, et seulement si, tout module de type fini sans torsion sur A
est libre.

Indications : Le sens direct découle du théoréme de classification des modules
de type fini sur un anneau principal. Supposons que tout module de type fini sans
torsion sur A est libre. Soit I un idéal non nul de A. Comme A est noethérien, il
existe aq,...,a, € A tels que I = (ay, ..., a,). On en déduit que T est un A-module
de type fini. Il est sans torsion car A est intégre. Donc il est libre par hypothése.
S’il était de rang au moins 2, il existerait z,y € I deux éléments A-libres : mais
yx — xy = 0 est une relation de liaison entre ces deux éléments, absurde! Donc I
est de rang 1, ce qui signifie qu’il est principal.

Exercice 7 : Matrices a coefficients dans des anneaux euclidiens
Soit A un anneau euclidien. Soit M € M,, ,(A).
1. Montrer qu’il existe P € M,,(A) et Q € M,,(A) produits de matrices
élémentaires telles que PM() est de la forme :

d 0 0 .. 0 .. 0
0 do 0 .. 0 .. 0
0 0 dg ... 0 .. O
o o0 0 .. d .. 0
o 0 o0 .. 0 .. 0

ol dy, ...,d, sont des éléments de A tels que dy|dz|ds]...|d,.
2. Montrer que, si M € GL,(A), alors il existe P € M, (A) produit de
matrices élémentaires telle que :

10 0 0
0 1 0 0
PM=1|: : .o :
00 .. 1 0
00 0 det(M)

En déduire que le sous-groupe de GL,(A) engendré par les matrices
élémentaires est SL,(A).

Exercice 8 : Partiel 2014
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Soit A un groupe abélien. Pour n € N* on note S(A,n) lensemble des
sous-groupes de A d’indice n.

1. Soit X € S(A,n). Montrer que nA C X.

2. Montrer qu’il existe une bijection entre S(A,n) et S(A/nA,n).

3. Soient m € N* et N € N*. Montrer que, si mAn = 1, alors il existe une
bijection entre S((Z/mnZ)™,mn) et S((Z/mZ)N,m) x S((Z/nZ)N ;n).

4. Montrer que S(Z?,2) posséde 3 éléments, que I’on explicitera.

5. Faire la liste des éléments de S(Z?, n). Pour ce faire, on pourra faire la
liste des X € S(Z?,n) tels que X N(Z®0) = aZ @0 C Z? pour chaque
diviseur positif a de n. En déduire que |S(Z2, n)| = Za‘n a, puis expli-
citer les séries génératrices Y o [S(Z* p")|T" et >, o, |S(Z* n)|n"*.

6. Faire la liste des éléments de S(Z%,n). En déduire que |S(Z3,n)| =
> apjn @°b, puis expliciter les séries génératrices >_, . [S(Z%, p")[T" et

D ns1 |S(Z2, n)n=.

Exercice 9 : Arbre de Bruhat-Tits
Soit p un nombre premier. On note Vj le Z-module Z? = Z & Z. Soit V;
I’ensemble des sous-Z-modules d’indice p dans V.

1. Montrer que V; a exactement p + 1 éléments.

’ Indications : Cela découle de la question 5 de I’exercice 8.

Soient V7 un élément de V; et Vs, 'ensemble de ses sous-modules d’indice p.
2. Montrer que V; a exactement p+1 éléments et qu’il contient un unique
sous-module homothétique a Vj.

Indications : On remarque que V;j est un sous-module de Z?. On en déduit qu’il
est de type fini (car Z est noethérien) et sans torsion. Il existe donc n > 0 tel que
Vi =2 Z". Comme V; est d’indice fini dans Z2, il est de rang 2. Donc V; = Z? et,
d’aprés la question 1., V5 a p + 1 éléments. Soit Vo € Vo homothétique a Vj.
Soit m € N tel que Vo = mVj. Alors on a [V : Vo] = m? = [Vo : V][4 : Vo] = p2.
Donc V5 = pVjp, et Vs contient bien un unique sous-module homothétique a Vj.

On munit 'ensemble (de sommets)
7T, = {sous-Z-modules de Z* d’indice une puissance de p}/(homothétie)

de la structure de graphe suivante : une aréte relie v a v §’il existe des
représentants V' et V' de v et v’ respectivement tels que V' est un sous-module
d’indice p de V.
3. Montrer que I'on a une aréte v — v’ si et seulement si il existe une
aréte v — v.

Indications : Considérons v — v’ une aréte. Soient V et V' des représentants
de v et v’ tels que V est un sous-module d’indice p de V'. On remarque alors que

PV CV et [V :pv) = W]

= p. Donc v/ — v est une aréte.

Les questions suivantes établissent alors que la structure de graphe conférée
a T, est en fait un arbre non orienté. Soient v et v’ deux sommets de 7.

4
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4. Montrer qu’il existe des représentants V(o) et V() de v et v’ respecti-
vement ainsi que des Vj;) pour 1 < ¢ < n — 1 vérifiant Vigy 2 V{y) 2
- 2 Vi) et tels que V(11 est d’indice p dans V{;) pour tout «.

Indications : Soient Vo) et W des représentants de v et v'. Soit m > 0 tel que
V(o) est d’indice p™ dans Vp. Soit V' = p™W. On remarque immédiatement que
V' C Vigy. Si V' = V{g), il n’y a rien & démontrer. Supposons donc que Vigy # V.
D’aprés le théoréme de classification des groupes abéliens finis, V{g)/V' s’écrit
sous la forme :

k
Vio/V' =P z/pL.
=1

Ce groupe contient bien un sous-groupe d’indice p. Donc V(o) contient un sous-
module V(;y d’indice p contenant V’. De méme, on montre que, si V(;) # V', alors
V(1) contient un sous-module V() d’indice p contenant V'. Et on continue ainsi :
en procédant par récurrence, on trouve donc des V(;) pour 1 < i < n vérifiant
Vioy 2 Vi) 2 -+ 2 Viny, Vimy = V' et tels que V{;41) est d’indice p dans V{;) pour
tout 4.

Remarque : On peut aussi faire appel au théoréme de la base adaptée : il
montre qu’il existe une base (e1, ez2) de V(o) et des entiers a,b > 0 tels que V' =
p®Zey @ pPZes. On a alors :

Vio) 2 pZey ® Zey 2 p°Zey © Zeg D ... 2D p*Zey @ Leg D p*Zey ®pZes 2 ... 2 V.

Soient vy, vy, ..., U,_1,V, = vy des sommets ol chaque v; est relié a v, par
une aréte.
5. Montrer que 'on a n = 0 ou bien (n > 2 et il existe 1 < i <n—1
avec V11 = Vj_1).

Indications : Supposons n > 0. Pour v et w deux sommets, on note d(v,w) la
longueur du plus court chemin de v & w. Soit r entre 1 et n tel que d(vg,v,) =
max; d(vg, v;). Grace au théoréme de la base adaptée, il existe des représentants
Vo et V,. de vg et v, ainsi qu’une base (e, e2) de Vj tels que V,. = Zey ®p®Zes pour
un certain a > 0. Grace a la question précédente, on remarque que d(vg, v,) = a.
Par ailleurs, les sommets reliés a V, sont Ze; @ p® 'Zes, et les Via = (e1 +
bpPes)Z & p*t1Zey avec b € {0, ...,p—1}. Or, si vy 4 est le sommet correspondant
a Vi.a, 00 a d(vg, Uk,q) = a+ 1. Par conséquent, v,_1 et v,41 sont représentés par
Ze1 ® p*~'Zes : on a bien v,_q = Vp41-

Exercice 10 : Groupes abéliens finis
Soient A et B deux groupes abéliens finis tels que |A[n]| = | B[n]| pour tout
n > 0. Montrer que A et B sont isomorphes.
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Indications : Pour chaque groupe abélien fini Z, on note fz : n — [,Z|. On
peut supposer que A et B sont de torsion p-primaire pour un certain nombre
premier p.

Procédons par récurrence forte sur 'ordre de A. Si |A| = 1, le résultat est évident.
Supposons maintenant que le lemme soit démontré lorsque 'ordre de A est au
plus a pour un certain entier a. Soit A un groupe abélien fini d’ordre a + 1. On

écrit alors A =@;_,(Z/p™Z)™ et B = @:/:1(Z/p“'/iZ)7”§, avec :

e 7' €N,
/ I *
& My, .., My, My, ..., My, € N¥,
! ! *
® ai,...qp, 0, ..., ar, € N*,

ey <..<areta) <..<dal,.
On remarque que fA (n) = pZz‘rzl m; min{vp(n),o } et fB (n) = pi/zl m; min{vp(n)pc;}.
Siag < af, alors :

log, fa(p®') = (> _mi)ar = (Y mi)as = log, f5(p™),
=1 i=1

logp fA(pm-‘rl) =miay + (Z mi)(al + 1) = (Z m;)(al + 1) _ logp fB(pc»q—i-l)7
=2 i=1

et donc m; = 0, ce qui est absurde. Par symétrie, on en déduit que a;
a}. Or, par hypothése de récurrence, (Z/p**Z)™ ' & @,_,(Z/p™Z)™
(Z/pZ)™ ' © @_,(Z/p*Z)™, donc A = B, ce qui achéve la récurrence.

el

Exercice 11 (difficile) : Groupes abéliens de type cofini
0. (Quesion préliminaire) Soit M un groupe abélien. Soit N un sous-
groupe de M. On suppose N divisible (ie tel que, pour tout entier
n > 0, la multiplication par n sur N est surjective). Montrer que M
est isomorphe & N & M/N.
Soit A un groupe abélien de torsion tel que, pour tout entier naturel non nul
n, le sous-groupe de n-torsion A[n] est fini. On dit alors que A est de torsion
de type cofini. Nous cherchons a comprendre la structure de A.
1. Fixons un nombre premier p et supposons que A est de torsion p-
primaire.
(a) Montrer que A posséde un plus grand sous-groupe divisible Ag;,
(au sens de l'inclusion).
(b) Montrer qu’il existe r > 0 tel que Az, = (Q/Z){p}".
(¢) Soit A = A/Ag,. Montrer que A est fini.
(d) En déduire qu’il existe des entiers naturels non nuls ny, ..., n; tels
que A= (Q/Z){p}" ® B}, Z/p"L.
2. Déduire de la question précédente la structure des groupes abéliens de
torsion de type cofini.
Soit maintenant B un groupe abélien de type cofini, c’est-a-dire un groupe
abélien tel que, pour tout entier naturel non nul n, les groupes Bln| et B/n
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sont finis. On note h,(B) = llg[/ﬂ:
fonction n +— h,(B).

3. (a) Considérons 0 — B — C' — D — 0 une suite exacte de groupes

abéliens. Montrer que, si deux parmi les trois groupes B, C, D sont

de type cofini, alors le troisiéme 1’est aussi et pour tout n > 0, on a :

et on cherche maintenant & comprendre la

hn(C) = hy(B)h, (D).

(b) Soit n > 0 un entier. Considérons la décomposition de n en produit
de facteurs premiers n = pi*...p%. Montrer que h,,(B) = [],_, hp (B).
4. (a) Soit A un groupe fini. Montrer que h,(A) = 1 pour tout n > 0.
(b) Soit A un groupe de torsion de type cofini. Montrer que A est un
groupe de type cofini et qu’il existe une famille d’entiers naturels
(rp)pep (00t P est 'ensemble des nombres premiers) telle que, pour
tout entier n > 0, on a :

ha(A) = [T 7.

pEP

Ici, v,(n) désigne la valuation p-adique de n.

5. Fixons un nombre premier . Montrer qu’il existe un groupe de torsion
de type cofini A, un entier naturel m, un groupe abélien C', un groupe
abélien D sur lequel la multiplication par ¢ est un automorphisme et
des suites exactes :

0A—-B—-C—=0
072" —C—=D—=0.

6. En déduire qu’il existe une famille d’entiers relatifs (r,),ep (00 P est
I’ensemble des nombres premiers) telle que, pour tout entier n > 0 :

hn(B) — H pr”p(n) )

peP

Exercice 12 : Polyndme caractéristique et similitude
Soient K un corps, n > 1 un entier et P € K[X] un polyndome unitaire de
degré n. On note p la fonction partition, qui & un entier ¢ > 1 associe le
nombre de fagons distinctes de représenter ¢ comme somme d’entiers.
1. Exprimer, en fonction de la décomposition en facteurs irréductibles de
P, le nombre de classes de similitude de matrices de M,,(K) ayant P
pour polynome caractéristique.
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Indications : Pour chaque entier naturel r, soit P(r) ’ensemble des partitions
de 4. On écrit la décomposition en facteurs irréductibles de P : P = Pj*...Pls.
L’ensemble des classes de similitude de matrices de M, (K) ayant P pour po-
lynome caractéristique est en bijection avec ’ensemble E constitué des familles
de polynomes unitaires (Q1,...,Q;) de degré non nul telles que Q1|Qz|...|Q: et
Q@1...Q: = P. La fonction

i=1

(Q1,-, Q) = ({vp,(Qj+1/Q5)|1 < j <t —1})i<i<s

est une bijection. Donc le nombre recherché est p(ry)...p(rs).

2. Expliciter le résultat pour P = X?(X — 1)3(X +1).

Indications : Si K n’est pas de caractéristique 2, le nombre recherché est 2 x
3 x 1=06.Si K est de caractéristique 2, le nombre recherché est 2 x 5 = 10.

3. Combien y a-t’il de classes de similitude dans M3(Z/27Z)?

Indications : Sur Z/27Z, il y a :

e deux polynomes de degré 3 de la forme P2 avec P irréductible;

e deux polynémes de degré 3 de la forme P2Q avec P est (Q irréductibles;

e deux polynomes de degré 3 de la forme Py P, avec P; et P, irréductibles, Py
de degré 1, P, de degré 2;

e deux polynomes irréductibles de degré 3.

En utilisant la question 1., cela montre qu’il y a 14 classes de similitude.

Exercice 13 : Endomorphismes de polynéme minimal donné

Soient K un corps et P € K[X] un polynéme non constant. Soit ¥ I’ensemble
des entiers naturels n tels qu’il existe un K-espace vectoriel V de dimension
n muni d’'un endomorphisme linéaire u de polyndme minimal égal & P. Mon-
trer qu’il existe N € N et d € N* tels que X N [N, +oo[= dN N[N, +oo[. Que
vaut d?

Indications : On écrit P comme produit de facteurs irréductibles : P =
P/*...P*. Soit V un tel espace vectoriel. On peut le voir comme un K[X]-
module sur lequel X agit par u. I est alors isomorphe & : V = [[7_, K[X]/(Q;)
avec pour certains Q1,...,(Qs unitaires non constants tels que Q1|...|Qs et
Qs = P. Par conséquent, dimV € deg P + Zle deg P;N. Réciproquement, soit
n € deg P + Zle deg P;N. On écrit n = deg P + Zle n; deg P;. En prenant
V =TI, K[X]/(P,) x K[X]/(P) et u:V — V,u = Xuv, on voit que n € .

Donc :
k

Y= degP—l—ZdegPiN,

i=1

ce qui achéve la preuve pour d = deg P; A ... deg Pg.

Exercice 14 (a préparer) : Examen 2011
Soit K un corps. Pour chaque polynéme unitaire P € K[X], on note C(P)
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la matrice compagnon associée. Si P et () sont deux polynoémes unitaires,
déterminer les invariants de similitude de la matrice :

(V" cla))

Indications : Soient V = Kd¢8 P+dee@ o ¢ € End(V) défini par la matrice de
I’énoncé. En voyant V' comme K[X]-module (en faisant agir X par ), on a un
isomorphisme :

V= K[X]/(P) @ K[X]/(Q)-

On écrit les décompositions de P et (Q comme produits d’irréductibles : P =
R{'...R% et Q = RY...Rb avec a; et b; éventuellement nuls. A I'aide du lemme
chinois :

Ve 69 /(R¥) & K[X]/(R))

~ K[X HR”““{“““ & K[X HR”“"‘{““”

=1

~ K[X]/(P A Q) & K[X]/(PV Q).

Les facteurs de similitude sont donc P A @Q et PV Q.

Exercice 15 : Commutant
Soient K un corps infini et V' un K-espace vectoriel non nul de dimension
finie. Pour w un endomorphisme de V', on note C(u) = {v € Endg (V) | uv =
vu} et P(u) = {P(u) | P € K[X]}.

1. Soit u € Endg (V). Montrer que P(u) = (,ec() C(v)-

Indications : L’inclusion P(u) € (1, c¢(,) C(v) est évidente.

Soit maintenant f € (,c¢(,) C(v). On peut voir V' comme un K[X]-module o
X agit par u. On écrit V =@@'_, K[X]/(P,) avec Pi|P,|...|P,. Comme [ est un
morphisme de K[X]-modules qui commute avec les projections sur K[X]/(P,)
pour chaque r, les sous-espaces K[X]/(P,) de V sont stables par f. Il existe donc
des polynomes @1, ..., @, tels que

f:(Ri,.,R @K = (Q1R1, ... QuRy) € P KX

De plus, pour chaque r, la projection K[X]/(Pr+1) — K[X]/(P.) induit un
morphisme de K[X]-modules V — V. Comme f doit commuter avec ce mor-
phisme de K[X]-modules, on en déduit que Q11 = Q, mod P.. Par conséquent,

2. Soit u € Endg (V). Montrer que les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(i) w est cyclique;
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(ii) le polyndome minimal de u est égal (au signe prés) au polyndome
caractéristique ;
(i) C(u) =P(u);

(iv) V n’a qu’un nombre fini de sous-espace stables par u.

Indications : On peut voir V comme un K[X]-module ou X agit par .
L’implication (i) = (i¢) est évidente.

Supposons (ii) et montrons (i), (iii) et (iv). On écrit V = @!"_, K[X]/(P,) avec
Py|Py|...|P,. Le polynéme minimal de u est alors P, et le polynoéme caractéris-
tique P;...P,. On en déduit que n =1 et V = K[X]/(P1). Donc u est cyclique (ce
qui prouve (i)). Soit maintenant f € C(u). Alors f est un morphisme de K[X]-
modules. Soit P € K[X] dont la classe module P; est f(1). On remarque alors
que, pour tout Q € K[X]/(Py), on a f(Q) = PQ et donc f = P(u) € C(u) (ce
qui prouve (iii)). Se donner un sous-espace stable de u, c’est se donner un sous-
K[X]-module de K[X]/(Py), c’est-a-dire se donner un diviseur de P; (constante
multiplicative prés). Cela montre (iv) puisque P; a un nombre fini de diviseurs &
constante multiplicative prés. Par conséquent, on a montré que (ii) implique (i),
(i) et (iv).

Supposons (iii). On écrit V = @, _, K[X]/(P,) avec Pi|Ps|...|P,. Soit 7 la pro-
jection V' — @f;ll K[X]/(P,). C’est un morphisme K[X]-modules. Par (iii), on
déduit que c’est la multiplication par un élément @ de K[X]. Comme 7 est nul
sur K[X]/(P,), on a P,|Q. Mais alors m = 0, et n = 1. Donc u est cylique et (iii)
implique (i).

Supposons (iv). On écrit V = @, _, K[X]/(P.) avec Py|Ps|...|P,. Supposons
n > 2. Soit x € K tel que Py(z) # 0. On remarque alors que les sous-K[X]-
modules engendrés par (¢, X — 2,0, ...,0) dans V pour ¢ € K sont deux a deux
distincts : absurde! Donc n =1 et (iv) implique (i).

Remarque : L’infinitude de K n’intervient que pour les implications (iv) = (i),
(iv) = (i%) et (iv) = (4i7).
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