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1 Introduction

La théorie conforme des champs de Liouville (LCFT) rentre dans le cadre général de la théorie
conforme des champs. Un des buts principaux de la théorie est de caractériser les fonctions de corréla-
tion, qui peuvent être considérées comme des amplitudes de probabilité pour un système de particules
en intéraction. Ceux qui sont intéressés peuvent consulter [25] pour le point de vue des physiciens.

Le but de ce mémoire est de montrer que certaines fonctions de corrélation de la théorie de Liouville
satisfont les équations de Belavin-Polyakov-Zamolodchikov (BPZ), qui ont été premièrement proposées
en 1984 dans l’article fondateur [4]. Ensuite on utilise cette équation pour donner une formule explicite
pour ces fonctions de corrélation, ce qui donnera en corollaire des résultats intéressants sur les chaos
multiplicatifs gaussiens. Les équation BPZ sont indexées par deux paramètres (r, s), avec r, s entiers
supérieur à 1 (l’équation associée au paramètre (r, s) est un opérateur différentiel d’ordre r+ s− 1 en
plusieurs variables complexes). Les équations d’ordre (2, 1) et (3, 1) (et ses équations duales d’ordre
(1, 2) et (1, 3)) sont particulièrement intéressantes et simples, mais une formule générale pour les
équations BPZ n’est pas connue. Néanmoins, en 1988, Benoît et Saint-Aubin (BSA, [5]) ont trouvé
une formule remarquable et explicite pour les équations BPZ de paramètre (r, 1). L’approche que les
auteurs emploient est basée sur la théorie des représentations. Malgré la simplicité, cette approche
manquent des définitions propres aux objets intervenus. Récemment, dans un cadre mathématique
rigoureux, une approche probabiliste à la théorie de Liouville a été proposée dans David-Kupiainen-
Rhodes-Vargas [8] : les auteurs construisent les fonctions de corrélation de Liouville en s’appuyant sur
la théorie du chaos multiplicatif gaussien et initient l’étude de ces fonctions de corrélation. L’enjeu
est de montrer qu’elles vérifient les propriétés prédites par les physiciens dans le cadre de la théorie
conforme des champs. Dans cette direction, les auteurs de [19] ont retrouvé dans le cardre probabiliste
les équations BPZ d’ordre (2, 1) et (1, 2). Dans ce mémoire, on va introduire les outils probabilistes
derrière [19] et ensuite on généralisera ce que font les auteurs dans cet article. Dans la section 4.4 on
retrouve les équations BPZ d’ordre (3, 1) dans le cadre probabiliste de [8] ; ce résultat est nouveau. Par
ailleurs, on retrouvera de façon rigoureuse une formule due à Litvinov-Fateev [14].

On considère la sphère de Riemann Ĉ = C ∪ {∞} munie d’une métrique g. On introduit µ > 0,
γ ∈]0, 2[ et Q = γ

2 + 2
γ . Pour une fonction X : Ĉ → R, l’action de Liouville est donnée par

S(X, g) :=
1

4π

ˆ
C
(|∇gX|2 +QRgX + 4πµeγX)λg (1.1)

où ∇g, Rg, dλg sont respectivement le gradient, la courbure de Ricci et la forme volume dans la
métrique g (On rappellera les définitions dans la section 2.1). Le dernier terme de l’action est un terme
d’interaction, avec µ l’analogue de la constante cosmologique de la gravité deux-dimensionnelles, et le
choix de Q assure la propriété d’invariance conforme de la théorie. Les fonctions de corrélation sont
formellement définies par l’intégrale suivante :

⟨
∏
l

Vαl(zl)⟩ :=
ˆ ∏

l

Vαl(zl)e
−S(X,g)DX (1.2)

où les Vαl(zl) = eαlX(zl) sont appelés les opérateurs de vertex (terminologie en physique) et DX est la
"mesure de Lebesgue" sur l’espace des fonctions Ĉ → R. On verra dans la section 3.1 que ces fonctions
de corrélation sont bien définies par l’équation 1.2 lorsque les αl satisfont les bornes de Seiberg [27] :

∀l, αl < Q et
∑
l

αl > 2Q (1.3)

La formule BSA donne l’opérateur différentiel suivant, pour r ≥ 2 :

Dr =

r∑
k=1

∑
(n1, ..., nk)∈N∗k

n1+···+nk=r

(γ
2

4 )
r−k∏k−1

j=1(
∑j

i=1 ni)(
∑k

i=j+1 ni)
L−n1 . . . L−nk (1.4)
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(Par convention, lorsque k = 1,
∏k−1
j=1(

∑j
i=1 ni)(

∑k
i=j+1 ni) = 1)

Les L−n sont donnés par
L−1 = ∂z (1.5)

L−n =

N∑
l=1

(
− 1

(zl − z)n−1
∂zl +

∆l(n− 1)

(zl − z)n

)
n ≥ 2 (1.6)

avec ∆l =
αl
2 (Q− αl

2 ) appelé le poids conforme. L’équation de BPZ d’ordre (r, 1) s’écrit

Dr⟨V− (r−1)γ
2

(z)
N∏
l=1

Vαl(zl)⟩ = 0 (1.7)

On note qu’il existe une version duale de ces équations, qui sont les équations BPZ d’ordre (1, r) :

r∑
k=1

∑
(n1, ..., nk)∈N∗k

n1+···+nk=r

( 4
γ2
)r−k∏k−1

j=1(
∑j

i=1 ni)(
∑k

i=j+1 ni)
L−n1 . . . L−nk⟨V− 2(r−1)

γ

(z)
N∏
l=1

Vαl(zl)⟩ = 0 (1.8)

Ces équations peuvent être prouvées exactement de la même façon que les équations 1.7, donc on ne
traite pas les équations duales dans ce mémoire.

La vérification de ces équations permet de faire le lien entre l’approche probabiliste par l’intégrale
de chemin et l’approche des physiciens nommée "conformal bootstrap". Les cas d’ordre (2, 1) et (1, 2)
sont particulièrement intéressants et ils donnent des informations importantes sur les fonctions de
corrélation, plus précisément sur les constantes de structure, dont on verra la définition dans la section
4.5. Les idées générales du conformal bootstrap sont présentées dans [21], et l’approche par l’intégrale
de chemin est expliqué dans [17].

2 Quelques outils mathématiques

2.1 Métrique Riemannienne

Soit M une variété de classe C∞. On note C∞(M) l’ensemble des fonctions de classe C∞ sur M, et
Γ∞(M) l’ensemble des champs de vecteurs de classe C∞ sur M.

Définition 1. On appelle métrique Riemannienne (de classe C∞) la donnée pour tout p ∈ M d’un
produit scalaire gp sur l’espace tangent Tp dépendant de façon C∞ de p. Le couple (M, g) est appelé
une variété Riemannienne.

Remarque. Une façon alternative est de donner une matrice (gij(p))i,j à chaque point p ∈M telle que
les gij soient de classe C∞. Alors pour X =

∑
iXi

∂
∂xi

∈ C∞(TM) et Y =
∑

i Yi
∂
∂yi

∈ Γ∞(M), on a

gp(X(p), Y (p)) =
∑
i,j

gij(p)Xi(p)Yj(p) (2.1)

Pour la sphère S, on considère la carte locale donnée par la projection stéréographique de pôle
nord :

φN : R2 → S\{N}

(x1, x2) 7→
(

2x1
1 + |x|2

,
2x2

1 + |x|2
,
|x|2 − 1

1 + |x|2

)
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On prend ĝ la métrique induite sur S par la métrique canonique de R3. Cette métrique est appelée
métrique canonique de S. Un calcul facile donne

ĝij(φN (x)) = ⟨ ∂

∂x1
φN ,

∂

∂x2
φN ⟩R3 =

4δi,j
(1 + |x|2)2

(2.2)

On prend désormais Ĉ = C∪{∞} (qu’on voit comme une variété réelle), muni de la métrique sphérique

(ĝij(z))i,j =
4

(1 + |z|2)2
I2 =: ĝ(z)I2 (2.3)

Définition 2. On donne les éléments de calculs différentiels dont on a besoin sur une variété Rieman-
nienne n-dimensionnelle orientable (M, g).
1) La forme volume de (M, g) lu dans une carte locale est donnée par

λg =
√

| det g| dx1 ∧ · · · ∧ dxn (2.4)

2) Le gradient est l’opérateur ∇g : C∞(M) → Γ∞(M) tel que pour tout X ∈ Γ∞(M),

g(∇gf,X) = df(X) (2.5)

3) La divergence est l’opérateur divg : Γ∞(M) → C∞(M) qui satisfait

d(iXλ
g) = divg · λg (2.6)

où iXλg est une (n− 1)-forme donnée par

iXλg(X1, . . . , Xn−1) = λg(X,X1, . . . , Xn−1)

4) Le Laplacien est l’opérateur ∆g : C∞(M) → C∞(M) défini par

∆g = divg ◦ ∇g (2.7)

5) La courbure de Ricci pour n = 2 est donnée par la formule

Rg = −∆g ln(
√

| det g|) (2.8)

Avec ces définitions, on peut déduire leurs formules explicites dans une carte locale. Les preuves
sont laissées en exercice.

Proposition 1. On note (gij)i,j l’inverse de la matrice (gij)i,j. Pour f ∈ C∞(M) et X =
∑n

i=1 ai
∂
∂xi

∈
Γ∞(M), on a

∇gf =

n∑
i,j=1

gij
∂f

∂xi

∂

∂xj
(2.9)

divgX =
1√

|det g|

n∑
i=1

∂

∂xi

(
ai
√

| det g|
)

(2.10)

∆gf =
1√

| det g|

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
gij
√

| det g| ∂f
∂xj

)
(2.11)
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Remarque. On peut faire le calcul sur (Ĉ, ĝ), avec z = x1 + ix2 :
ˆ
C
λĝ =

ˆ
]0,∞[×[0,2π[

4

(1 + r2)2
rdrdθ = 4π (2.12)

Rĝ(z) = − 1

ĝ(z)

2∑
i=1

∂2

∂x2i

(
ln
( 4

(1 + |z|2)2
))

= 2 (2.13)

En particulier, on trouve
´
CRĝλĝ = 8π. Ce résultat a une forme générale appelée la formule de Gauss-

Bonet : pour une surface Riemannienne compacte orientable sans bord (M, g),
ˆ
M
Rgλg = 8(π − genre de la surface) (2.14)

On s’intéresse à une déformation conforme de g, i.e. g̃ = eφg avec φ ∈ C∞(M). C’est une déforma-
tion qui préserve les angles. On peut déduire grâce à la proposition 1 :

Proposition 2. Les opérateurs sous la nouvelle métrique g̃ deviennent

∇g̃ = e−φ∇g (2.15)

divg̃(X) = divg(X) +
n

2
X(φ) (2.16)

∆g̃ = e−φ∆g + (
n

2
− 1)e−φ∇gφ (2.17)

On revient vers Ĉ, où n = 2.

Proposition 3. Pour (Ĉ, g), g̃ = eφg une déformation conforme (φ(z) et φ(1z ) sont de classe C∞ sur
C), on a

Rg̃ = e−φ (Rg −∆gφ) (2.18)

Preuve.

Rg̃ = −∆g̃ ln(
√

| det g̃|) = −e−φ∆g ln(e
φ
√

| det g|)

= −e−φ∆gφ− e−φ∆g ln(
√

| det g|) = e−φ (Rg −∆gφ)

On montrera dans 3.2 que les fonctions de corrélation de Liouville sous la déformation conforme a
une formule explicite, donc on peut se contenter de travailler avec la métrique ĝ.

Remarque. Dans la suite on identifie C à R2, et d2z = 1
2idz̄ ∧ dz = dx ∧ dy. On ne considérera que

g = eφĝ, en particulier, λg(d2z) = g(z)d2z. En effet, toutes les métriques Riemanniennes sur la sphère
peuvent s’écrire sous la forme ψ∗(eφĝ), avec ψ un difféomorphisme, qui n’influence pas la structure de
la surface.

2.2 Champ libre gaussien (GFF)

L’équation 1.2 n’a pas de sens mathématique, mais on peut remarquer que

e−
1
4π

´
C |∇gX|2(z)λgDX = e

1
4π

´
CX(z)∆gX(z)λgDX (2.19)

Formellement, cela peut être vu comme une loi gaussienne de covariance (−2π∆g)
−1 (pourtant ce n’est

pas une probabilité en général), ce qui nous emmène à l’étude de champ libre gaussien. Voir [6] et [12]
pour une introduction au champ libre gaussien dans un domaine borné. Ici c’est un peu différent comme
on travaille sur le plan tout entier, mais l’idée reste la même. On donne une définition pour la fonction
de Green, qui traduit l’opérateur (−2π∆g)

−1.
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Définition 3. La fonction de Green Gg pour ∆g est solution de l’équation{
∆gG(·, y) = −2πδ(· − y)´
CG(·, y)λg(d

2y) = 0
(2.20)

On a une expression explicite pour Gg

Gg(x, y) = ln
1

|x− y|
−mg(ln

1

|x− ·|
)−mg(ln

1

|y − ·|
) + θg (2.21)

avec
mg(f) =

1

λg(C)

ˆ
C
f λg (2.22)

θg =
1

λg(C)2

¨
C×C

ln
1

|z − z′|
λg(d

2z)λg(d
2z′) (2.23)

On va noter pour toute fonction f qui vérifie la condition d’intégrabilité

Ggf := (−2π∆g)
−1f =

ˆ
C
G(·, y)f(y)λ(d2y) (2.24)

On remarque que Gg − ln 1
|x−y| est borné pour tout x, y ∈ C et toute g. On pose

M ={ρ mesure signé :

¨
C×C

Gg(x, y)ρ(d
2x)ρ(d2y) <∞}

={ρ mesure signé :

¨
C×C

ln
1

|x− y|
ρ(d2x)ρ(d2y) <∞}

(2.25)

Définition 4 (GFF processus). Le champ libre gaussien Xg sur la sphère (Ĉ, g) est un un processus
gaussien centré indexé par M, avec la fonction de covariance Gg (ou (−2π∆g)

−1). Plus précisément,
pour ρ1, ρ2 ∈ M,

Cov[Xg(ρ1), Xg(ρ2)] =

¨
C×C

Gg(x, y)ρ1(d
2x)ρ2(d

2y) (2.26)

Remarque. La définition est valide car Gg est défini positif. Il existe plusieurs définitions équivalentes
pour le champ libre gaussien, voir [13].

On donne aussi une construction précise du champ libre gaussien, qui lui donne l’existence dans
l’espace des distributions modulo constantes additives.

On pose C∞(g) l’espace des fonctions de classe C∞ sur (Ĉ, g). L’espace des opérateurs continus
linéaires sur C∞(g) est noté D′(g)

Définition 5 (Distribution modulo constantes additives). On définit une relation d’équivalence sur
D′(g) : h1

R∼ h2 si h1−h2 = cste. L’espace des distributions modulo constantes additives est défini par
la classe d’équivalence de D′(g) pour la relation R. On note cette classe d’équivalence D′

0(g).

Un élément de C∞(g) peut être interprété comme une distribution dans D′
0(g), on note H1

0 (g)
l’adhérence de C∞(g) ⊂ D′

0(g) pour la norme hermitienne

∥f∥H1
0 (g)

= 2π

ˆ
C
|∇gf |2 λg (2.27)

Remarque. La norme ∥ · ∥H1
0 (g)

ne dépend pas de g = eφĝ et elle est équivalente à la norme de Sobolev
par l’inégalité de Poincaré. On remarque aussi que les espaces qu’on définit en haut ne dépendent pas
de g, mais on garde g dans la notation pour s’en souvenir de la métrique.
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Proposition 4 (GFF distribution). Soient (fn)n une base orthonormée de H1
0 (g), (ϵn)n des variables

gaussiens standards i.i.d., alors la somme
∑

n ϵnfn converge p.s. dans D′
0(g). La limite peut être prise

comme définition du champ libre gaussien sur la sphère.

Preuve. Pour f ∈ C∞(g), Ggf appartient à H1
0 (g), et∑

n

ϵn(fn, f) =
∑
n

ϵn(fn, Ggf)H1
0 (g)

converge p.s. La limite est un gaussien de variance

∥Ggf∥H1
0 (g)

=

¨
C×C

f(x)Gg(x, y)f(y)λg(d
2x)λg(d

2y)

On peut facilement étendre l’argument à un ρ ∈ M, et on retrouve la définition 4.

On donne quelques propriétés de la fonction de Green. On rappelle que les transformations de
Mobiüs sur la sphère Riemannienne Ĉ sont les fonctions z 7→ az+b

cz+d avec a, b, c, d ∈ C et ad− bc ̸= 0.

Proposition 5 (Invariance conforme). Soient ψ une transformation de Mobiüs sur la sphère et une
métrique gψ(z) = |ψ′(z)|2g(ψ(z)), alors

Ggψ(x, y) = Gg(ψ(x), ψ(y)) (2.28)

Preuve. Une transformation de Mobiüs préserve le rapport anharmonique : pour z1, z2, z3, z4 ∈ C
distincts,

(z1 − z3)(z2 − z4)

(z2 − z3)(z1 − z4)
=

(ψ(z1)− ψ(z3))(ψ(z2)− ψ(z4))

(ψ(z2)− ψ(z3))(ψ(z1)− ψ(z4))

Par 2.21 (et λg(C) = 4π),

Ggψ(x, y) =
1

(4π)2

¨
C×C

ln
|x− z||y − z′|
|x− y||z − z′|

λgψ(d
2z)λgψ(d

2z′)

=
1

(4π)2

¨
C×C

ln
|x− ψ−1(z)||y − ψ−1(z′)|
|x− y||ψ−1(z)− ψ−1(z′)|

λg(d
2z)λg(d

2z′)

=
1

(4π)2

¨
C×C

ln
|ψ(x)− z||ψ(y)− z′|
|ψ(x)− ψ(y)||z − z′|

λg(d
2z)λg(d

2z′)

= Gg(ψ(x), ψ(y))

Proposition 6 (Changement de métrique pour GFF). Soient g, g′ deux métriques conformément
équivalentes à ĝ. On note mg′(Xg) la variable gaussien centrée défini par mg′(Xg) = Xg(

1
4πλg′). On a

égalité en loi suivante

Xg −mg′(Xg)
(d)
= Xg′ (2.29)

Preuve. Ceci se déduit facilement de l’expression de la fonction de covariance 2.26, comme Xg −
mg′(Xg), Xg′ sont deux processus gaussiens centrés avec la même covariance, ils ont la même loi.

Remarque. On a mg(Xg) = 0 p.s.

Proposition 7 (Fonction de Green explicite).

Gĝ(x, y) = ln
1

|x− y|
− 1

4
(ln ĝ(x) + ln ĝ(y)) + ln 2− 1

2
(2.30)

Soit une transformation de Mobiüs ψ. Avec la métrique gψ = eφĝ, on a

Ggψ(x, y)
5
= Gĝ(ψ(x), ψ(y)) = Gĝ(x, y)−

1

4
(φ(x) + φ(y)) (2.31)
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La preuve consiste à faire un calcul technique, voir [8] pour les détails.
On reprend 2.19 : e−

1
4π

´
CX(z)∆gX(z)λgDX ne dépend pas de g, donc le choix de X est arbitraire,

les choix sont à une constante additive près. On note Pg la loi de Xg et on considère Pg la mesure
image de Pg⊗dc par (Xg, c) 7→ Xg+ c. Cette nouvelle mesure ne dépend pas de g. On va prendre ZgPg
comme l’interprétation de la mesure e−

1
4π

´
CX(z)∆gX(z)λgDX, avec Zg une constante de normalisation

donnée par
Zg = det(−∆g)

− 1
2 (2.32)

La formule de Ray-Singer-Polyakov ( [23]) donne la relation suivante :

Zeφĝ = e
1

96π

´
C |∇ĝφ|2+2RĝφdλĝZĝ (2.33)

La fonction de corrélation s’écrit

⟨
∏
l

Vαl(zl)⟩g = Zg E[
ˆ
C

∏
l

eαl(Xg(zl)+c)e−
1
4π

´
C(QRg(Xg+c)+4πµeγ(Xg+c))λgdc] (2.34)

Il y a encore des problèmes dans cette expression : comme Xg est vu comme un processus, eαlXg(zl) et´
C e

γXgλg n’ont pas de sens. Ce qui fait l’objet de la section suivante.
Grâce à la proposition 6, on peut considérer simplement la métrique ĝ, on verra dans la section 3.2

que la formule pour une métrique g conforme à ĝ sera déduite directement de celle de ĝ (anomalie de
Weyl).

2.3 Chaos multiplicatif gaussien (GMC)

Le but de cette section est de donner un sens au terme
´
C e

γXĝλĝ dans 2.34. Les mesures de la
forme eγhdσ , avec h une distribution et σ une mesure, ont été premièrement étudié dans [18]. [24]
donne une revue complète avec des applications en finance et en physique. Une approche très générale
du chaos multiplicatif gaussien a été récemment introduite dans [29].

On choisit une régularisation θ ∈ Mĝ, et on note θϵ la mesure image de θ sous z 7→ ϵz, θx,ϵ la
mesure image de θϵ sous z 7→ x− z. Comme l’exponentiel d’une distribution n’existe pas, on considère
Xĝ ∗ θϵ(x) := Xĝ(θx,ϵ) et on tend ϵ → 0 dans eγXĝ∗θϵλĝ. Le théorème suivant donne la convergence et
unicité de la limite quelque soit la fonction de régularisation choisie, sous des hypothèses appropriés.

Théorème 1 (Définition de GMC). Soit θ une mesure de Radon positive avec le support contenu dans
B(0, 1), telle que θ(C) = 1 et ˆ

C
| ln 1

|x− y|
| θ(dy) ≤ C <∞ (2.35)

On note X(θ)
ĝ,ϵ = Xĝ ∗ θϵ, et

M (θ)
γ,ϵ (d

2z) := e
γ2

2
(ln 2− 1

2
)eγX

(θ)
ĝ,ϵ−

γ2

2
E[(X(θ)

ĝ,ϵ )
2]λĝ (2.36)

Alors pour γ < 2, M (θ)
γ,ϵ converge en probabilité (au sens de la topologie faible) vers une mesure aléatoire

Mγ, lorsque ϵ tend vers 0. De plus, pour f une fonction continue bornée, E[
´
C fdM

(θ)
γ,ϵ −

´
C fdMγ ] → 0.

La mesure limite Mγ ne dépend pas de θ choisie.
On appelle Mγ le chaos multiplicatif gaussien (GMC) de Xĝ pour la mesure λĝ.

Remarque. La constante multiplicative e
γ2

2
(ln 2− 1

2
) dans l’expression de Mγ,ϵ sera expliquée après.

D’ailleurs, on peut définir les mesures de chao pour tout champ Y ayant une corrélation de type
ln+

1
|x−y| + h(x, y), où h est une fonction bornée.
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Preuve. Pour simplicité on montre pour γ <
√
2 la convergence L2, le cas

√
2 ≤ γ < 2 est prouvé

dans [7]. Soit θ une mesure vérifiant les conditions du théorème, par un calcul simple, on peut montrer
que pour 0 < ϵ′ ≤ ϵ il existe c, C > 0 tels que

c− 1

4
(ln ĝ(x)+ ln ĝ(y))+ ln

1

|y − x|+ ϵ
≤ E[X(θ)

ĝ,ϵ′(x)X
(θ)
ĝ,ϵ (y)] ≤ C − 1

4
(ln ĝ(x)+ ln ĝ(y))+ ln

1

|y − x|+ ϵ
(2.37)

On remarque que les deux bornes ne dépendent pas de ϵ′. Alors pour tout compact A et tout ϵ′ ≤ ϵ,

E[
(
M (θ)
γ,ϵ (A)M

(θ)
γ,ϵ′(A)

]
= eγ

2(ln 2− 1
2
)

ˆ
A

ˆ
A
E[eγ(X

(θ)
ĝ,ϵ (x)+X

(θ)

ĝ,ϵ′ (y))−
γ2

2
(E[(X(θ)

ĝ,ϵ (x))
2]+E[(X(θ)

ĝ,ϵ′ (y))
2])
]d2xd2y

= eγ
2(ln 2− 1

2
)

ˆ
A

ˆ
A
e
γ2E[X(θ)

ĝ,ϵ (x)X
(θ)

ĝ,ϵ′ (y)]d2xd2y

ϵ,ϵ′→0−→ eγ
2(ln 2− 1

2
)

ˆ
A

ˆ
A
eγ

2Gĝ(x,y)d2xd2y

où la dernière convergence vient de la convergence dominée grâce aux inégalités 2.37, on note que
γ <

√
2 assure l’intégrabilité. Ainsi pour tout compact A et tout ϵ′ ≤ ϵ,

E[
(
M (θ)
γ,ϵ (A)−M

(θ)
γ,ϵ′(A)

)2
]
ϵ,ϵ′→0−→ 0

Ce qui montre la convergence L2. On peut tout à fait prendre une autre mesure θ′ et montrer de la
même façon que

E[
(
M (θ)
γ,ϵ (A)−M (θ′)

γ,ϵ (A)
)2
]
ϵ→0−→ 0

et on voit que la limite est indépendante de θ.

On peut donc travailler avec une régularisation θ particulière : la mesure uniforme sur le cercle
unité, qui vérifie les hypothèses du théorème. On note θ̃ la mesure uniforme sur le cercle unité.

Figure 1 – GMC sur le plan
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Définition 6. On définit la régularisation ’circle average’ du GFF

Xĝ,ϵ = Xĝ ∗ θ̃ϵ (2.38)

Pour ψ une transformation de Mobiüs sur la sphère , on définit la composition Xĝ ◦ ψ :

∀h ∈ H−1(C, ĝ), Xĝ ◦ ψ(h) = Xĝ(ψ
#h) (2.39)

où ψ#h ∈ H−1(C, ĝ) est tel que pour toute fonction de test f ∈ C̄∞
0 (C, ĝ),

(ψ#h, f) = (h, f ◦ ψ)

En particulier, pour ρ ∈ Mĝ, ψ#ρ correspond à la mesure image de ρ par ψ.

Proposition 8. On a les convergences suivantes uniformément sur C :
1.

lim
ϵ→0

E[Xĝ,ϵ(x)
2] + ln ϵ+

1

2
ln ĝ(x) = ln 2− 1

2
(2.40)

2. Soit ψ une transformation de Mobiüs sur la sphère. On note (Xĝ ◦ ψ)ϵ = (Xĝ ◦ ψ) ∗ θ̃ϵ, alors

lim
ϵ→0

E[(Xĝ ◦ ψ)ϵ(x)2] + ln ϵ+
1

2
ln ĝ(ψ(x)) + ln |ψ′(x)| = ln 2− 1

2
(2.41)

Remarque. Xĝ,ϵ(x) et (Xĝ ◦ ψ)ϵ(x) sont des gaussiens centrés.

Preuve. Par 2.26 et la formule de la fonction de Green 2.30,

E[Xĝ,ϵ(x)
2] =

1

(2π)2

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
Gĝ(x+ ϵeiθ, x+ ϵeiθ

′
) dθdθ′

= ln
1

ϵ
+

1

(2π)2

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
ln

1

|eiθ − eiθ′ |
dθdθ′ − 1

2
ln ĝ(x) + oϵ(1) + ln 2− 1

2

où le oϵ(1) est uniforme pour tout x ∈ C, la première convergence découle de l’identité :
ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
ln

1

|eiθ − eiθ′ |
dθdθ′ = 0

qui se voit facilement si on fait un changement de variable θ0 = −θ, θ′0 = −θ′. Pour la deuxième
convergence,

E[(Xĝ ◦ ψ)ϵ(x)2] =
1

(2π)2

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
Gĝ(ψ(x+ ϵeiθ), ψ(x+ ϵeiθ

′
)) dθdθ′

2.31
= E[Xĝ,ϵ(x)

2]− 1

2
ln

|ψ′(x)2|ĝ ◦ ψ(x)
ĝ(x)

+ oϵ(1)

= ln
1

ϵ
− 1

2
ln |ψ′(x)2|ĝ ◦ ψ(x) + ln 2− 1

2
+ oϵ(1)

où le oϵ(1) est uniforme pour tout x ∈ C.

On prend dans 2.36 θ = θ̃, avec la proposition précédente, on obtient

M (θ̃)
γ,ϵ (d

2z) = ϵ
γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ+
Q
2
ln ĝ)+oϵ(1)d2z

On pose

Mγ,ϵ(d
2z) := ϵ

γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ+
Q
2
ln ĝ)d2z (2.42)

alors Mγ,ϵ converge vers Mγ au sens décrit dans le théorème 1. La proposition suivante donne le
comportement du GMC sous une transformation de Mobiüs :
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Proposition 9. Soit f ∈ C̄(C) et ψ une transformation de Mobiüs sur la sphère. Alors

(Xĝ,

ˆ
C
fdMγ)

(d)
= (Xĝ ◦ ψ−1 −mĝψ(Xĝ), e

−γmĝψ (Xĝ)
ˆ
C
f ◦ ψeγ

Q
2
φdMγ) (2.43)

avec ĝψ = |ψ′|2ĝ ◦ ψ, et eφ = ĝψ/ĝ.

Preuve. Par les propostions 5 et 6,

Xĝ ◦ ψ
(d)
= Xĝψ

(d)
= Xĝ −mĝψ(Xĝ)

Donc Xĝ
(d)
= Xĝ ◦ ψ−1 −mĝψ(Xĝ). Ensuite,

ˆ
C
fϵ

γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ+
Q
2
ln ĝ)d2z =

ˆ
C
f ◦ ψ ϵ

γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ◦ψ+
Q
2
ln ĝ◦ψ)|ψ′|2d2z

=

ˆ
C
f ◦ ψ eγ

Q
2
φ(

ϵ

|ψ′|
)
γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ◦ψ+
Q
2
ln ĝ)d2z

On écrit ψ(z) = az+b
cz+d avec ad− bc = 1. Alors ψ′(z) = (cz + d)−2 et

φ(z) = 2(ln(1 + |z|2)− ln(|az + b|2) + |cz + d|2)

A l’aide de la proposition 8, on déduit que sur Aη := B(0, 1η )\B(−d
c , η),

lim
ϵ→0

E[Xĝ,ϵ(ψ(z))
2]− E[(Xĝ ◦ ψ) ϵ

|ψ′(z)|
(z)2] = 0

On peut ensuite utiliser un résultat de [29] pour justifier que les deux mesures

(
ϵ

|ψ′|
)
γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ◦ψ+
Q
2
ln ĝ)d2z et ϵ

γ2

2 eγ(Xĝ◦ψ)ϵ+
Q
2
ln ĝ)d2z

convergent en probabilité vers la même mesure aléatoire sur Aη. Comme Xĝ ◦ ψ
(d)
= Xĝ −mĝψ(Xĝ), on

a
ϵ
γ2

2 eγ(Xĝ◦ψ)ϵ+
Q
2
ln ĝ)d2z

P→ e
−γmĝψ (Xĝ)dMγ

D’autre part,

E[
ˆ
Acη

(
ϵ

|ψ′|
)
γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ◦ψ+
Q
2
ln ĝ)d2z] =

ˆ
Acη

(
ϵ

|ψ′|
)
γ2

2 e
γ2

2
E[(Xĝ,ϵ◦ψ)2]+γQ2 ln ĝd2z

proposition 8
≤ C

ˆ
Acη

(ĝ/ĝψ)
γ2

4 λĝ = C

ˆ
Acη

e−
γ2

2
φλĝ

η→0→ 0

Par conséquent,
ˆ
C
f ◦ ψ eγ

Q
2
φ(

ϵ

|ψ′|
)
γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ◦ψ+
Q
2
ln ĝ)d2z

P→
ϵ,η→0

e
−γmĝψ (Xĝ)

ˆ
C
f ◦ ψeγ

Q
2
φdMγ

Et on a égalité p.s. ˆ
C
fdMγ

p.s.
= e

−γmĝψ (Xĝ)
ˆ
C
f ◦ ψeγ

Q
2
φdMγ

par unicité de la limite en probabilité. Enfin l’égalité de la loi jointe en découle facilement.
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2.4 Propriétés des vecteurs gaussiens et du GMC

Commençons par deux résultats sur les vecteurs/ processus gaussiens :

Proposition 10 (Ipp Gaussienne discrète). Soient (X,Y ) ∈ R × Rd un vecteur gaussien centré,
f ∈ C∞(Rd) avec croissance polynomiale à l’infini. Alors

E[Xf(Y )] = E[XY ]E[∇f(Y )] (2.44)

Preuve. Soit (λ, µ) ∈ R× Rd, on calcule

E[eλX+µ·Y ] = e
λ2

2
E[X2]+λµ·E[XY ]+ 1

2
µ′Var(Y )µ

On dérive l’équation par rapport à λ et on évalue en λ = 0 :

E[Xeµ·Y ] = µ · E[XY ]e
1
2
µ′Var(Y )µ

On a donc montré la formule pour f(y) = eµ·y. Par un argument de densité, on aura la proposition.

Théorème 2 (Inégalités convexes). Soient (Y (x))x∈D et (Z(x))x∈D deux processus gaussiens centrés
indépendants tels que pour tout x, y ∈ D,

E[Y (x)Y (y)] ≤ E[Z(x)Z(y)]

Alors pour toute fonction convexe (resp. concave) F avec croissance polynomiale à l’infini, et σ ≥ 0
une mesure de Radon, on a

F (

ˆ
D
eY (x)− 1

2
E[Y (x)2]σ(dx)) ≤ ( resp. ≥ )F (

ˆ
D
eZ(x)−

1
2
E[Z(x)2]σ(dx)) (2.45)

Preuve. On montre l’inégalité pour les vecteurs gaussiens (Yi)
n
i=1 et (Zi)

n
i=1 indépendants vérifiant

E[YiYj ] ≤ E[ZiZj ], avec (σi)
n
i=1 ∈ Rn+. Pour F convexe deux fois dérivables :

E[F (
∑
i

σie
Yi− 1

2
E[Y 2

i ])] ≤ E[F (
∑
i

σie
Zi− 1

2
E[Z2

i ])]

et le théorème découle de ce résultat. On pose la fonction f continue définie sur [0, 1] :

f(t) = E[F (
∑
i

σie
Ai(t)− 1

2
E[Ai(t)2])]

où Ai(t) =
√
tYi +

√
1− tZi. La fonction est dérivable sur ]0, 1[, avec la dérivée

f ′(t) = E
[∑

i

σi(
1

2
√
t
Yi −

1

2
√
1− t

Zi −
1

2
E[Y 2

i ] +
1

2
E[Z2

i ])e
Ai(t)− 1

2
E[Ai(t)2]F ′(

∑
i

σie
Ai(t)− 1

2
E[Ai(t)2])

]
On peut déduire de la proposition précédente

f ′(t) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

σiσj(E[YiYj ]− E[ZiZj ])E
[
eAi(t)−

1
2
E[Ai(t)2]+Aj(t)− 1

2
E[Aj(t)2]F ′′(

∑
i

σie
Ai(t)− 1

2
E[Ai(t)2])

]
Par conséquent, f ′(t) ≤ 0 et f(0) ≤ f(1), et on obtient l’inégalité voulue.
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On considère X un champs gaussien avec la corrélation E[X(x)X(y)] = ln+
1

|x−y| , ce champs peut
être défini comme dans la définition 4 sur une famille plus large de mesures ρ. On note Xϵ le circle
average de X. Par un calcul simple de corrélation, on a pour tout λ < 1 ,

(Xλϵ(λx))|x|≤1
(loi)
= (Xϵ(x))|x|≤1 +Ωλ (2.46)

avec Ωλ une variable gaussienne centrée indépendante de X et E[(Ωλ)2] = ln 1
λ . On pose

M̄γ,ϵ(d
2x) = eγXϵ(x)−

γ2

2
E[Xϵ(x)2]d2x (2.47)

et sa limite en probabilité (au sens de topologie faible) existe lorsque γ < 2, indépendante de régulari-
sations. On la note M̄γ , qui est la définition d’un GMC classique ( [24]). On déduit facilement de 2.46
la proposition :

Proposition 11 (Invariance d’échelle). On a l’égalité de lois suivante :

∀λ ≤ 1, (M̄(λA))A⊆B(0,1)
(loi)
= λ2eγΩλ−

γ2

2
E[Ω2

λ](M̄(A))A⊆B(0,1) (2.48)

avec Ωλ une variable gaussienne centrée indépendante de M̄ et E[(Ωλ)2] = ln 1
λ .

Cette propriété est appelée l’invariance d’échelle de Mϵ. On a le théorème suivant qui décrit les
moments du GMC, la preuve peut être trouvée dans [26] et [3].

Théorème 3. Pour p ∈]0, 4
γ2
[ et A borné de B(C), ou pour p ∈]−∞, 0[ et A une boule bornée,

E[M̄γ(A))
p] <∞ (2.49)

et on a la convergence
E[M̄γ,ϵ(A))

p]
ϵ→0−→ E[M̄γ(A))

p] (2.50)

On peut utiliser les inégalités convexes pour montrer que le théorème est valide pour Mγ.

Finalement on donne une estimation de GMC, on s’en servira pour estimer les fonctions de corré-
lation.

Proposition 12. Soient γ < 2, z ∈ C et α < Q, alors pour 0 < p < 4
γ2

∧ 2
γ (Q− α) et r0 > 0, il existe

Cx0 > 0 tels que pour tout r ≤ r0,

sup
0<ϵ≤r

E[(
ˆ
B(x0,r)

1

(|x− x0|+ ϵ)γα
Mγ,ϵ(d

2x))p] ≤ Cx0r
ζ(p)−γαp (2.51)

où ζ(p) = (2 + γ2

2 )p−
γ2p2

2 est appelée la fonction de structure de Mγ.

Remarque. Si on prend α = 0, on retrouve le résultat classique sur les moments de GMC.

Preuve. Sans perte de généralité on suppose r0 = 1. Commençons par le cas r = r0 = 1. On rappelle
que

Mγ,ϵ(d
2x) = ϵ

γ2

2 eγ(Xĝ,ϵ+
Q
2
ln ĝ)d2z = e

γ2

2
(ln 2− 1

2
)eγXĝ,ϵ(x)−

γ2

2
E[(Xĝ,ϵ(x))2]+cϵ(x)λĝ(d

2x)

où

cϵ(x) =
γ2

4
(ln ĝ(x)− 1

2π

ˆ 2π

0
ln ĝ(x+ ϵeiθ)dθ)
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converge uniformément vers 0 pour tout x ∈ C lorsque ϵ→ 0. D’ailleurs, pour x, y ∈ B(x0, 1) il existe
C, c > 0 qui dépendent de x0 uniquement tels que

ln+
1

|x− y|
+ c2 ≤ E[Xĝ,ϵ(x)Xĝ,ϵ(y)] ≤ ln+

1

|x− y|
+ C2

i.e.
E[(Xϵ(x) + cZ)(Xϵ(y) + cZ)] ≤ E[Xĝ,ϵ(x)Xĝ,ϵ(y)] ≤ E[(Xϵ(x) + CZ)(Xϵ(y) + CZ)]

avec Z une variable gaussienne centrée réduite indépendante des autres. On applique l’inégalité convexe

2 à σ(d2x) = exp( γ
2

2
(ln 2− 1

2
)+cϵ(x))

(|x−x0|+ϵ)γα ĝ(x)d2x et F (x) = xp. Lorsque p ≥ 1, F est convexe, on a

E[(
ˆ
B(x0,1)

1

(|x− x0|+ ϵ)γα
Mγ,ϵ(d

2x))p] ≤E[(
ˆ
B(x0,1)

eγCZ−
γ2C2

2 eγXϵ(x)−
γ2

2
E[(Xϵ(x))2]σ(d2x))p]

=e
γ2C2(p2−p)

2 E[(
ˆ
B(x0,1)

eγXϵ(x)−
γ2

2
E[(Xϵ(x))2]σ(d2x))p]

Lorsque 0 < p < 1, F est concave, et

E[(
ˆ
B(x0,1)

1

(|x− x0|+ ϵ)γα
Mγ,ϵ(d

2x))p] ≤ e
γ2c2(p2−p)

2 E[(
ˆ
B(x0,1)

eγXϵ(x)−
γ2

2
E[(Xϵ(x))2]σ(d2x))p]

On note que dans σ, exp(γ
2

2 (ln 2−
1
2) + cϵ(x))ĝ(x) peut être borné par une constante indépendante de

ϵ, pour tout x ∈ B(x0, 1). Donc il suffit de montrer l’inégalité suivante

sup
0<ϵ≤1

E[(
ˆ
B(x0,1)

1

(|x− x0|+ ϵ)γα
eγXϵ(x)−

γ2

2
E[(Xϵ(x))2]d2x)p] <∞

Sans perte de la généralité, on montre pour x0 = 0.
⋄ Si p ≥ 1,

E[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ ϵ)γα
eγXϵ(x)−

γ2

2
E[(Xϵ(x))2]d2x)p]1/p

=E[(
ˆ
B(0, 1

2
)

1

(|x|+ ϵ)γα
eγXϵ(x)−

γ2

2
E[(Xϵ(x))2]d2x)p]1/p + E[(

ˆ
B( 1

2
,1)

1

(|x|+ ϵ)γα
eγXϵ(x)−

γ2

2
E[(Xϵ(x))2]d2x)p]1/p

≤2−2E[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x/2|+ ϵ)γα
eγXϵ(x/2)−

γ2

2
E[(Xϵ(x/2))2]d2x)p]1/p + C ′

Pour l’inégalité on a utilisé le résultat classique 3 sur les moments de chaos comme p < 4
γ2

. On utilise
ensuite 2.46 :

E[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ ϵ)γα
eγXϵ(x)−

γ2

2
E[(Xϵ(x))2]d2x)p]1/p

≤2γα−2E[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ 2ϵ)γα
eγΩ1/2− γ2

2
E[(Ω1/2)

2]eγX2ϵ(x)− γ2

2
E[(X2ϵ(x))2]d2x)p]1/p + C ′

=2γα−ζ(p)/pE[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ 2ϵ)γα
eγΩ1/2− γ2

2
E[(Ω1/2)

2]eγX2ϵ(x)− γ2

2
E[(X2ϵ(x))2]d2x)p]1/p + C ′

p < 2
γ (Q− α) implique que γα− ζ(p)/p < 0. En itérant, on peut montrer que pour ϵn = 1

2n ,

sup
n≥0

E[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ ϵn)γα
eγXϵn (x)−

γ2

2
E[(Xϵn (x))2]d2x)p] <∞
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Pour un ϵ quelconque, il existe n ≥ 0 tel que ϵn+1 < ϵ ≤ ϵn. On peut utiliser l’inégalité convexe 2
pour majorer l’espérance pour ϵ par une constante universelle fois le la même quantité pour ϵn+1. Il
est pareil que ce qu’on a fait au début de la preuve pour passer de Xĝ,ϵ à Xϵ. On montre ainsi pour
p ≥ 1 :

sup
0<ϵ≤1

E[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ ϵ)γα
eγXϵ(x)−

γ2

2
E[(Xϵ(x))2]d2x)p] <∞ (2.52)

⋄ Si 0 < p < 1, on utilise la sous-additivité de x 7→ xp en suivant la preuve pour p ≥ 1, et on
obtient

E[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ ϵ)γα
eγXϵ(x)−

γ2

2
E[(Xϵ(x))2]d2x)p]

=2γα−ζ(p)/pE[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ 2ϵ)γα
eγΩ1/2− γ2

2
E[(Ω1/2)

2]eγX2ϵ(x)− γ2

2
E[(X2ϵ(x))2]d2x)p] + C ′′

et on montre 2.52 pour 0 < p < 1.
Maintenant on passe à la preuve pour r < 1. On a ϵ ≤ r, par l’invariance d’échelle 2.46 :

E[(
ˆ
B(0,r)

1

(|x|+ ϵ)γα
eγXϵ(x)−

γ2

2
E[(Xϵ(x))2]d2x)p]

=r2p−γαpE[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ ϵ/r)γα
eγΩ1/r− γ2

2
E[(Ω1/r)

2]eγXϵ/r(x)−
γ2

2
E[(Xϵ/r(x))2]d2x)p]

≤rζ(p)−γαp sup
0<ϵ′≤1

E[(
ˆ
B(0,1)

1

(|x|+ ϵ′)γα
eγXϵ′ (x)−

γ2

2
E[(Xϵ′ (x))2]d2x)p]

On conclut par le cas r = 1.

On note que la proposition est valide pour toute mesure de chaos pour un champ gaussien centré
Y avec corrélation de type ln 1

|x−y| + h(x, y) et h est une fonction bornée.

3 Fonctions de corrélation de Liouville

On rappelle l’expression de la fonction de corrélation 2.34 sous ĝ :

⟨
∏
l

Vαl(zl)⟩ĝ = Zĝ E[
ˆ
C

∏
l

eαl(Xĝ(zl)+c)e−
1
4π

´
C(QRĝ(Xĝ+c)+4πµe

γ(Xĝ+c))λĝdc]

On peut interpréter
´
C e

γXĝλĝ comme Mγ(C). D’après 2.42,

Mγ,ϵ(C) =
ˆ
C
ϵ
γ2

2 eγXĝ,ϵ+
Q
2
ln ĝd2z

P→Mγ(C)

Vu cette forme, on a envie de poser une approximation pour l’opérateur de sommet Vα(z) = eαX(z) :

Vα,ϵ(z) := ϵ
α2

2 eα(Xĝ,ϵ(z)+c+
Q
2
ln ĝ(z)) (3.1)

Remarque. La raison particulière pour l’ajout de Q
2 ln ĝ(z) est de garder une sorte de propriété d’inva-

riance conforme sous la transformation (zl)l 7→ (ψ(zl))l.
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3.1 Construction

On commence par citer le théorème de Girsanov.

Théorème 4 (Girsanov). Soit (Y (x))x∈D un processus gaussien centré indexé par D de classe C∞,
avec la fonction de covariance K. Soit Z une variable gaussienne dans la L2-adhérence de (Y (x))x∈D.
Alors pour F une fonction bornée définie sur l’espace des fonctions continues sur C, on a

E[F ((Y (x))x∈C)e
Z−E[Z2]

2 ] = E[F ((Y (x) + E[Y (x)Z])x∈C)] (3.2)

On définit les fonctions de corrélation de Liouville sous la métrique ĝ par la limite suivante

lim
ϵ→0

Zĝ E[
ˆ
C

∏
l

Vαl,ϵ(zl)e
− 1

4π

´
CQRĝ(Xĝ+c)λĝ−

´
C µe

γ(Xĝ,ϵ+c+
Q
2 ln ĝ)

d2zdc] (3.3)

La proposition suivante donne l’existence de la limite :

Proposition 13 ( [8]). La limite 3.3 existe et elle est non nulle sous les bornes de Seiberg :

∀l, αl < Q et
∑
l

αl > 2Q (3.4)

Supposons que les bornes de Seiberg sont satisfaites, alors les fonctions de corrélation ⟨
∏
l Vαl(zl)⟩ĝ

s’exprime :

Zg e
C(z)

(∏
l

ĝ(zl)
∆αl

)
γ−1Γ

(∑
l αl − 2Q

γ
, µ

)
E[

1

Z0(C)
∑
l αl−2Q

γ

] (3.5)

où ∆αl =
αl
2 (Q− αl

2 ) le poids conforme, Γ(a, b) =
´∞
0 ta−1e−btdt la fonction Gamma, et

C(z) :=
1

2

∑
i̸=j

αiαjGĝ(zi, zj) +
ln 2− 1

2

2

∑
i

α2
i (3.6)

Z0(d
2z) := eγ

∑
i αiGĝ(zi,z)Mγ(d

2z) (3.7)

Remarque. Les bornes de Seiberg impliquent en particulier que le nombre d’opérateurs vertex N doit
dépasser 3 pour que les fonctions de corrélation soient non triviales. D’ailleurs, on peut facilement
séparer la dépendance en µ en notant que

Γ(

∑
l αl − 2Q

γ
, µ) = µ

2Q−
∑
l αl

γ Γ(

∑
l αl − 2Q

γ
) (3.8)

Preuve. On note ⟨
∏
l Vαl,ϵ(zl)⟩ĝ la partie dans la limite 3.3. Par les calculs dans la section de métrique

Riemannienne (2.12 et 2.13),
ˆ
C
QRĝ(Xĝ + c)λĝ = 2Qmĝ(Xĝ) + 2Qc = 2Qc

Donc ⟨
∏
l Vαl,ϵ(zl)⟩ĝ/Zĝ s’écrit

ˆ
C
E[e

∑
i(αi−2Q)c

∏
i

ϵ
α2i
2 eαi(Xĝ,ϵ(zi)+

Q
2
ln ĝ(zi))e−ϵ

γ2

2 µeγc
´
C e

γ(Xĝ,ϵ(z)+
Q
2 ln ĝ(z))

d2z]dc
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On applique le théorème de Girsanov à Y (z) = Xĝ,ϵ(z) et Z =
∑

i αiXĝ,ϵ(zi), à l’aide de la proposition
8 :

E[Z2] = (
∑
i

α2
i ) ln

1

ϵ
− 1

2

∑
i

α2
i ln ĝ(zi) +

∑
i̸=j

αiαjGĝ,ϵ(zi, zj) + (
∑
i

α2
i )(ln 2−

1

2
) + o(1)

et on calcule aussi
E[Y (z)Z] =

∑
i

αiGĝ,ϵ(zi, z)

avec Gĝ,ϵ(zi, z) = E[Xĝ,ϵ(zi)Xĝ,ϵ(z)]. Après le changement de probabilité, ⟨
∏
l Vαl,ϵ(zl)⟩ĝ/Zĝ devient

eCϵ(z)

(∏
l

ĝ(zl)
∆αl

)ˆ
C
E[e

∑
i(αi−2Q)ce−µe

γc
´
C e

γ
∑
i αiGĝ,ϵ(zi,z))dMγ,ϵ(z)]dc

avec

Cϵ(z) :=
1

2

∑
i̸=j

αiαjGĝ,ϵ(zi, zj) +
ln 2− 1

2

2

∑
i

α2
i

qui converge vers C(z). On note Zϵ(d2z) = eγ
∑
i αiGĝ,ϵ(zi,z))Mγ,ϵ(d

2z), et on fait le changement de
variable t = eγcZϵ(C) :

⟨
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ĝ/Zĝ = eCϵ(z)

(∏
l

ĝ(zl)
∆αl

)
γ−1Γ (s, µ)E[

1

Zϵ(C)s
]

avec s =
∑
l αl−2Q
γ . Enfin E[ 1

Zϵ(C)s ] converge vers E[ 1
Z0(C)s ] lorsque ϵ→ 0, par le lemme suivant.

Lemme 1. Soit s > 0. Si αl < Q pour tout l, alors

lim
ϵ→0

E[Zϵ(C)−s] = E[Z0(C)−s] (3.9)

et la limite est non triviale : 0 < E[Z0(C)−s] <∞.
Si αl ≥ Q pour certains l,

lim
ϵ→0

E[Zϵ(C)−s] = 0 (3.10)

Pour rappel :

Zϵ(d
2z) := eγ

∑
i αiGĝ,ϵ(zi,z)Mγ,ϵ(d

2z), Z0(d
2z) := eγ

∑
i αiGĝ(zi,z)Mγ(d

2z)

Preuve. ♢ Si pour tout l, αl < Q :
Commençons par vérifier l’existence de E[Zϵ(C)−s]. Soit B une boule qui contient aucun des zi, alors
par le théorème 3 sur les moments du GMC,

E[Zϵ(C)−s] ≤ E
[( ˆ

B
eγ

∑
i αiGĝ,ϵ(zi,z)Mγ,ϵ(d

2z)
)−s] ≤ inf

z∈B

(
eγ

∑
i αiGĝ,ϵ(zi,z)

)
E[(Mγ,ϵ(B))−s] <∞

Par le même argument, on peut montrer que E[Z0(C)−s] <∞. On passe à la preuve de E[Z0(C)−s] > 0.
On écrit

Z0(C) = Zc0 +
∑
i

Zi

où Zi = Z0(B(zi, δ)) et Zc0 = Z0

(
(∪iB(zi, δ))

c
)

et δ suffisamment petit. Alors pour un 0 < p < 1 et
par la sous-additivité de x 7→ xp :

E[Z−s
0 ] ≥ r−sP(Z0 ≤ r) = r−s(1− P(Z0 > r)) ≥ r−s(1− r−pE[Zp0 ])

≥ r−s(1− r−p(E[(Zc0)p] +
∑
i

E[Zpi ]))
(3.11)
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Il est facile de voir à l’aide du théorème 3 que E[(Zc0)p] < ∞, et pour E[Zpi ], il suffit d’étudier grâce à
l’inégalité convexe 2 (en passant par des ϵ)

E[(
ˆ
B(zi,δ)

1

|z − zi|γαi
M̄γ(d

2z))p] ≤
∞∑
n=1

E[(
ˆ

δ
2n

≤|z−zi|≤ δ
2n−1

1

|z − zi|γαi
M̄γ(d

2z))p]

≤
∞∑
n=1

(2n
δ

)pγαi
E[(M̄γ(B(zi,

δ

2n−1
))p]

≤ C

∞∑
n=1

2npγαi−(n−1)ζ(p)

La dernière inégalité est un résultat classique sur les moments du GMC, qui se déduit simplement
de l’invariance d’échelle 11. Pour rappel, ζ(p) = (2 + γ2

2 )p −
γ2p2

2 . On peut choisir p > 0 petit pour
avoir pγαi − ζ(p) < 0. Ainsi on a E[Zpi ] < ∞. On revient à l’inégalité 3.11, si r est grand, on obtient
E[Z−s

0 ] > 0.
Pour la suite, on introduit

Zϵ(C) = Zϵ
(
∪i B(zi, r)

)
+ Zϵ

(
(∪iB(zi, r))

c
)
=: Zr,ϵ + Zcr,ϵ

On a la convergence en probabilité

Zcr,ϵ
ϵ→0−→ Z0

(
(∪iB(zi, r))

c
)
=: Zcr,0

Par l’inégalité de Markov et la proposition 12, il existe α, β > 0 tels que

sup
0<ϵ≤r

P(Zr,ϵ > rα) ≤ Crβ (3.12)

Dans la suite on écrit toutes les constantes C et elles sont différentes en général. On note χr = 1Zr,ϵ>rα .
Par l’inégalité de Cauchy,

|E[χr
(
(Zr,ϵ + Zcr,ϵ)

−s − (Zcr,ϵ)
−s)]| ≤ E[2χr(Zcr,ϵ)−2s]1/2 ≤ Crβ sup

ϵ≤1
E[(Zc1,ϵ)−2s]1/2

D’autre part, par l’inégalité |(x+ y)−s − x−s| ≤ Cxy−s−1,

|E[(1− χr)
(
(Zr,ϵ + Zcr,ϵ)

−s − (Zcr,ϵ)
−s)]| ≤ CrαE[(Zcr,ϵ)−s−1] ≤ Crα sup

ϵ≤1
E[(Zc1,ϵ)−s−1]

Par conséquent, pour 0 < ϵ ≤ r,

|E[(Zϵ)−s]− E[(Zcr,ϵ)−s]| ≤ C(rα + rβ) (3.13)

On a E[(Zcr,ϵ)−s]
ϵ→0−→ E[(Zcr)−s], et (E[(Zϵ)−s])0<ϵ≤r est bornée. Soit A une valeur d’adhérence de la

famille (E[(Zϵ)−s])0<ϵ≤r, alors
|A− E[(Zcr)−s]| ≤ C(rα + rβ)

On tend r vers 0 et on obtient A = E[(Z0)
−s]. Ceci montre la convergence limϵ→0 E[(Zϵ)−s] = E[(Z0)

−s].

♢ S’il existe i tel que αi ≥ Q : Sans perte de généralité, on travaille avec zi = 0 et δ = 1. On utilise
encore l’inégalité convexe 2 pour se ramener à montrer limϵ→0 E[(Z̄1,ϵ)

−s] = 0 où

Z̄ϵ(d
2z) := eγ

∑
i αiGĝ,ϵ(zi,z)M̄γ,ϵ(d

2z)
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et Z̄1,ϵ = Z̄ϵ(B(0, 1)). La définition de M̄γ,ϵ se trouve dans la partie 2.4. En notant que αi = α ≥ Q,
on a la minoration suivante pour ϵ ≤ 2−n :

Z̄1,ϵ ≥ c

n∑
k=1

2γαkM̄γ,ϵ(Ak) ≥ c max
1≤k≤n

2(2+
γ2

2
)kM̄γ,ϵ(Ak)

avec Ak l’anneau de rayon 2−k et 2−k+1. Par la proposition d’invariance d’échelle 11, on a

Z̄1,ϵ ≥ c′M̄γ,ϵ(A1) max
1≤k≤n

eγΩ2−k (3.14)

c′ ne dépend pas de n. On rappelle que (Ωe−t)t est un mouvement brownien indépendant de M̄ . Ainsi,

E[(Z̄1,ϵ)
−s] ≤ c′−sE[M̄γ,ϵ(A1)

−s]E[( max
1≤k≤n

eγΩ2−k )−s]

Or par le principe de réflexion, on a

P( max
1≤k≤n

Ω2−k > a) = P(|Ω2−n | > a)

On en déduit que maxk≥1Ω2−k = ∞ presque sûrement. On prend n = ⌊− ln ϵ
ln 2⌋ et on tend ϵ vers 0, ainsi

on montre que limϵ→0 E[(Z̄1,ϵ)
−s] = 0.

3.2 Invariance conforme des fonctions de corrélation

On suppose que les bornes de Seiberg sont satisfaites. On veut étudier les fonctions de corrélation
de Liouville sous l’effet des transformations conformes.

Théorème 5 (Formule de KPZ). Soit ψ une transformation de Mobiüs sur la sphère. On a

⟨
∏
l

Vαl(ψ(zl))⟩ĝ =
∏
l

|ψ′(zl)|−2∆αl ⟨
∏
l

Vαl(zl)⟩ĝ (3.15)

Preuve. On avait

⟨
∏
l

Vαl(ψ(zl))⟩ĝ/Zĝ = eC(ψ(z))

(∏
l

ĝ(ψ(zl))
∆αl

)
γ−1Γ (s, µ)E[

1

Zψ0 (C)s
]

où s =
∑
l αl−2Q
γ , et

Zψ0 (C) =
ˆ
C
eγ

∑
i αiGĝ(ψ(zi),z)Mγ(d

2z)

On applique la proposition 9 avec f = eγ
∑
i αiGĝ,ϵ(ψ(zi),z), et on tend ϵ vers 0, alors

E[Zψ0 (C)
−s] = E[esγmĝψ (Xĝ)(

ˆ
C
eγ

∑
i αiGĝ(ψ(zi),ψ(z))eγ

Q
2
φdMγ)

−s]

avec eφ = |ψ′|2ĝ◦ψ
ĝ . On applique le théorème de Girsanov à esγmĝψ (Xĝ), et on calcule

E[mĝψ(Xĝ)
2] =

1

(4π)2

ˆ
C

ˆ
C
Gĝ(z, z

′)λĝψ(d
2z)λĝψ(d

2z′)

2.31
=

1

(4π)2

ˆ
C

ˆ
C
Gĝψ(z, z

′)λĝψ(d
2z)λĝψ(d

2z′) +
1

2
mĝψ(φ)

=
1

2
mĝψ(φ)

18



On rappelle aussi que

Mγ,ϵ(d
2z) := ϵ

γ2

2 eγXĝ,ϵ+
Q
2
ln ĝd2z

Le Girsanov introduit un shift Xĝ,ϵ → Xĝ,ϵ + sE[Xĝ,ϵmĝψ(Xĝ)], on tend ϵ vers 0, cela donne un terme

e
sγ2

4π
Gĝe

φ(z) de plus. Par conséquent :

E[Zψ0 (C)
−s] = E[e

(sγ)2

4
mĝψ (φ)(

ˆ
C
eγ(

∑
i αiGĝ(ψ(zi),ψ(z))+

sγ
4π
Gĝe

φ(z))eγ
Q
2
φdMγ)

−s]

On remarque que Rĝ = Rĝψ = 2, par la proposition 3, eφ = 1− 1
2∆ĝφ, alors

1

4π
Gĝe

φ =
1

4
(φ−mĝ(φ)) (3.16)

Ainsi,

αiGĝ(ψ(zi), ψ(z)) +
sγ

4π
Gĝe

φ(z) =
∑
i

αiGĝ(zi, z)−
Q

2
φ(z)− 1

4

∑
i

αiφ(zi)−
sγ

4
mĝ(φ))

D’où

E[Zψ0 (C)
−s] = e

(sγ)2

4
(mĝψ (φ)+mĝ(φ))e−

sγ
4

∑
i αiφ(zi)E[Z0(C)−s]

Si on applique mĝψ à 3.16, on obtient :

1

(4π)2

ˆ
C

ˆ
C
Gĝ(z, z

′)λĝψ(d
2z)λĝψ(d

2z′) =
1

4
(mĝψ(φ)−mĝ(φ))

mais on a calculé en utilisant 2.31 que ceci est égal à −1
2mĝψ(φ). En identifiant, on obtient

mĝψ(φ) +mĝ(φ) = 0 (3.17)

Donc
E[Zψ0 (C)

−s] = e−
sγ
4

∑
i αiφ(zi)E[Z0(C)−s]

Enfin
C(ψ(z)) = C(z)− 1

4

∑
i

αi
∑
j

αjφ(zj) +
1

4
α2
iφ(zi)

g(ψ(zi)) = |ψ′(zi)|−2eφ(zi)

En regroupant tous les éléments, on trouve la formule de KPZ.

Le théorème suivant donne la fonction de corrélation dans une métrique conforme à ĝ :

Théorème 6 (Anomalie de Weyl). Pour une métrique g = eφĝ,

⟨
∏
l

Vαl(zl)⟩g = exp(
cL
96π

ˆ
C
(|∇ĝφ|2 + 2Rĝφ)λĝ)⟨

∏
l

Vαl(zl)⟩ĝ (3.18)

où le cL est la charge centrale définie par

cL = 1 + 6Q2 (3.19)

Grâce à ce théorème, on peut décrire la théorie de Liouville dans toutes les métriques g = eφĝ sur
la sphère. On pouvait aussi donner une construction pour les fonctions de corrélation dans toutes les
métrique g = eφĝ, qui est tout à fait pareil que ce qu’on a fait pour ĝ, et on pourrait montrer l’anomalie
de Weyl avec ces constructions comme ce qu’ont fait les auteurs de [8].
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4 Formules de Benoît et Saint-Aubin (BSA)

Dans la suite on travaille avec la métrique ĝ, tous les résultats se transfèrent facilement à d’autres
métriques g grâce à l’anomalie de Weyl. On oublie l’indice ĝ sur la fonction de corrélation. Le but de
ce chapitre est d’aborder le théorème suivant :

Théorème 7 (BSA). On reprend les notations dans l’introduction. En supposant les bornes de Seiberg
satisfaites, on a les équations BPZ d’ordre (r, 1) au sens des distributions :

Dr⟨V− (r−1)γ
2

(z)
N∏
l=1

Vαl(zl)⟩ = 0 (4.1)

pour r = 2, 0 < γ < 2 ou r = 3, 1 < γ <
√
2. La formule BSA donne

Dr =
r∑

k=1

∑
(n1, ..., nk)∈N∗k

n1+···+nk=r

(γ
2

4 )
r−k∏k−1

j=1(
∑j

i=1 ni)(
∑k

i=j+1 ni)
L−n1 . . . L−nk (4.2)

Les L−n sont donnés par
L−1 = ∂z (4.3)

L−n =
N∑
l=1

(
− 1

(zl − z)n−1
∂zl +

∆l(n− 1)

(zl − z)n

)
n ≥ 2 (4.4)

avec ∆l =
αl
2 (Q− αl

2 ) appelé le poids conforme.

Lorsque r = 2, on a la fameuse équation BPZ d’ordre (2, 1) ( [4]) :(
4

γ2
∂2z +

N∑
l=1

(
− 1

(zl − z)
∂zl +

∆l

(zl − z)2
))

⟨V− γ
2
(z)

N∏
l=1

Vαl(zl)⟩ = 0 (4.5)

Dans la deuxième partie de cette section, on résout l’équation d’ordre (3, 1), pour arriver à des formules
intéressantes des fonctions de corrélation.

Dans toute cette section on travaille avec une régularisation θϵ = 1
ϵ2
θ( |x|

2

ϵ2
) avec θ ∈ C∞ à support

dans B(0, 1)\B(0, 12). D’ailleurs, on néglige désormais la constante de normalisation dans ⟨
∏
l Vαl(zl)⟩.

4.1 Calculs des dérivées

Définition 7. On appelle ϕ = Xĝ +
Q
2 ln ĝ le champ de Liouville. On définit aussi sa régularisation

ϕϵ = Xĝ,ϵ +
Q
2 ln ĝ.

La fonction de corrélation s’écrit

⟨
∏
l

Vαl(zl)⟩ = lim
ϵ→0

ˆ
R
e(

∑
l αl−2Q)c E[

∏
l

ϵ
α2l
2 eαlϕϵ(zl)e−µ

´
C ϵ

γ2

2 eγ(ϕϵ(z)+c)d2z]dc (4.6)

Pour alléger les notations, on introduit

Définition 8. Pour y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn :

Gϵ(y; z) = ⟨
n∏
i=1

Vγ,ϵ(yi)
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩, G(y; z) = ⟨
n∏
i=1

Vγ(yi)
∏
l

Vαl(zl)⟩ (4.7)

Fϵ(y; z, z) = ⟨V− (r−1)γ
2

,ϵ
(z)

n∏
i=1

Vγ,ϵ(yi)
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩, F (y; z, z) = ⟨V− (r−1)γ
2

(z)

n∏
i=1

Vγ(yi)
∏
l

Vαl(zl)⟩

(4.8)
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On donne une version continue de la formule d’intégration par partie Gaussienne 10, qui servira à
calculer les dérivées des fonctions de corrélation.

Proposition 14 (Ipp Gaussienne). Soit f ∈ C∞(C), et en écrivant Xĝ(f) = (Xĝ, f), on a l’équation

⟨Xĝ(f)
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ϵ =
∑
l

αlE[Xĝ(f)Xĝ,ϵ(zl)]⟨
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ϵ

− µγ

ˆ
C
E[Xĝ(f)Xĝ,ϵ(y)]⟨Vγ,ϵ(y)

∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ϵd
2y

(4.9)

On applique la formule Ipp à une distribution ρ qui satisfait (ρ, 1) = 0. On rappelle que pour ϵ > 0
quelconque

E[Xĝ(f)Xĝ,ϵ(z)] = (f ∗ Cϵ)(z)−
1

4

ˆ
C
ln ĝ(y)f(y)d2y

où Cϵ = ln 1
|z| ∗ θϵ, et θϵ = 1

ϵ2
θ( |x|

2

ϵ2
) (θ ∈ C∞) une régularisation. On suppose que θ est à support dans

B(0, 1)\B(0, 12). Alors la formule de Ipp donne

⟨ϕ(f)
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ϵ =
∑
l

αl(f ∗ Cϵ)(zl)Gϵ(z)− µγ

ˆ
C
(f ∗ Cϵ)(y)Gϵ(y; z)d2y

+
1

4

ˆ
C
ln ĝ(y)f(y)d2y

(
(2Q−

∑
l

αl)Gϵ(z) + µγ

ˆ
C
Gϵ(x; z)d

2x
)

Les termes qui dépendent de ĝ disparaissent grâce au lemme suivant :

Lemme 2 (Identité de KPZ). Pour ϵ ≥ 0,

µγ

ˆ
C
Gϵ(x; z)d

2x = (
∑
l

αl − 2Q)Gϵ(z) (4.10)

Preuve. Par un changement de variable c′ = lnµ
γ + c, on a pour ϵ > 0,

⟨
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ =
ˆ
R
e(

∑
l αl−2Q)c E[

∏
l

eαlϕϵ(zl)e−µ
´
C e

γ(ϕϵ(z)+c)d2z]dc

=µ
−

∑
l αl−2Q

γ

ˆ
R
e(

∑
l αl−2Q)c′ E[

∏
l

eαlϕϵ(zl)e−
´
C e

γ(ϕϵ(z)+c
′)d2z]dc′

En dérivant par rapport à µ, on obtient le lemme pour ϵ > 0. Le cas ϵ = 0 s’écoule en tendant
ϵ→ 0.

Ainsi on a

⟨ϕ(f)
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ϵ =
∑
l

αl(f ∗ Cϵ)(zl)Gϵ(z)− µγ

ˆ
C
(f ∗ Cϵ)(y)Gϵ(y; z)d2y (4.11)

On en déduit la proposition suivante en prenant f = ∂nz θϵ(· − z) :

Proposition 15. Soient n ≥ 1, ϵ > 0. Alors

⟨∂nz ϕϵ(z)
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ϵ =
∑
l

αl
2
∂n−1
z

1

(zl − z)ϵ
Gϵ(z)−

µγ

2

ˆ
C
∂n−1
z

1

(y − z)ϵ
Gϵ(y; z)d

2y (4.12)
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avec
1

(z)ϵ
:=

ˆ
C

ˆ
C

1

z + x1 + x2
θϵ(x1)θϵ(x2)d

2x1d
2x2 (4.13)

On applique la formule à n = 1 et z = zi, et on obtient la formule de dérivation des fonctions de
corrélation

∂ziGϵ(z) = αi⟨∂ziϕϵ(zi)
∏
l

Vαl,ϵ(zl)⟩ϵ =
∑
j:j ̸=i

αiαj
2(zj − zi)ϵ

Gϵ(z)−
µγαi
2

ˆ
C

1

(y − zi)ϵ
Gϵ(y; z)d

2y (4.14)

Remarque. Les fonctions 1
(z)ϵ

et Gϵ sont de classe C∞ dans la domaine de définition. De plus, les´
C

1
(y−zi)ϵGϵ(y; z)d

2y ont une limite au sens des distributions.

Maintenant on donne deux lemmes sur les 1
(z)ϵ

. On note désormais

|z|ϵ := |z| ∨ ϵ (4.15)

Lemme 3. On a les convergences simples pour n ∈ N et z ̸= 0 : ∂nz
1

(z)ϵ

ϵ→0−→ (−1)n

zn+1 . De plus, on a la
borne suivante pour ϵ ≤ ϵ0 :

|∂nz
1

(z)ϵ
| ≤ Cn

1

|z|n+1
ϵ

(4.16)

avec les constantes Cn indépendantes de z et ϵ.

On montre un autre lemme important :

Lemme 4. Soient x, y, z deux à deux différents, on a l’inégalité pour ϵ ≤ ϵ0∣∣ 1

(x− y)ϵ
(

1

(y − z)ϵ
− 1

(x− z)ϵ
)
∣∣ ≤ C

1

|x− z|ϵ|y − z|ϵ
(4.17)

avec C constante indépendante de ϵ.

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que 0 < |x−z| ≤ |y−z|. On remarque que 1
(y−z)ϵ−

1
(x−z)ϵ

peut s’écrire en une intégrale de chemin :

1

(y − z)ϵ
− 1

(x− z)ϵ
=

ˆ 1

0
(∂u

1

(u− z)ϵ
)(c(t))c′(t)dt (4.18)

avec le chemin montré sur le dessin.

x z

y

c(t)

c(t )0

Figure 2 – chemin c(t)

Par des arguments de géométrie, on peut trouver une constante C ′ telle que
´ 1
0 |c′(t)|dt ≤ C ′|y−x|.

Par le lemme précédent,

|(∂u
1

(u− z)ϵ
)(c(t))| ≤ C1

1

|c(t)|2ϵ
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donc

| 1

(y − z)ϵ
− 1

(x− z)ϵ
| ≤C1

ˆ t0

0

1

|c(t)|2ϵ
|c′(t)|dt+ C1

1

|y − z|2ϵ

ˆ 1

t0

|c′(t)|dt

≤C1

ˆ t0

0

1

|c(t)|2ϵ
|c′(t)|dt+ C1C

′ |y − x|
|x− z|ϵ|y − z|ϵ

Or ˆ t0

0

1

|c(t)|2ϵ
|c′(t)|dt

=
1

ϵ2

ˆ t0

0
|c′(t)|dt1ϵ≥|y−z| +

|y − z| − |x− z|
|x− z||y − z|

1ϵ≤|x−z| + (
2

ϵ
− |x− z|

ϵ2
− 1

|y − z|
)1|x−z|<ϵ<|y−z|

≤
(
C ′1ϵ≥|y−z| + 1ϵ≤|x−z| + 2 · 1|x−z|<ϵ<|y−z|

) |y − x|
|x− z|ϵ|y − z|ϵ

où pour le cas |x− z| < ϵ < |y − z|, on a

2
|y − x|
ϵ · |y − z|

− (
2

ϵ
− |x− z|

ϵ2
− 1

|y − z|
) ≥ |x− z|

ϵ2
+

1

|y − z|
− 2

|x− z|
ϵ · |y − z|

≥ 2

ϵ
(

√
|x− z|
|y − z|

− |x− z|
|y − z|

) ≥ 0

Enfin par le lemme précédent,∣∣ 1

(x− y)ϵ
(

1

(y − z)ϵ
− 1

(x− z)ϵ
)
∣∣ ≤ C0C1(C

′ ∨ 2 + C ′)
1

|x− z|ϵ|y − z|ϵ

4.2 Intégrales hyper-singulières des corrélations

Définition 9. On introduit des expressions qui nous seront utiles dans la suite : pour n ∈ N∗,

Pn(z, z) :=

N∑
l=1

αl
2(zl − z)n

(4.19)

avec z = (z1, . . . , zN ). Pour p ∈ N, et q = (q1, . . . , qp) ∈ (N∗)p, on pose

Qq(z, z) := (
µγ

2
)p
ˆ
Cp

p∏
i=1

1

(yi − z)qi
F (y; z, z)d2y (4.20)

On définit aussi un opérateur Tk sur Qq, avec k ∈ N∗ :

TkQq = Qq1,...,qk+1,...,qp (4.21)

Remarque. Lorsque p = 0 on a Q = F (z, z). On note que Qp dépend de r, mais comme on fixe un r,
on cache cette dépendance dans l’écriture.

Le problème majeur est que les Qq ne sont pas bien définis pour tout p et q. Une piste possible est
de définir ces objets comme des valeurs principales, car selon les physiciens, les fonctions de corrélations
sont C∞ en z, z. Malheureusement on ne sait pas montrer son caractère C∞ pour l’instant. On choisit
donc de donner des contraintes de plus pour rendre ces intégrales convergentes pour r = 2, 3. En fait
on demande quelque chose plus fort pour pouvoir appliquer le théorème de convergence dominée.

On note pour δ > 0,
UN,δ := {(z′1, . . . , z′N ) : ∀l ̸= j, |z′l − z′j | ≥ δ} (4.22)

et
ON,δ(z) = C\ ∪Nl=1 B(zl, δ) (4.23)
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Proposition 16. On prend
(r, γ) ∈ ({2}×]0, 2[) ∪ ({3}×]1,

√
2[) (4.24)

Soient p ∈ {0, 1, 2}, δ > 0 suffisamment petit, (z, z) ∈ UN+1,δ ∩ B(0, δ−1) et q = (q1, . . . , qp) ∈ (N∗)p

tel que
∑p

i=1 qi ≤ r. Alors on a l’intégrale suivante converge :

(
µγ

2
)p
ˆ
Cp

sup
0<ϵ≤ϵ0

p∏
i=1

1

|yi − z|qiϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y <∞ (4.25)

Comme conséquence du théorème de convergence dominée, on a que sous les conditions de l’énoncé,
les intégrales Qq sont absolument convergente.

Preuve. Le cas r = 2 a été entièrement traité dans [19]. Les auteurs ont donné des bornes précises qui
permet de conclure la convergence de l’intégrale. Pour r = 3, le comportement du sup0<ϵ≤ϵ0 Fϵ(y; z, z)
autour de yi = zl ou yi = ∞ est tout à fait pareil que celui du cas r = 2, il suffit d’étudier
sup0<ϵ≤ϵ0 Fϵ(y; z, z) lorsque les yi sont dans ON,δ(z) ∩B(0, δ−1) pour tout i.

r = 3. Pour αl et γ fixés, on a d’après la proposition 13,

Fϵ(y; z, z) ≤ C ′
δ

p∏
i=1

|yi − z|γ2ϵ
∏

1≤i<j≤p
|yi − yj |−γ

2

ϵ E[
( ˆ

B(z,δ)

|x− z|γ
2

ϵ∏p
i=1 |x− yi|γ

2

ϵ

Mγ,ϵ(d
2x)
)−s

]

avec s = − (p−(r−1)/2)γ+
∑
l αl−2Q

γ < 0. On sait que

sup
ϵ≤ϵ0

sup
∀i,yi∈ON,δ(z)∩B(0,δ−1)

E[
(ˆ

B(z,δ)

|x− z|γ
2

ϵ∏p
i=1 |x− yi|γ

2

ϵ

Mγ,ϵ(d
2x)
)−s

]

≤ csteδ sup
ϵ≤ϵ0

E[
( ˆ

B(z,δ)
|x− z|γ2ϵ Mγ,ϵ(d

2x)
)−s

]

(4.26)

Or −γ < Q et par le lemme 1,

E[
( ˆ

B(z,δ)
|x− z|γ2ϵ Mγ,ϵ(d

2x)
)−s

]
ϵ→0−→ E[

( ˆ
B(z,δ)

|x− z|γ2ϵ Mγ(d
2x)
)−s

] <∞

D’où vient la borne pour yi ∈ ON,δ(z) ∩B(0, δ−1)

Fϵ(y; z, z) ≤ Cδ

p∏
i=1

|yi − z|γ2ϵ
∏

1≤i<j≤p
|yi − yj |−γ

2

ϵ

Il reste à vérifier la proposition pour q = 0, (1), (2), (3), (1, 1), (1, 2) à l’aide de cette inégalité. Par
exemple pour q = (3),

µγ

2

ˆ
ON,δ(z)∩B(0,δ−1)

sup
0<ϵ≤ϵ0

1

|y1 − z|3ϵ
Fϵ(y1; z, z)d

2y1

≤µγ
2
Cδ

ˆ
ON,δ(z)∩B(0,δ−1)

sup
0<ϵ≤ϵ0

1

|y1 − z|3−γ
2

ϵ

d2y1
γ>1
< ∞

ou par exemple pour q = (1, 2),

(
µγ

2
)2
ˆ
(ON,δ(z)∩B(0,δ−1))2

sup
0<ϵ≤ϵ0

1

|y1 − z|ϵ|y2 − z|2ϵ
Fϵ(y1, y2; z, z)d

2y1d
2y2

≤(
µγ

2
)2Cδ

ˆ
(ON,δ(z)∩B(0,δ−1))2

sup
0<ϵ≤ϵ0

|y1 − z|γ
2−1
ϵ

|y2 − z|2−γ
2

ϵ |y1 − y2|γ
2

ϵ

d2y1d
2y2
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On calcule

sup
0<ϵ≤ϵ0

|y1 − z|γ
2−1
ϵ

|y2 − z|2−γ
2

ϵ |y1 − y2|γ
2

ϵ

= sup
0<ϵ≤ϵ0

(1|y1−z|>ϵ + 1|y1−z|≤ϵ,|y1−z|≤|y2−z| + 1|y2−z|<|y1−z|≤ϵ)
|y1 − z|γ

2−1
ϵ

|y2 − z|2−γ
2

ϵ |y1 − y2|γ
2

ϵ

≤ |y1 − z|γ2−1

|y2 − z|2−γ2 |y1 − y2|γ2
+

1|y1−z|≤|y2−z|

|y2 − z|3−2γ2 |y1 − y2|γ2
+

ϵ2γ
2−3

0

|y1 − y2|γ2
∨ 1

|y1 − z|3−2γ2 |y1 − y2|γ2

On rappelle que 1 < γ <
√
2. Il est facile à voir que les deux derniers termes sont intégrables. Pour le

premier terme, on calcule son intégrale en faisant le changement de variable y1 − z = t(y2 − z) :
ˆ
B(z,δ)2

|y1 − z|γ2−1

|y2 − z|2−γ2 |y1 − y2|γ2
d2y1d

2y2 =

ˆ
B(z,δ)

ˆ
|t|≤1

|t|γ2−1

|y2 − z|3−γ2 |t− 1|γ2
d2td2y2 <∞

On verra que pour montrer les équations BPZ d’ordre (3, 1), il n’y aura pas besoin du cas q =
(1, 1, 1).

4.3 Règles de récurrence

Maintenant on veut exprimer les L−nQq en fonction des P et Q.... On commence par L−nQ. Dans
toute cette partie, on prend (r, γ) ∈ ({2}×]0, 2[)∪ ({3}×]1,

√
2[), (z, z) ∈ UN+1,δ∩B(0, δ−1) avec δ > 0

suffisamment petit.

Lemme 5. On a la relation suivante pour n ≤ r, au sens faible :

L−nQ =
(
−
n−1∑
i=1

PiPn−i + (
(n− r)γ

2
+

2(n− 1)

γ
)Pn

)
Q

+ 2
n−1∑
i=1

PiQn−i + (
(r − 1)γ

2
− 2(n− 1)

γ
)Qn −

n−1∑
i=1

Qi,n−i

(4.27)

Preuve. On calcule L−n,ϵFϵ(z, z) et puis on tend ϵ vers 0. L−n,ϵ est donné par

L−1,ϵ = ∂z (4.28)

L−n,ϵ =

N∑
l=1

(
− 1

(zl − z)n−1
ϵ

∂zl +
∆l(n− 1)

(zl − z)nϵ

)
n ≥ 2 (4.29)

Par la formule de dérivation,

∂zjFϵ(z, z) = αj(
∑
l ̸=j

αl
2(zl − zj)ϵ

− (r − 1)γ

4(z − zj)ϵ
)Fϵ(z, z)−

µγαj
2

ˆ
C

1

(y − zj)ϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y (4.30)

Par conséquent, pour le cas n ≥ 2,

L−n,ϵFϵ(z, z)

=
(
−
∑
j

∑
l ̸=j

αjαl

2(zl − zj)ϵ(zj − z)n−1
ϵ

− (r − 1)γ

2

∑
j

αj

2(zj − z)n−1
ϵ (zj − z)ϵ

+
∑
j

(n− 1)∆αj

(zj − z)nϵ

)
Fϵ(z, z)

+
∑
j

µγαj

2(zj − z)n−1
ϵ

ˆ
C

1

(y − zj)ϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y

= : AϵFϵ(z, z) +Bϵ
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Pour calculer limϵ→0Aϵ et limϵ→0Bϵ, on utilise l’identité :

1

(x1 − x2)(x2 − z)n−1
− 1

(x1 − x2)(x1 − z)n−1
=

n−1∑
i=1

1

(x1 − z)i
1

(x2 − z)n−i
(4.31)

Par symétrie,∑
j

∑
l ̸=j

αjαl
2(zl − zj)(zj − z)n−1

=
1

2

∑
j

∑
l ̸=j

αjαl
2(zl − zj)(zj − z)n−1

− αjαl
2(zl − zj)(zl − z)n−1

=
n−1∑
i=1

PiPn−i −
∑
j

(n− 1)α2
j

4(zj − z)n

On obtient ainsi

lim
ϵ→0

Aϵ = −
n−1∑
i=1

PiPn−i + (
(n− r)γ

2
+

2(n− 1)

γ
)Pn

D’autre part,

Bϵ −
ˆ
C

∑
j

µγαj

2(y − zj)ϵ(y − z)n−1
ϵ

Fϵ(y; z, z)d
2y

=

ˆ
C

∑
j

µγαj
2

1

(y − zj)ϵ
(

1

(zj − z)n−1
ϵ

− 1

(y − z)n−1
ϵ

)Fϵ(y; z, z)d
2y

=

n−2∑
i=0

∑
j

µγαj
2(zj − z)iϵ

ˆ
C

1

(y − zj)ϵ
(

1

(zj − z)ϵ
− 1

(y − z)ϵ
)

1

(y − z)n−2−i
ϵ

Fϵ(y; z, z)d
2y

Par le lemme 4,

| 1

(y − zj)ϵ
(

1

(zj − z)ϵ
− 1

(y − z)ϵ
)| ≤ C

1

|zj − z|ϵ|y − z|ϵ
On a aussi la convergence simple pour y, z, zj deux à deux différents :

1

(y − zj)ϵ
(

1

(zj − z)ϵ
− 1

(y − z)ϵ
)

1

(y − z)n−2−i
ϵ

Fϵ(y; z, z)
ϵ→0−→ 1

(zj − z)(y − z)n−1−iF (y; z, z)

Ainsi on peut déduire par la convergence dominée que

Bϵ −
ˆ
C

∑
j

µγαj

2(y − zj)ϵ(y − z)n−1
ϵ

Fϵ(y; z, z)d
2y

ϵ→0−→ 2
n−1∑
i=1

PiQn−i (4.32)

Une intégration par partie multidimensionnelle (ou formule de Stokes) donne

2(n− 1)

γ

ˆ
C

µγ

2(y − z)n−2
ϵ

∂y
1

(y − z)ϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y

=−
ˆ
C

µγ

(y − z)n−1
ϵ

((∑
j

αj
2(zj − y)ϵ

− (r − 1)γ

4(z − y)ϵ

)
Fϵ(y; z, z)−

ˆ
C

µγ

2(x− y)ϵ
Fϵ(x, y; z, z)d

2x
)
d2y

=

ˆ
C

∑
j

µγαj

2(y − zj)ϵ(y − z)n−1
ϵ

Fϵ(y; z, z)d
2y − (r − 1)γ

2

ˆ
C

1

(y − z)nϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y

+

ˆ
C2

(µγ)2

2(x− y)ϵ(y − z)n−1
ϵ

Fϵ(x, y; z, z)d
2xd2y
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On remplace dans 4.32 l’expression qu’on vient de déduire :
ˆ
C

∑
j

µγαj

2(y − zj)ϵ(y − z)n−1
ϵ

Fϵ(y; z, z)d
2y

=
2(n− 1)

γ

ˆ
C

µγ

2(y − z)n−2
ϵ

∂y
1

(y − z)ϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y +
(r − 1)γ

2

ˆ
C

µγ

2(y − z)nϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y

−
ˆ
C2

(µγ)2

2(x− y)ϵ(y − z)n−1
ϵ

Fϵ(x, y; z, z)d
2xd2y

Les deux premiers termes de la somme convergent vers −2(n−1)
γ Qn et (r−1)γ

2 Qn respectivement, il reste
à étudier le dernier terme. Par symétrie,

ˆ
C2

(µγ)2

2(x− y)ϵ(y − z)n−1
ϵ

Fϵ(x, y; z, z)d
2xd2y

=
(µγ)2

4

ˆ
C2

1

(x− y)ϵ
(

1

(y − z)n−1
ϵ

− 1

(x− z)n−1
ϵ

)Fϵ(x, y; z, z)d
2xd2y

=

n−2∑
i=0

ˆ
C2

1

(x− y)ϵ
(

1

(y − z)ϵ
− 1

(x− z)ϵ
)

1

(y − z)iϵ(x− z)n−2−i
ϵ

Fϵ(x, y; z, z)d
2xd2y

Par le lemme 4, ∣∣ 1

(x− y)ϵ
(

1

(y − z)ϵ
− 1

(x− z)ϵ
)
∣∣ ≤ C

1

|x− z|ϵ|y − z|ϵ
(4.33)

Comme conséquence,
´
C2

(µγ)2

2(x−y)ϵ(y−z)n−1
ϵ

Fϵ(x, y; z, z)d
2xd2y

ϵ→0−→
∑n−1

i=1 Qi,n−i. Ainsi,

lim
ϵ→0

Bϵ = 2
n−1∑
i=1

PiQn−i + (
(r − 1)γ

2
− 2(n− 1)

γ
)Qn −

n−1∑
i=1

Qi,n−i

En tendant ϵ vers 0 dans L−n,ϵFϵ(z, z) = AϵFϵ(z, z) + Bϵ , on obtient le lemme. Enfin on remarque
que cette expression est valide pour n = 1 également, ce qui finit la preuve.

Grâce à ce lemme, on peut déduire l’expression de L−nQq avec q = (q1, . . . , qp) :

Proposition 17. Au sens des dérivées faibles, pour p ∈ {0, 1} et n+
∑

i qi ≤ r :

L−nQq =

[
−
n−1∑
i=1

PiPn−i + (
(n− r)γ

2
+

2(n− 1)

γ
)Pn + 2

n−1∑
i=1

PiT
n−i
p+1 + (

(r − 1)γ

2
− 2(n− 1)

γ
)Tnp+1

−
n−1∑
i=1

Tn−ip+2T
i
p+1 +

p∑
j=1

(
− γ

n−1∑
i=1

PiT
n−i
j + (

(n− r)γ2

4
+ n− 1 + qj)T

n
j

+ γ
n−1∑
i=1

Tn−ip+1T
i
j −

γ2

4

p∑
j′=1

n−1∑
i=1

Tn−ij′ T ij

)]
Qq

(4.34)

Lorsque p = 0, on a le lemme précédent.

Preuve. On note y = (y1, . . . , yp). Pour n ≥ 2,

L−n,ϵ(
µγ

2
)p
ˆ
Cp

p∏
j=1

1

(yj − z)
qj
ϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y
(j)
= (

µγ

2
)p
ˆ
Cp

p∏
j=1

1

(yj − z)
qj
ϵ
L−n,ϵFϵ(y; z, z)d

2y
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Pour (j), il suffit de justifier que ∂zi commute avec l’intégrale. En fait,

∂ziFϵ(y; z, z) =
(
− (r − 1)γαi

4(z − zi)ϵ
+

p∑
j=1

γαi
2(yj − zi)ϵ

+
∑
l ̸=i

αlαi
2(zl − zi)ϵ

)
Fϵ(y; z, z)

− µγαi
2

ˆ
C

1

(x− z)ϵ
Fϵ(x,y; z, z)d

2x

on peut montrer que supzi∈K
∏p
j=1

1

(yj−z)
qj
ϵ

∂ziFϵ(y; z, z) est intégrable, où K est un compact tel que zi
est dans l’intérieur deK, ce qui justifie la commutation grâce au théorème de dérivation sous l’intégrale.

On note

L
⟨p⟩
−n,ϵ =

N∑
l=1

(
− ∂zl

(zl − z)n−1
ϵ

+
(n− 1)∆αl

(zl − z)nϵ

)
+

p∑
i=1

(
− ∂yi

(yi − z)n−1
ϵ

+
(n− 1)∆γ

(yi − z)nϵ

)
Alors, en remarquant que ∆γ = 1,

L−n,ϵ(
µγ

2
)p
ˆ
Cp

p∏
j=1

1

(yj − z)
qj
ϵ
Fϵ(y; z, z)d

2y

=(
µγ

2
)p
ˆ
Cp

p∏
j=1

1

(yj − z)
qj
ϵ
L
⟨p⟩
−n,ϵFϵ(y; z, z)d

2y

+ (
µγ

2
)p
ˆ
Cp

p∏
j=1

1

(yj − z)
qj
ϵ

p∑
i=1

( ∂yi
(yi − z)n−1

ϵ
− n− 1

(yi − z)nϵ

)
Fϵ(y; z, z)d

2y

=:Ãϵ + B̃ϵ

On fait une intégration par partie pour calculer B̃ϵ :

B̃ϵ =

p∑
i=1

(
µγ

2
)p
ˆ
Cp

p∏
j ̸=i

1

(yj − z)
qj
ϵ

(
− qi + n− 1

(yi − z)qi+n−2
ϵ

∂yi
1

(yi − z)ϵ
− n− 1

(yi − z)qi+nϵ

)
Fϵ(y; z, z)d

2y

ϵ→0−→
p∑
j=1

qjT
n
j Qq

Dans Ãϵ, L
⟨p⟩
−n,ϵFϵ(y; z, z) est fourni par le lemme 5 :

lim
ϵ→0

L
⟨p⟩
−n,ϵFϵ(y; z, z) =

(
−
n−1∑
i=1

P
⟨p⟩
i P

⟨p⟩
n−i + (

(n− r)γ

2
+

2(n− 1)

γ
)P ⟨p⟩

n

)
Q⟨p⟩

+ 2

n−1∑
i=1

P
⟨p⟩
i Q

⟨p⟩
n−i + (

(r − 1)γ

2
− 2(n− 1)

γ
)Q⟨p⟩

n −
n−1∑
i=1

Q
⟨p⟩
i,n−i

avec

P
⟨p⟩
k (z, z,y) =

N∑
l=1

αl
2(zl − z)k

+

p∑
j=1

γ

2(yj − z)k
= Pk +

p∑
j=1

γ

2(yj − z)k

Q⟨p⟩(z, z,y) = ⟨V− (r−1)γ
2

(z)
N∏
l=1

Vαl(zl)

p∏
j=1

Vγ(yj)⟩

Si on entre dans les détails, on pourra montrer la convergence dominée s’applique, et un calcul algé-
brique simple permet de conclure la preuve. Pour le cas n = 1 on vérifier sans peine que la formule
reste valide.
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Proposition 18. Au sens faible, pour p ∈ {0, 1} et n+
∑

i qi ≤ r,

L−n
∏
i

PniQq =
(∑

i

niPni+n
∏
i′ ̸=i

Pni′ +
∏
i

PniL−n

)
Qq (4.35)

Cette proposition et la proposition 17 montrent que DrQ s’exprime en une combinaison linéaire des∏
i PniQq (on note aussi PnQq, avec n = (ni)i). La preuve pour les équations de BPZ dans la section

suivante consiste à annuler les coefficients devant chacun de ces termes.

4.4 Preuve des équations BPZ d’ordre (2,1) et (3,1)

On se sert notamment des propositions 17 et 18 pour montrer que les fonctions de corrélation
satisfont les équations BPZ d’ordre (2, 1) et (3, 1). Muni des résultats de la partie précédente, les
preuves sont directes.

Avant de faire les calculs, on donne la relation de commutation pour les opérateurs L−n (n ≥ 1) :

Proposition 19. Pour n,m ≥ 1

[L−n, L−m] = (m− n)L−(n+m) (4.36)

Preuve. On utilise les définitions 4.3 et 4.4.

Maintenant on vérifie les équations de BPZ, pour r = 2 et r = 3 respectivement.
⋄ Cas r = 2 :

D2 =
γ2

4
L−2 + L2

−1 (4.37)

L−1Q = −γ
2
P1Q+

γ

2
Q1

L2
−1Q = (−γ

2
P2 +

γ2

4
P 2
1 )Q− γ2

2
P1Q1 +

γ2

4
Q1,1 + (−γ

3

8
+
γ

2
)Q2

L−2Q = (−P 2
1 +

2

γ
P2)Q+ 2P1Q1 + (

γ

2
− 2

γ
)Q2 −Q1,1

On a ainsi D2Q = 0, en vérifiant que tous les coefficients devant chaque PnQq sont nuls.

⋄ Cas r = 3 et 1 < γ <
√
2 :

D3 =
1

4
(
γ4

4
L−3 +

γ2

2
L−1L−2 +

γ2

2
L−2L−1 + L3

−1) (4.38)

Par 4.36, on a
L−2L−1 = L−1L−2 − L−3

d’où

D3 =
1

4
((
γ4

4
− γ2

2
)L−3 + γ2L−1L−2 + L3

−1) (4.39)

L−1Q = −γP1Q+ γQ1

L2
−1Q = (−γP2 + γ2P 2

1 )Q− 2γ2P1Q1 + γ2Q1,1 + (−γ
3

2
+ γ)Q2

L−2Q = (−P 2
1 + (−γ

2
+

2

γ
)P2)Q+ 2P1Q1 + (γ − 2

γ
)Q2 −Q1,1

Donc

(γ2L−2 + L2
−1)Q = (γ − γ3

2
)P2Q+ (

γ3

2
− γ)Q2
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L−1(γ
2L−2 + L2

−1)Q =− (
γ4

4
− γ2

2
)
(
(
4

γ
P3 − 2P1P2)Q+ 2P2Q1 + 2P1Q2 − 2Q2,1 + (γ − 4

γ
)Q3

)
=− (

γ4

4
− γ2

2
)L−3Q

On conclut que D3Q = 0.
On peut procéder à un calcul algébrique formel pour vérifier les équations BPZ d’ordre (r, 1), avec

r supérieur à 4, en supposant que la proposition 17 reste valide. Un algorithme de matlab est donné
dans l’annexe pour ce but, et la validité des équations ont été testées pour r allant de 1 à 8. Le temps
de calcul croît très rapidement et les cas r supérieur à 9 n’ont pas été testés pour cette raison. Il existe
éventuellement une méthode combinatoire pour prouver de façon formelle les équations BPZ d’ordre
(r, 1) pour tout r.

Remarque. L’équation d’ordre (1, 1) dit simplement que ∂zQ(z) = 0 où z = (z1, . . . , zN ).

4.5 Etude des corrélations à 4 points

Dans cette section on travaille avec r = 3. Par la formule de KPZ 5 appliquée à la transformation
ψ : z 7→ (z2−z1)z3z−(z2−z3)z1

(z2−z1)z−(z2−z3) , les fonctions de corrélation à 3 points s’écrivent :

⟨
3∏
l=1

Vαl(zl)⟩ = C(α1, α2, α3)|z1 − z2|2∆12 |z1 − z3|2∆13 |z2 − z3|2∆23 (4.40)

avec ∆12 = ∆α3 −∆α1 −∆α2 etc., et

C(α1, α2, α3) = lim
z3→∞

|z3|4∆α3 ⟨Vα1(0)Vα2(1)Vα3(z3)⟩ (4.41)

Par l’équation 3.3, on a

⟨
N∏
l=1

Vαl(zl)⟩ = B(α)
∏
i<j

1

|zi − zj |αiαj
γ−1Γ (s, µ)E[(

ˆ
C

N∏
k=1

1

|x− zk|γαk
ĝ(x)−

γ
4

∑N
i=1 αiMγ(d

2x))−s]

(4.42)
avec s =

∑
l αl−2Q
γ et

B(α) = 4e−
ln2− 1

2
2

(
∑N
i=1 αi−2Q)2 (4.43)

On a choisi d’oublier la constante Zĝ, ce qui donne les résultats à constante multiplicative (indépendante
de tous les paramètres) près. On peut en déduire une expression de C(α1, α2, α3) :

C(α1, α2, α3) = B(α1, α2, α3)γ
−1Γ (s, µ)E[(

ˆ
C

1

|x|γα1 |x− 1|γα2
ĝ(x)−

γ
4

∑3
i=1 αiMγ(d

2x))−s] (4.44)

Les constantes C(α1, α2, α3) sont appelées les constantes de structure à trois points. Elles jouent
un rôle fondamental dans ’the conformal bootstrap approach’ (voir [25]). L’étude des solutions des
équations BPZ d’ordre (2, 1) permet de donner des relations entre ces constantes et de les résoudre
éventuellement. Une formule pour les C(α1, α2, α3) est appelée la formule de DOZZ (sous le nom Dorn-
Otto-Zamolodchikov-Zamolodchikov [9], [33]). Les solutions des équations BPZ d’ordre (2, 1) ont été
traitées dans [19], et la formule de DOZZ a été très récemment prouvé dans [20]. On cite la formule :

Théorème 8 (DOZZ). On introduit la fonction spéciale Υ définie sur 0 < Re(z) < Q par la formule

lnΥ(z) =

ˆ ∞

0

(
(
Q

2
− z)2e−t −

(sinh((Q2 − z) t2))
2

sinh( tγ4 ) sinh(
t
γ )

)dt
t

(4.45)
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La fonction Υ peut être prolongée analytiquement sur C. On note ᾱ =
∑

i α et

l(x) = Γ(x)/Γ(1− x) (4.46)

La formule de DOZZ s’écrit

C(α1, α2, α3) =
(
πµl(

γ2

4
)(
γ

2
)2−γ

2/2
) 2Q−ᾱ

γ Υ′(0)Υ(α1)Υ(α2)Υ(α3)

Υ( ᾱ2 −Q)Υ( ᾱ2 − α1)Υ( ᾱ2 − α2)Υ( ᾱ2 − α3)
(4.47)

Il est important à noter que cette expression de C(α1, α2, α3) est caractérisée par la proposition
suivante ( [31]) :

Proposition 20. La constante de structure C analytique en (α1, α2, α3), et vérifie les relations

C(α1 +
γ
2 , α2, α3)

C(α1 − γ
2 , α2, α3)

= − 1

πµ

l(−γ2

4 )l(
γα1

2 )l(γα1

2 − γ2

4 )l(
γ
4 (ᾱ− 2α1 − γ

2 ))

l(γ4 (ᾱ− γ
2 − 2Q))l(γ4 (ᾱ− 2α2 − γ

2 ))l(
γ
4 (ᾱ− 2α3 − γ

2 ))
(4.48)

C(α1 +
2
γ , α2, α3)

C(α1 − 2
γ , α2, α3)

= − 1

πµ̃

l(− 4
γ2
)l(α1

2γ )l(
α1
2γ − 4

γ2
)l( 1γ (ᾱ− 2α1 − 2

γ ))

l( 1γ (ᾱ− 2
γ − 2Q))l( 1γ (ᾱ− 2α2 − 2

γ ))l(
1
γ (ᾱ− 2α3 − 2

γ ))
(4.49)

où µ̃ =
(µπl( γ

2

2
))

4
γ2

πl( 4
γ2

)
.

On s’intéressera aux solutions des équations BPZ d’ordre (3, 1). Pour cela, on prend les fonctions
de corrélation à 4 points, qui vérifie la relation suivante par la formule de KPZ 5 appliquée à la même
transformation ψ que précédemment :

⟨V−γ(z)
3∏
l=1

Vαl(zl)⟩ =|z3 − z|−4∆−γ |z1 − z2|2(∆12−∆−γ)|z1 − z3|2(∆13+∆−γ)

|z2 − z3|2(∆23+∆−γ)G
((z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)

) (4.50)

avec
G(z) = lim

z3→∞
|z3|4∆α3 ⟨V−γ(z)Vα1(0)Vα2(1)Vα3(z3)⟩ (4.51)

Par 4.42, on a son expression :

G(z) =B(−γ, α1, α2, α3)|z|γα1 |z − 1|γα2γ−1Γ (s− 1, µ)

E[(
ˆ
C

|x− z|γ2

|x|γα1 |x− 1|γα2
ĝ(x)

γ2

4
− γ

4

∑3
i=1 αiMγ(d

2x))−s]
(4.52)

L’équation BPZ d’ordre (3, 1) s’écrit sous la forme suivante :{ 2

γ2
∂3

∂z3
+
∑
l

2

z − zl

∂2

∂z∂zl
+
∑
l

2∆l

(z − zl)2
∂

∂z

+
∑
l

∆

(z − zl)2
∂

∂zl
+
∑
l

2∆∆l

(z − zl)3

}
⟨V−γ(z)

N∏
l=1

Vαl(zl)⟩ = 0

(4.53)

Pour simplifier l’expression, on a noté ∆ = ∆−γ = −1− γ2

2 et ∆l = ∆αl .
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On injecte l’expression 4.50 dans l’équation et on évalue en (z1, z2, z3) = (0, 1,∞). Pour illustrer
les idées, on montre le calcul pour le terme

3∑
l=1

∆

(z − zl)2
∂

∂zl
⟨V−γ(z)

3∏
l=1

Vαl(zl)⟩

Pour cela, on introduit les notations

F (z, z) := ⟨V−γ(z)
3∏
l=1

Vαl(zl)⟩ = A(z, z)G
((z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)

)
(4.54)

où
A(z, z) = |z3 − z|−4∆|z1 − z2|2(∆12−∆)|z1 − z3|2(∆13+∆)|z2 − z3|2(∆23+∆) (4.55)

et on calcule par exemple

∂

∂z1
F = A(z, z)(

∆12 −∆

z1 − z2
+

∆13 +∆

z1 − z3
)G
((z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)

)
+

A(z, z)G′
((z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)

)
(− z2 − z3

(z − z3)(z2 − z1)
+

(z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)2
)

On obtient donc

lim
z3→∞

|z3|4∆3
∂

∂z1
F (z, 0, 1, z3) = −(∆12 −∆)G(z) + (z − 1)∂zG(z)

De même, on a

lim
z3→∞

|z3|4∆3
∂

∂z2
F (z, 0, 1, z3) = (∆12 −∆)G(z)− z∂zG(z)

lim
z3→∞

|z3|4∆3
∂

∂z3
F (z, 0, 1, z3) = 0

Par conséquent,

lim
z3→∞

|z3|4∆3

3∑
l=1

∆

(z − zl)2
∂

∂zl
F (z, 0, 1, z3)

= ∆(∆12 −∆)(
1

(z − 1)2
− 1

z2
)G(z)−∆(

1

z2
+

1

(z − 1)2
+

1

z(z − 1)
)∂zG(z)

On mène le même type de calcul pour les termes dans l’équation 4.53, et on obtient une équation
différentielle ordinaire de G :{ 2

γ2
∂3z − 2(

1

z
+

1

z − 1
)∂2z + (

2∆1 −∆

z2
+

2∆2 −∆

(z − 1)2
+

2∆12 − 3∆− 2

z(z − 1)
)∂z

+∆(∆12 −∆)(
1

(z − 1)2
− 1

z2
) +

2∆∆1

z3
+

2∆∆2

(z − 1)3

}
G(z) = 0

(4.56)

On remplace G par
G(z) = |z|γα1 |z − 1|γα2T (z) (4.57)

T a pour l’expression :

T (z) = B(−γ, α1, α2, α3)γ
−1Γ (s− 1, µ)E[(

ˆ
C

|x− z|γ2

|x|γα1 |x− 1|γα2
ĝ(x)

γ2

4
− γ

4

∑3
i=1 αiMγ(d

2x))−s] (4.58)
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On obtient que T est solution de l’équation :{ 2

γ2
z2(z − 1)2∂3z +

(
(
3α1

γ
− 2)z(z − 1)2 + (

3α2

γ
− 2)z2(z − 1)

)
∂2z

+
((3

2
(α1 + α2)

2 − α2
3

2
− (α1 + α2)(4γ +

3

γ
) + α3(

γ

2
+

2

γ
) +

5γ2

2
+ 3
)
z2

−
(5α2

1

2
+ 3α1α2 +

α2
2

2
− α2

3

2
− α1(

11γ

2
+

4

γ
)− α2(

5γ

2
+

2

γ
) + α3(

γ

2
+

2

γ
) +

5γ2

2
+ 3
)
z

+ α2
1 − α1(

3γ

2
+

1

γ
) +

γ2

2
+ 1
)
∂z

+
1

4
(α1 + α2 − α3 − γ)(α1 + α2 + α3 − 2γ − 4

γ
)(((α1 + α2)γ − γ2 − 2)z +

γ2

2
− α1γ + 1)

}
T (z) = 0

(4.59)

Si on prend la dérivée ∂z̄z̄, on a T solution réelle d’une EDP avec un opérateur de la forme 2
γ2
z2(z −

1)2∆3+ . . . suivi par des opérateurs de degré strictement inférieur à ∆2. C’est un opérateur différentiel
elliptique et avec les coefficients C∞. Alors l’opérateur est hypoelliptique analytique (voir par exemple
[30]). Ainsi, T est analytique réel dans C\{0, 1}. Pour vérifier que deux solutions coïncident, il suffit
de montrer qu’elles coïncident sur un ouvert dans C\{0, 1} On peut écrire T sous la forme d’une série
au voisinage de 1

2 :

T (z) =
∞∑

m,n=0

ãm,n(x− 1

2
)myn (4.60)

avec les ãm,n réels. En écrivant x = z+z̄
2 et y = z−z̄

2i , on a

T (z) =

∞∑
m,n=0

am,n(z −
1

2
)m(z̄ − 1

2
)n (4.61)

avec am,n ∈ C satisfaisant an,m = am,n.
L’équation 4.59 donne une relation de récurrence entre les coefficients am,n. Plus précisément,

elle donne a3,n en fonction des ai,n, i = 0, 1, 2, et pour m ≥ 0 elle donne am+4,n en fonction des
am+i,n, i = 0, 1, 2, 3. Par conséquent, les solutions au voisinage de 1

2 sont caractérisées par les coefficients
(am,n)0≤m≤2,0≤n≤m, qui est un espace vectoriel de dimension 9 (les am,m sont réels donc de dimension
1, les restes sont de dimension 2). L’espace des solutions réelles dans C\{0, 1} est donc de dimension
inférieure à 9.

Remarque. Le cas de l’équation BPZ d’ordre (2, 1) peut être traité par le même raisonnement qu’au
dessus pour montre que l’espace des solutions pour BPZ est de dimension inférieure à 4, ce qui est
cohérent avec la conclusion dans [19].

4.6 Résolution des équations BPZ d’ordre (3,1) pour les corrélations à 4 points

Maintenant on cherche les solutions de l’équation 4.59. Les solutions de ce type d’équations sont
données par les intégrales de Feigin-Fuchs ou intégrales de Coulomb et sont discutées dans [10, 11].
Pour avoir les même notations que celles de [10,11], on pose

a =
γ

4
(−α1 + α2 + α3)− 1, b =

γ

4
(α1 − α2 + α3)− 1

c = −γ
4
(α1 + α2 + α3) +

γ2

2
+ 1, g = −γ

2

2

(4.62)
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L’équation 4.59 peut se récrire sous la forme suivante

z2(z − 1)2∂3zT (z) + (K1z +K2(z − 1))z(z − 1)∂2zT (z)

+ (M1z
2 +M2(z − 1)2 +M3z(z − 1))∂zT (z) + (N1z +N2(z − 1))T (z) = 0

(4.63)

avec
K1 = −(3b+ 3c+ g), K2 = −(3a+ 3c+ g)

M1 = (b+ c)(2b+ 2c+ g + 1), M2 = (a+ c)(2a+ 2c+ g + 1)

M3 = (b+ c)(2a+ 2c+ g + 1) + (a+ c)(2b+ 2c+ g + 1)

+ (c− 1)(a+ b+ c) + (3c+ g)(a+ b+ c+ g + 1)

N1 = −c(2b+ 2c+ g + 1)(2a+ 2b+ 2c+ g + 2)

N2 = −c(2a+ 2c+ g + 1)(2a+ 2b+ 2c+ g + 2)

(4.64)

Proposition 21. On suppose que −γ, αi(i = 1, 2, 3) vérifient les bornes de Seiberg 3.4 avec 0 < γ < 2,
on impose aussi :

a, b, c > −1
g

2
> −min(

1

2
, a+ 1, b+ 1, c+ 1) a+ b+ c+

g

2
< −1

Toutes ces hypothèse seront appelées (H). On remarque que (H) est équivalent à

∀i, αi <
γ

2
+

2

γ

∑
i

αi < 2γ +
4

γ
0 < γ <

√
2

−α1 + α2 + α3, α1 − α2 + α3, α1 + α2 − α3 > γ

De plus, sous (H), on a nécessairement c > 0. L’espace des solutions réelles dans C\(]−∞, 0]∪ [1,∞[)
de l’équation 4.63 est un espace vetoriel de dimension inférieure à 9. Si on suppose de plus α1 ̸= 2

γ ,
alors toutes les solutions peuvent s’écrire en une combinaison linéaire des

(|Ii|2(z))i=1,2,3, (Re(Ii(z)Ij(z))1≤i<j≤3, (Im(Ii(z)Ij(z)))1≤i<j≤3 (4.65)

avec I1, I2, I3 trois fonctions holomorphes sur C\(]−∞, 0] ∪ [1,∞[) définies par

I1(a, b, c; g; z) =

ˆ ∞

1
dt1

ˆ ∞

1
dt2 t

a
1(t1 − 1)b(t1 − z)cta2(t2 − 1)b(t2 − z)c(t1 − t2)

g (4.66)

I2(a, b, c; g; z) =

ˆ ∞

1
dt1

ˆ z

0
dt2 t

a
1(t1 − 1)b(t1 − z)cta2(t2 − 1)b(t2 − z)c(t1 − t2)

g

= z1+a+c
ˆ ∞

1
dt1

ˆ 1

0
dt2 t

a
1(t1 − 1)b(t1 − z)cta2(zt2 − 1)b(t2 − 1)c(t1 − zt2)

g

(4.67)

I3(a, b, c; g; z) =

ˆ z

0
dt1

ˆ z

0
dt2 t

a
1(t1 − 1)b(t1 − z)cta2(t2 − 1)b(t2 − z)c(t1 − t2)

g

= z2+2a+2c+g

ˆ 1

0
dt1

ˆ 1

0
dt2 t

a
1(zt1 − 1)b(t1 − 1)cta2(zt2 − 1)b(t2 − 1)c(t1 − t2)

g

(4.68)

On interprète ces intégrales par les intégrales de chemin illustrées dans la figure 3. De plus zA est
considéré comme eA ln z, holomorphe dans C\]−∞, 0[, les phases sont prises dans ]− π, π[.

Remarque. Ces intégrales sont absolument convergentes sous (H) et elles vérifient les conditions du
théorème de Fubini.
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Figure 3 – chemin des intégrales I1, I2, I3

Preuve. On a déjà montré l’espace des solutions réelles est de dimension inférieure à 9. Il reste à
vérifier que I1, I2, I3 résolvent l’équation 4.63 et qu’elles sont linéairement indépendantes. On étudie
l’intégrale suivante :

I(a, b, c|d, e, f ; g; z) :=
ˆ
C1
dt1

ˆ
C2
dt2 t

a
1(t1 − 1)b(t1 − z)ctd2(t2 − 1)e(t2 − z)f (t1 − t2)

g (4.69)

où C1, C2 peuvent être les chemins 1 → ∞ ou 0 → z. On remarque que les bords des Ci(i = 1, 2) ne
contribuent pas lorsque on fait une intégration par partie. Les relations suivantes sont faciles à obtenir :

I(a, b, c+ 1|d, e, c; g − 1; z)− I(a, b, c|d, e, c+ 1; g − 1; z) = I(a, b, c|d, e, c; g; z) (1)

I(a, b, c+ 1|d, e, c− 1; g − 1; z)− I(a, b, c− 1|d, e, c+ 1; g − 1; z)

= I(a, b, c|d, e, c− 1; g; z) + I(a, b, c− 1|d, e, c; g; z)
(2)

zI(a, b, c|d, e, f ; g; z) = I(a+ 1, b, c|d, e, f ; g; z)− I(a, b, c+ 1|d, e, f ; g; z)
= I(a, b, c|d+ 1, e, f ; g; z)− I(a, b, c|d, e, f + 1; g; z)

(3)

(z − 1)I(a, b, c|d, e, f ; g; z) = I(a, b+ 1, c|d, e, f ; g; z)− I(a, b, c+ 1|d, e, f ; g; z)
= I(a, b, c|d, e+ 1, f ; g; z)− I(a, b, c|d, e, f + 1; g; z)

(4)

et par intégration par partie, on a les deux relations qui restent :

aI(a− 1, b, c|d, e, f ; g; z) + bI(a, b− 1, c|d, e, f ; g; z)
+cI(a, b, c− 1|d, e, f ; g; z) + gI(a, b, c|d, e, f ; g − 1; z) = 0

(5)

dI(a, b, c|d− 1, e, f ; g; z) + eI(a, b, c|d, e− 1, f ; g; z)

+fI(a, b, c|d, e, f − 1; g; z)− gI(a, b, c|d, e, f ; g − 1; z) = 0
(6)

A l’aide des relations (1)-(6), on montre que I(z) = I(a, b, c|a, b, c; g; z) est solution de l’équation 4.63.
Pour alléger l’expression, on note

Ĩ(a, b, c|d, e, f ; g; z) = I(a, b, c|d, e, f ; g; z) + I(d, e, f |a, b, c; g; z)
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On calcule les dérivées de I :
I ′(z) = −cĨ(a, b, c− 1|a, b, c; g; z)

I ′′(z) = c(c− 1)Ĩ(a, b, c− 2|a, b, c; g; z) + c2Ĩ(a, b, c− 1|a, b, c− 1; g; z)

I ′′′(z) =− c(c− 1)(c− 2)Ĩ(a, b, c− 3|a, b, c; g; z)− 3c2(c− 1)Ĩ(a, b, c− 2|a, b, c− 1; g; z)

Par (5) et (6),

(c− 2)I(a, b, c− 3|a, b, c; g; z) =− aI(a− 1, b, c− 2|a, b, c; g; z)− bI(a, b− 1, c− 2|a, b, c; g; z)
− gI(a, b, c− 2|a, b, c; g − 1; z)

(c− 2)I(a, b, c|a, b, c− 3; g; z) =− aI(a, b, c|a, b, c− 2; g; z)− bI(a, b, c|a, b− 1, c− 2; g; z)

+ gI(a, b, c|a, b, c− 2; g − 1; z)

En sommant ces deux dernières équations, on obtient

−c(c− 1)(c− 2)Ĩ(a, b, c− 3|a, b, c; g; z) (2)
= c(c− 1)

(
aĨ(a− 1, b, c− 2|a, b, c; g; z)

+bĨ(a, b− 1, c− 2|a, b, c; g; z)− gĨ(a, b, c− 1|a, b, c− 2; g; z)
)

Le même type de calcul (noté (∗)) apparaissent plusieurs fois dans la preuve et on ne détaille plus dans
la suite. Par le calcul précédent,

I ′′′(z) =c(c− 1)
(
aĨ(a− 1, b, c− 2|a, b, c; g; z) + bĨ(a, b− 1, c− 2|a, b, c; g; z)

− (3c+ g)Ĩ(a, b, c− 1|a, b, c− 2; g; z)
)

(∗)
=c(c− 1)

(
aĨ(a− 1, b, c− 2|a, b, c; g; z) + bĨ(a, b− 1, c− 2|a, b, c; g; z)

)
+ c(3c+ g)

(
aĨ(a− 1, b, c− 1|a, b, c− 1; g; z) + bĨ(a, b− 1, c− 1|a, b, c− 1; g; z)

)
Alors,

z2(z − 1)2I ′′′(z) + (K1z +K2(z − 1))z(z − 1)I ′′(z)

(3)(4)
= − z(z − 1)2

(
c(c− 1)(g + 2a+ 3c)Ĩ(a, b, c− 2|a, b, c; g; z)

+ c(cg − ag + 3c2)Ĩ(a, b, c− 1|a, b, c− 1; g; z) + c(c− 1)aĨ(a− 1, b, c− 1|a, b, c; g; z)

+ c(3c+ g)aĨ(a− 1, b, c|a, b, c− 1; g; z)
)
− z2(z − 1)

(
c(c− 1)(g + 2b+ 3c)Ĩ(a, b, c− 2|a, b, c; g; z)

+ c(cg − bg + 3c2)Ĩ(a, b, c− 1|a, b, c− 1; g; z) + c(c− 1)bĨ(a, b− 1, c− 1|a, b, c; g; z)

+ c(3c+ g)bĨ(a, b− 1, c|a, b, c− 1; g; z)
)

(∗)
=z(z − 1)2

(
ca(2a+ 2c+ g + 1)Ĩ(a− 1, b, c− 1|a, b, c; g; z)

+ cb(2a+ 6c+ 2g)Ĩ(a, b− 1, c− 1|a, b, c; g; z)
)

+ z2(z − 1)
(
cb(2b+ 2c+ g + 1)Ĩ(a, b− 1, c− 1|a, b, c; g; z)

+ cb(2b+ 6c+ 2g)Ĩ(a− 1, b, c− 1|a, b, c; g; z)
)

Ensuite,

z2(z − 1)2I ′′′(z) + (K1z +K2(z − 1))z(z − 1)I ′′(z) + (M1z
2 +M2(z − 1)2 +M3z(z − 1))I ′(z)

(3)(4)(∗)
= (z − 1)2cb(2a+ 2c+ g + 1)Ĩ(a, b− 1, c|a, b, c; g; z) + z2ca(2b+ 2c+ g + 1)Ĩ(a− 1, b, c|a, b, c; g; z)

+z(z − 1)c
(
a(2a+ 2c+ g + 1)Ĩ(a− 1, b, c|a, b, c; g; z) + b(2b+ 2c+ g + 1)Ĩ(a, b− 1, c|a, b, c; g; z)

)
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Enfin, en utilisant à nouveau (3)(4) et (∗) on montre que

z2(z − 1)2I ′′′(z) + (K1z +K2(z − 1))z(z − 1)I ′′(z)

+ (M1z
2 +M2(z − 1)2 +M3z(z − 1))I ′(z) + (N1z +N2(z − 1))I(z) = 0

Vu les comportements près de z = 0, comme α1 <
γ
2 + 2

γ et α1 ̸= 2
γ , les exposant de z des Ii sont

différents et elles sont trois solutions indépendantes. Ainsi,

(|Ii|2(z))i=1,2,3, (Re(Ii(z)Ij(z)))1≤i<j≤3, (Im(Ii(z)Ij(z)))1≤i<j≤3

forment une famille de solutions analytiques réelles sur C\(]−∞, 0] ∪ [1,∞[), indépendantes par une
étude de l’asymptotique au voisinage de (z, z̄) = 0.

Par le même raisonnement, on prouve le résultat suivant :

Proposition 22.

I(a, b, c; g; z) :=
ˆ
C
d2t1

ˆ
C
d2t2 |t1|2a|t1 − 1|2b|t1 − z|2c|t2|2a|t2 − 1|2b|t2 − z|2c|t1 − t2|2g (4.70)

résout l’équation 4.63 pour z ∈ C\{0, 1}, en supposant (H).

Preuve. En effet, toutes les relations de I(a, b, c|d, e, f ; g; z) restent valides pour I(a, b, c|d, e, f ; g; z),
définie par

I(a, b, c|d, e, f ; g; z) :=
ˆ
C
d2t1

ˆ
C
d2t2 t

a
1(t1 − 1)b(t1 − z)ctd2(t2 − 1)e(t2 − z)f (t1 − t2)

g

t̄a01 (t̄1 − 1)b0(t̄1 − z̄)c0 t̄d02 (t̄2 − 1)e0(t̄2 − z̄)f0(t̄1 − t̄2)
g0

(4.71)

avec les constantes a0, b0, c0, d0, e0, f0, g0 fixées préalablement.

4.7 Problème de monodromie

On travaille avec l’hypothèse (H) déclarée dans la proposition 21, en ajoutant la condition supplé-
mentaire :

α1 /∈ (γ − 2

γ
N) ∪ (

γ

2
+

1

γ
− 1

γ
N) ∪ (

2

γ
− 2

γ
N)

On note cette nouvelle hypothèse (H ′). Sous (H ′), on a

1 + a+ c, 2 + 2a+ 2c+ g, 1 + a+ c+ g /∈ Z

Le générateur du groupe de monodromie correspondant à la singularité en 0 des Ii(i = 1, 2, 3) est noté
g0, qui est une matrice 3 × 3 ici. Il correspond à un prolongement analytique en z suivant le contour
illustré dans la figure 4.

0 1

z

Figure 4 – contour de prolongement

On a

g0 =

 1 0 0

0 ei2π(1+a+c) 0

0 0 ei2π(2+2a+2c+g)

 (4.72)
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et Il devient (g0)l,lIl après le prolongement. Par les discussions dans la sous-section précédente, T peut
s’écrire en une combinaison linéaire des (Il(z)Ij(z))1≤l,j≤3, qui génère la base des solutions dans la
proposition 21. Plus précisément, pour z ∈ C\(]−∞, 0] ∪ [1,∞[),

T (z) =

3∑
l,j=1

Xl,jIl(z)Ij(z) (4.73)

avec (Xl,l)l=1,2,3 ∈ R3 et (Xl,j)l ̸=j ∈ C6 tels que Xl,j = Xj,l. D’autre part, on a vu que T est analytique
réelle dans C\{0, 1}, donc il est invariant par ce prolongement en z. Ainsi on a

T (z) =

3∑
l,j=1

Xl,jIl(z)Ij(z) =

3∑
l,j=1

Xl,j (g0)l,l(g0)j,jIl(z)Ij(z)

en simplifiant l’équation ∑
l ̸=j

Xl,jIl(z)Ij(z) =
∑
l ̸=j

Xl,j (g0)l,l(g0)j,jIl(z)Ij(z)

On étudie le comportement proche de (z, z̄) = 0 de l’expression à gauche et à droite, et on peut
montrer progressivement que les Xl,j = 0 pour l ̸= j, sous (H ′). Par exemple, lorsque α1 <

2
γ (on

suppose toujours (H ′)), on a 0 < 1 + a+ c < 2 + 2a+ 2c+ g, l’équivalent de gauche est

cste1,2X1,2z̄
1+a+c + cste1,2X1,2z

1+a+c

L’équivalent de droite est

e−i2π(1+a+c)cste1,2X1,2z̄
1+a+c + ei2π(1+a+c)cste1,2X1,2z

1+a+c

On obtient X1,2 = 0 comme 1 + a + c /∈ Z. On élimine les termes de X1,2 et X2,1 dans 4.7, et on
peut continuer le même raisonnement. Les autres valeurs de α1 peuvent être traitées de façon similaire.
Ainsi on écrit pour z ∈ C\({0} ∪ [1,∞[) (par prolongement analytique)

T (z) =
3∑
j=1

Xj |Ij(z)|2 (4.74)

avec Xj ∈ R.
On peut repartir de la proposition 21 en introduisant les intégrales J1, J2, J3 qui ont le même

intégrant ta1(t1−1)b(t1−z)cta2(t2−1)b(t2−z)c(t1− t2)g que les I1, I2, I3, avec les chemins d’intégration
illustrées dans la figure 5. On peut écrire

J1(a, b, c; g; z) =

ˆ −∞

0
dt1

ˆ −∞

0
dt2 t

a
1(t1 − 1)b(t1 − z)cta2(t2 − 1)b(t2 − z)c(t1 − t2)

g (4.75)

J2(a, b, c; g; z) = (z − 1)1+a+c
ˆ −∞

0
dt1

ˆ 1

0
dt2 t

a
1(t1 − 1)b(t1 − z)cta2(zt2 − 1)b(t2 − 1)c(t1 − zt2)

g

(4.76)

J3(a, b, c; g; z) = (z − 1)2+2a+2c+g

ˆ 1

0
dt1

ˆ 1

0
dt2 t

a
1(zt1 − 1)b(t1 − 1)cta2(zt2 − 1)b(t2 − 1)c(t1 − t2)

g

(4.77)
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Figure 5 – chemin des intégrales J1, J2, J3

La preuve reste valide pour montrer que J1, J2, J3 forment une base des solutions holomorphes dans
C\(]−∞, 0]∪ [1,∞[). On peut donc exprimer Ii en des Jj (la preuve consiste à jouer avec les chemins
d’intégration et elle se trouve dans [10]) :

Ii(z) =

3∑
j=1

ai,jJj(z) (4.78)

avec

a =


s(a)s(a+g/2)

s(b+c)s(b+c+g/2)
s(a)s(c)

s(b+c)s(b+c+g)
s(c)s(c+g/2)

s(b+c+g/2)s(b+c+g)

− s(a+b+c+g/2)s(a+g/2)
s(b+c)s(b+c+g/2) 2c(g/2) s(a+b+c+g/2)s(c)

s(b+c)s(b+c+g/2) −
s(b+g/2)s(a)

s(b+c+g/2)s(b+c+g)
s(b+g/2)s(c+g/2)

s(b+c+g/2)s(b+c+g)2c(g/2)
s(a+b+c+g/2)s(a+b+c+g)

s(b+c)s(b+c+g/2)
s(a+b+c+g)s(b)
s(b+c)s(b+c+g)

s(b)s(b+g/2)
s(b+c+g/2)s(b+c+g)


(4.79)

Ici on note s(x) = sin(πx), c(x) = cos(πx). On a

T (z) =

3∑
i=1

3∑
j,k=1

ai,jai,kXiJj(z)Jk(z) (4.80)

Par l’étude du problème de monodromie autour de z = 1, on déduit que pour j ̸= k,
3∑
i=1

ai,jai,kXi = 0 (4.81)

et on résout
X1

X3
=
a3,3ã3,1
a1,3ã3,3

=
s(a+ b+ c+ g)s(a+ b+ c+ g/2)s(b)s(b+ g/2)s(a+ c+ g)

s(a)s(a+ g/2)s(c)s(c+ g/2)s(a+ c)

X2

X3
=
a3,3ã3,2
a2,3ã3,3

=
s(a+ b+ c+ g)s(a+ c+ g/2)s(b)

s(c+ g/2)s(a+ g/2)s(a+ c)2c(g/2)

(4.82)

avec (ãi,j)i,j = a−1.
En résumé, on connaît T (z) =

∑3
j=1Xj |Ij(z)|2 à constante multiplicative près pour z ∈ C\({0} ∪

[1,∞[), sous la condition (H ′). L’égalité reste valable sous l’hypothèse plus faible (H), car les deux
côtés de l’égalité sont analytique en αi.
Remarque. Dans cette sous section, on a en fait montré que toute solution réelle de l’équation 4.63
(définie sur C\{0, 1}) s’écrit en combinaison linéaire des |Ij(z)|2 pour z ∈ C\({0}∪ [1,∞[). De plus les
rapports entre les coefficients sont données par 4.82. Ceci montre que l’espace des solutions réelles est
de dimension 1.
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4.8 Forme intégrale des fonctions de corrélation

On donne deux intégrales importantes pour la suite. La première est l’intégrale de Selberg, intro-
duite dans [28] comme une généralisation des intégrales de Beta. Une preuve simple de cette formule
se trouve dans [1]. Voir aussi [16] pour les diverses applications de cette intégrale.

Proposition 23 (Selberg). Sous l’hypothèse

Re(a), Re(b) > −1,
Re(g)

2
> −min(

1

n
,
Re(a)

n− 1
+ 1,

Re(b)

n− 1
+ 1)

l’intégrale suivante converge

Sn(a, b, g) : =

ˆ 1

0
· · ·
ˆ 1

0

n∏
i=1

tai (1− ti)
b
∏

1≤i<j≤n
|ti − tj |gdt1 · · · dtn

=

n−1∏
j=0

Γ(1 + a+ jg/2)Γ(1 + b+ jg/2)Γ(1 + (j + 1)g/2)

Γ(2 + a+ b+ (n+ j − 1)g/2)Γ(1 + g/2)

(4.83)

La deuxième est l’intégrale de Selberg complexe, voir [2] ou [15] pour une preuve.

Proposition 24. Sous l’hypothèse{
Re(a), Re(b) > −1, Re(g)2 > −min( 1n ,

Re(a)
n−1 + 1, Re(b)n−1 + 1)

Re(a+ b+ (n−1)g
2 ) < −1, Re(a+ b+ (n− 1)g) < −1

l’intégrale suivante converge

An(a, b, g) : =

ˆ
C
· · ·
ˆ
C

n∏
i=1

|ti|2a|1− ti|2b
∏

1≤i<j≤n
|ti − tj |2gd2t1 · · · d2tn

= S2
n(a, b, g)

1

n!

n−1∏
j=0

s(a+ jg/2)s(b+ jg/2)s((j + 1)g/2)

s(a+ b+ (n+ j − 1)g/2)s(g/2)

(4.84)

Au lieu d’exprimer T en des Ii, on utilise les fonctions normalisées :

Proposition 25. F1,F2,F3 trois fonctions holomorphes en z sur C\(]−∞, 0] ∪ [1,∞[) définies par

Fi(a, b, c; g; z) =
1

Ni
Ii(a, b, c; g; z) = zρi(1 +Oz→0(z)) (4.85)

avec
ρ1 = 0, ρ2 = 1 + a+ c, ρ3 = 2 + 2a+ 2c+ g

et les constantes de normalisations s’expriment

N1 = c(g/2)eiπg/2
Γ(g)Γ(−1− a− b− c− g)Γ(−1− a− b− c− g/2)Γ(1 + b)Γ(1 + b+ g/2)

Γ(g/2)Γ(−a− c)Γ(−a− c− g/2)

N2 =
Γ(−1− a− b− c− g)Γ(1 + a)Γ(1 + b)Γ(1 + c)

Γ(−a− c− g)Γ(2 + a+ c)

N3 = c(g/2)eiπg/2
Γ(g)Γ(1 + a)Γ(1 + a+ g/2)Γ(1 + c)Γ(1 + c+ g/2)

Γ(g/2)Γ(2 + a+ c+ g/2)Γ(2 + a+ c+ g)

(4.86)

Remarque. Les Fi correspondent aux conformal blocks dans la littérature physique.
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Preuve. On montre le calcul de N3, les calculs pour N1, N2 sont similaires. Par définition, sous (⋆),

N3 =

ˆ 1

0
dt1

ˆ 1

0
dt2 t

a
1(1− t1)

cta2(1− t2)
c(t1 − t2)

g =
1 + eiπg

2
S2(a, c, g)

= c(g/2)eiπg/2
Γ(g)Γ(1 + a)Γ(1 + a+ g/2)Γ(1 + c)Γ(1 + c+ g/2)

Γ(g/2)Γ(2 + a+ c+ g/2)Γ(2 + a+ c+ g)

Or l’intégrale de Selberg impose des contraintes sur g, ainsi sur γ. Mais on travaille avec un γ ∈]0, 2[
fixe et on ne veut pas des contraintes de plus. Pour cela, on utilise un prolongement analytique en
a, b, c et g pour montrer l’identité suivant sous l’hypothèse (H) :

ˆ 1

0
dt1

ˆ 1

0
dt2 t

a
1(1− t1)

cta2(1− t2)
c(t1 − t2)

g

=2c(g/2)eiπg/2
Γ(g)Γ(1 + a)Γ(1 + a+ g/2)Γ(1 + c)Γ(1 + c+ g/2)

Γ(g/2)Γ(2 + a+ c+ g/2)Γ(2 + a+ c+ g)

(4.87)

Ce qui finit la preuve.

Par 4.44 et 4.58, T (0) = C(α1 − γ, α2, α3). En tendant z → 0, on obtient facilement :

Théorème 9. Sous la condition (H),

T (z) =

3∑
j=1

X̃j |Fj(z)|2 (4.88)

pour z ∈ C\({0} ∪ [1,∞[). Les X̃j sont donnés par

X̃1/C(α1 − γ, α2, α3) = 1

X̃2/C(α1 − γ, α2, α3) =
|N2|2

|N1|2
s(a+ c+ g/2)s(a)s(c)

2c(g/2)s(a+ b+ c+ g/2)s(a+ c+ g)s(b+ g/2)

X̃3/C(α1 − γ, α2, α3) =
|N3|2

|N1|2
s(a)s(a+ g/2)s(c)s(c+ g/2)s(a+ c)

s(a+ b+ c+ g)s(a+ b+ c+ g/2)s(a+ c+ g)s(b)s(b+ g/2)

(4.89)

Remarque. Cette équation correspond à l’expansion du produit des opérateurs (OPE) dans l’approche
de conformal bootstrap.

Par la remarque importante à la fin de la sous section précédente, on déduit la relation entre T et
I :

Théorème 10. On suppose (H) et
1 < γ <

√
2

On a pour z ∈ C\{0, 1},

T (z) =
C(α1 − γ, α2, α3)

A2(a+ c, b, g)
I(a, b, c; g; z) (4.90)

où on rappelle la définition 22 de I et les expressions 4.62 pour a, b, c et g :

I(a, b, c; g; z) =
ˆ
C
d2t1

ˆ
C
d2t2 |t1|2a|t1 − 1|2b|t1 − z|2c|t2|2a|t2 − 1|2b|t2 − z|2c|t1 − t2|2g

a =
γ

4
(−α1 + α2 + α3)− 1, b =

γ

4
(α1 − α2 + α3)− 1

c = −γ
4
(α1 + α2 + α3) +

γ2

2
+ 1, g = −γ

2

2
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En conséquence, on peut exprimer les fonctions de corrélation à 4 points avec un champ dégénéré de
poids −γ :

⟨V−γ(z)
3∏
l=1

Vαl(zl)⟩ =|z3 − z|−4∆−γ |z1 − z2|2(∆12−∆−γ)|z1 − z3|2(∆13+∆−γ)|z2 − z3|2(∆23+∆−γ)

|z̃|γα1 |z̃ − 1|γα2
C(α1 − γ, α2, α3)

A2(a+ c, b, g)
I(a, b, c; g; z̃)

(4.91)

avec z̃ = (z−z1)(z2−z3)
(z−z3)(z2−z1) .

Remarque. Pour généraliser à tous les γ et αi, il faut prolonger analytiquement I et de montrer que
cela reste solution réelle de l’équation 4.63. Pour αi, cela est faisable, mais pour γ, on ne sait pas
montrer directement que T est analytique en γ.

En corollaire, on obtient une formule sur les GMC :

Corollaire 1.

E[(
ˆ
C

|x− z|γ2

|x|γα1 |x− 1|γα2
ĝ(x)

γ2

4
− γ

4

∑3
i=1 αiMγ(d

2x))−s3 ] =
C(α1 − γ, α2, α3)I(a, b, c; g; z)

B(−γ, α1, α2, α3)γ−1Γ (s− 1, µ)A2(a+ c, b, g)
(4.92)

avec sr = − r−1
2 +

∑
l αl−2Q
γ et on rappelle l’équation 4.43

B(α) = 4e−
ln2− 1

2
2

(
∑N
i=1 αi−2Q)2

Jusqu’à ici on a vu la résolution pour l’équation BPZ d’ordre (3, 1), la même procédure (plus facile)
s’applique à l’ordre (2, 1). On note

a =
γ

4
(−α1+α2+α3)−

γ2

8
−1, b =

γ

4
(α1−α2+α3)−

γ2

8
−1, c = −γ

4
(α1+α2+α3)+

3γ2

8
+1 (4.93)

Pour l’ordre 2, les lecteurs trouvent l’OPE dans [19] qui est l’équivalent du théorème 9 :

Théorème 11.
T− γ

2
(z) = X−|F−(z)|2 +X+|F+(z)|2 (4.94)

avec

F−(z) =
1

N−

ˆ ∞

1
dvva(v − 1)b(v − z)c =

1

N−
2F1(−c,−1− a− b− c,−a− c; z)

F+(z) =
z1+a+c

N+

ˆ 1

0
dvva(1− v)c(1− vz)b =

1

N+
2F1(−b, 1 + a, 2 + a+ c; z)

(4.95)

2F1 sont des fonctions hypergéométriques, et

N− =
Γ(−1− a− b− c)Γ(1 + b)

Γ(−a− c)
, N+ =

Γ(1 + a)Γ(1 + c)

Γ(2 + a+ c)
(4.96)

Les coefficients X−, X+ sont donnés par

X− = C(α1 −
γ

2
, α2, α3), X+ =

N2
+

N2
−

s(a)s(c)

s(a+ b+ c)s(b)
C(α1 −

γ

2
, α2, α3) (4.97)

Ici pour l’ordre 2, G− γ
2
(z) = limz3→∞ |z3|4∆α3 ⟨V− γ

2
(z)Vα1(0)Vα2(1)Vα3(z3)⟩ et

G− γ
2
(z) = |z|

γα1
2 |z − 1|

γα2
2 T− γ

2
(z) (4.98)
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On a aussi l’équivalent du théorème 10, ce que les auteurs de [19] n’ont pas traité :

Théorème 12. En supposant l’intégrale convergente,

⟨V− γ
2
(z)

3∏
l=1

Vαl(zl)⟩ =|z3 − z|−4∆− γ
2 |z1 − z2|

2(∆12−∆− γ
2
)|z1 − z3|

2(∆13+∆− γ
2
)|z2 − z3|

2(∆23+∆− γ
2
)

|z̃|
γα1
2 |z̃ − 1|

γα2
2
C(α1 − γ

2 , α2, α3)

A1(a+ c, b, g)

ˆ
C
d2t |t|2a|t− 1|2b|t− z|2c

(4.99)

Ainsi comme corollaire,

E[(
ˆ
C

|x− z|
γ2

2

|x|
γα1
2 |x− 1|

γα2
2

ĝ(x)
γ2

8
− γ

4

∑3
i=1 αiMγ(d

2x))−s2 ] =
C(α1 − γ/2, α2, α3)

´
C d

2t |t|2a|t− 1|2b|t− z|2c

B(−γ/2, α1, α2, α3)γ−1Γ (s− 1, µ)A1(a+ c, b, g)

(4.100)

Notons qu’il existe des version duales des théorèmes dans cette sous-section, qui vient des équations
BPZ duales. On pourra les démontrer en suivant les même procédures que celles de la section 4.

Concernant ce mémoire, il reste plusieurs problèmes ouverts à chercher : BPZ d’ordre (3, 1) pour
tout γ ∈]0, 2[, BPZ d’ordre (r, 1) avec r quelconque, l’OPE pour un champ dégénéré et N ≥ 3 quel-
conque, l’OPE général, équations du mouvement pour LCFT ( [32]), analycité des fonctions de corré-
lations en z et en γ, cas critique γ = 2, etc. Les lecteurs curieux peuvent lire [22] pour découvrir la
théorie de Liouville en une revue.
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A Algorithmes matlab pour vérifier la validité des équations BPZ
d’ordre (r,1) (testés pour r allant de 1 à 8)

BSA_general.m

1 % Verification de l’equation BPZ cas general pour l’ordre r de 1 a rMax.

2 rMax = 8;

3

4 for rValue = 1:rMax

5 % r est l’ordre de l’equation

6 r = rValue;

7 dict = BSA_dict(r);

8 x = sym(’x’ ,[1 r]);

9 syms g;

10

11 % A enregistre toutes les partitions unique a permutation pres dans une

12 % matrice. Chaque ligne est une partition de r.

13 A = intpartitions(r);

14 keys = dict.keys();

15 lengthKey = length(keys);

16

17 % On utilise un dictionnaire Q pour enregistrer les polynomes devant

18 % les Q_q , ou l’indice q est represente par une partition (une liste

19 % des nombres entiers) Le but est de montrer qu ’au final les polynomes

20 % devant chaque Q_q est nul.

21 Q = containers.Map(keys ,zeros(1, lengthKey),’UniformValues ’,false);

22

23 % Le boucle est la somme sur les partitions et leurs permutations dans

24 % la definition de l’operateur differentiel D^(r)

25 for a = 1: length(A)

26 partition = cell2mat(A(a));

27 k = length(partition);

28 Perm = uniqueperms(partition);

29 for j = 1:size(Perm ,1)

30 perm = Perm(j,:);

31 if k == 1

32 coefficient = (g^2/4) ^(r-1);

33 else

34 cumulP = cumsum(perm);

35 cumulP2 = r-cumulP;

36 coefficient = (g^2/4) ^(r-k)/(prod(cumulP (1:k-1))*prod(cumulP2 (1:k-1))

);

37 end

38 % Iterer pour calculer L_{-n_k }...L_{-n_1}

39 expr = containers.Map(keys ,zeros(1, lengthKey),’UniformValues ’,false);

40 expr(’0’) = 1;

41 for i = 1:k

42 expr = operatorL_general(expr ,perm(k+1-i),r,dict);

43 end

44

45 for i = 1: lengthKey

46 index = char(keys(i));

47 Q(index) = simplify(Q(index)+coefficient*expr(index));

48 end

49 end

50 end

51

52 % Imprimer le resultat.

53 Qvalue = Q.values ();

54 boolVerification = 1;
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55 for i =1: lengthKey

56 if not(isequal(Qvalue(i) ,{0}))

57 disp(’Erreur ’);

58 break;

59 end

60 end

61 if boolVerification ==1

62 disp(sprintf(’Equation BPZ d’’ordre %d est VRAI!’,r))

63 end

64 end

BSA_dict.m

1 % Creer un dictionnaire qui donne une numerotation des partitions. Par

2 % exemple ’0’: [] et ’1’ : [1], ’2’:[1;1] etc

3

4 function dict = BSA_dict(r)

5 dict = containers.Map();

6 dict(’0’) = [];

7 index = 0;

8 for s = 1:r

9 A = intpartitions(s);

10 for a = 1: length(A)

11 index = index +1;

12 partition = cell2mat(A(a));

13 dict(num2str(index)) = partition;

14 end

15 end

16 end

findDict.m

1 % Trouver un element dans un dictionnaire.

2 % way = T : trouver ceux qui sont egaux a l’element

3 % way = F : trouver ceux qui ne sont pas egaux a l’element

4

5 function indices = findDict(dict ,element ,way)

6

7 elementSort = sort(element);

8 keys = dict.keys();

9 values = dict.values ();

10 indices = [];

11 if way == ’T’

12 for i = 1: length(keys)

13 if isequal(values(i),{elementSort })

14 indices = [indices , keys(i)];

15 break

16 end

17 end

18 indices = char(indices);

19 end

20 if way == ’F’

21 for i = 1: length(keys)

22 if not(isequal(values(i),{elementSort }))

23 indices = [indices , keys(i)];

24 end

25 end

26 end

27 end
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operatorL_general.m

1 %operatorL represente L_{-n}. Q est une liste des polynomes.

2

3 function newQ = operatorL_general(Q,n,r,dict)

4 x = sym(’x’ ,[1 r]);

5 syms g;

6 keys = dict.keys();

7 % Initialisation de newQ

8 newQ = containers.Map(keys ,zeros(1,length(keys)),’UniformValues ’,false);

9 indices = findDict(Q,0,’F’);

10

11 % La suite encode la relation de recurrence de L_{-n}Q_q

12 for l = 1: length(indices)

13 index = char(indices(l));

14 P = Q(index);

15 newP = 0;

16 for i = 1:(r-n)

17 newP = newP+i*x(i+n)*diff(P,x(i));

18 end

19 P1=-x(1:n-1)*fliplr(x(1:n-1)).’+((n-r)*g/2+2*(n-1)/g)*x(n);

20 newP = newP+P*P1;

21 newQ(index) = newQ(index)+newP;

22

23 partition = dict(index);

24 p = length(partition);

25 for i = 1:(n-1)

26 s = findDict(dict ,[ partition;n-i],’T’);

27 newQ(s) = newQ(s)+2*x(i)*P;

28

29 s = findDict(dict ,[ partition;i;n-i],’T’);

30 newQ(s) = newQ(s)-P;

31

32 for j = 1:p

33 s = findDict(dict ,partition +[zeros(j-1,1);n-i;zeros(p-j,1)],’T’);

34 newQ(s) = newQ(s)-g*x(i)*P;

35

36 s = findDict(dict ,[ partition +[zeros(j-1,1);i;zeros(p-j,1)];n-i],’T’);

37 newQ(s) = newQ(s)+g*P;

38

39 for k = 1:p

40 s = findDict(dict ,partition +[zeros(j-1,1);i;zeros(p-j,1)]+[ zeros(

k-1,1);n-i;zeros(p-k,1)],’T’);

41 newQ(s) = newQ(s)-g^2/4*P;

42 end

43 end

44 end

45

46 s = findDict(dict ,[ partition;n],’T’);

47 newQ(s) = newQ(s)+((r-1)*g/2-2*(n-1)/g)*P;

48

49 for j = 1:p

50 s = findDict(dict ,partition +[zeros(j-1,1);n;zeros(p-j,1)],’T’);

51 newQ(s) = newQ(s)+((n-r)*g^2/4+n-1+ partition(j))*P;

52 end

53 end

54

55 end
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Les fonctions intpartitions et uniqueperms sont téléchargés sur le site de mathworks.

intpartitions.m
1 function cellPart = intpartitions(varargin)

2 %INTPARTITION performs integer partition , i.e. the partition of of a set

3 %containing homogenous elements. The function generates a cell array

4 %containing a list of vectors representing all possible ways

5 %of partitioning a set containing intIn number of identical elements

6 %without order awareness. The numerical representation in the

7 %output describes the partitions as: {[3 1]} = [1 1 1 | 1].

8

9 % Example 1: intpartition (4) gives {[1 1 1 1],[1 1 2],[1 3],[2 2],4}

10 % Example 2: intpartition (10 ,2) gives {[3 ,7] ,[4 ,6] ,[5 ,5] ,10}

11 %

12 n=varargin {1};

13 if nargin >= 2

14 s=varargin {2};

15 else

16 s=inf;

17 end

18

19 n = round(n);

20 if ~isscalar(n)

21 error(’Invalid input. Input must be a scalar integer ’)

22 end

23

24 cellPart ={};

25 a = zeros(n,1);

26 k = 1;

27 y = n - 1;

28 while k ~= 0

29 x = a(k) + 1;

30 k = k-1;

31 while 2*x <= y

32 a(k+1) = x;

33 y = y - x;

34 k = k + 1;

35 end

36 l = k + 1;

37 while x <= y

38 a(k+1) = x;

39 a(l+1) = y;

40 if k+2<=s

41 cellPart(end +1) = {a(1:k + 2)};

42 end

43 x = x + 1;

44 y = y - 1;

45 end

46 a(k+1) = x + y;

47 y = x + y - 1;

48 if k+1<=s

49 cellPart(end +1) = {a(1:k + 1)};

50 end

51 end

52 end

uniqueperms.m
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1 function pu = uniqueperms(vec)

2 % list of all unique permutations of a vector with (possibly) replicate elements

3 %

4 % Example:

5 % pu = uniqueperms ([1 1 1 2 2])

6 % pu =

7 % 1 1 1 2 2

8 % 1 1 2 2 1

9 % 1 1 2 1 2

10 % 1 2 1 2 1

11 % 1 2 1 1 2

12 % 1 2 2 1 1

13 % 2 1 1 2 1

14 % 2 1 1 1 2

15 % 2 1 2 1 1

16 % 2 2 1 1 1

17

18 % How many elements in vec?

19 vec = vec (:); % make it always a column vector

20 n = length(vec);

21

22 % how many unique elements in vec?

23 uvec = unique(vec);

24 nu = length(uvec);

25

26 % any special cases?

27 if isempty(vec)

28 pu = [];

29 elseif nu == 1

30 % there was only one unique element , possibly replicated.

31 pu = vec ’;

32 elseif n == nu

33 % all the elements are unique. Just call perms

34 pu = perms(vec);

35 else

36 % 2 or more elements , at least one rep

37 pu = cell(nu ,1);

38 for i = 1:nu

39 v = vec;

40 ind = find(v==uvec(i),1,’first ’);

41 v(ind) = [];

42 temp = uniqueperms(v);

43 pu{i} = [repmat(uvec(i),size(temp ,1) ,1),temp];

44 end

45 pu = cell2mat(pu);

46 end
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