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1 Introduction

La théorie conforme des champs de Liouville (LCFT) rentre dans le cadre général de la théorie
conforme des champs. Un des buts principaux de la théorie est de caractériser les fonctions de corréla-
tion, qui peuvent étre considérées comme des amplitudes de probabilité pour un systéme de particules
en intéraction. Ceux qui sont intéressés peuvent consulter |25] pour le point de vue des physiciens.

Le but de ce mémoire est de montrer que certaines fonctions de corrélation de la théorie de Liouville
satisfont les équations de Belavin-Polyakov-Zamolodchikov (BPZ), qui ont été premiérement proposées
en 1984 dans l'article fondateur [4]. Ensuite on utilise cette équation pour donner une formule explicite
pour ces fonctions de corrélation, ce qui donnera en corollaire des résultats intéressants sur les chaos
multiplicatifs gaussiens. Les équation BPZ sont indexées par deux parameétres (r, s), avec r, s entiers
supérieur a 1 (I’équation associée au parameétre (r,s) est un opérateur différentiel d’ordre r + s — 1 en
plusieurs variables complexes). Les équations d’ordre (2,1) et (3,1) (et ses équations duales d’ordre
(1,2) et (1,3)) sont particulierement intéressantes et simples, mais une formule générale pour les
équations BPZ n’est pas connue. Néanmoins, en 1988, Benoit et Saint-Aubin (BSA, [5]) ont trouvé
une formule remarquable et explicite pour les équations BPZ de parameétre (r,1). L’approche que les
auteurs emploient est basée sur la théorie des représentations. Malgré la simplicité, cette approche
manquent des définitions propres aux objets intervenus. Récemment, dans un cadre mathématique
rigoureux, une approche probabiliste & la théorie de Liouville a été proposée dans David-Kupiainen-
Rhodes-Vargas [8] : les auteurs construisent les fonctions de corrélation de Liouville en s’appuyant sur
la théorie du chaos multiplicatif gaussien et initient I’étude de ces fonctions de corrélation. L’enjeu
est de montrer qu’elles vérifient les propriétés prédites par les physiciens dans le cadre de la théorie
conforme des champs. Dans cette direction, les auteurs de [19] ont retrouvé dans le cardre probabiliste
les équations BPZ d’ordre (2,1) et (1,2). Dans ce mémoire, on va introduire les outils probabilistes
derriére [19] et ensuite on généralisera ce que font les auteurs dans cet article. Dans la section 4.4 on
retrouve les équations BPZ d’ordre (3, 1) dans le cadre probabiliste de [8] ; ce résultat est nouveau. Par
ailleurs, on retrouvera de fagon rigoureuse une formule due & Litvinov-Fateev [14].

On considére la sphére de Riemann C=cCu {c0} munie d’'une métrique g. On introduit pu > 0,
v €J0,2[et Q=73 + % Pour une fonction X : C — R, laction de Liouville est donnée par

1
S(X,g) = /(C(]VQX\2+QR9X+47TM@7X))\9 (1.1)

47

ou Vg4, Ry, d)\; sont respectivement le gradient, la courbure de Ricci et la forme volume dans la
métrique g (On rappellera les définitions dans la section 2.1). Le dernier terme de I’action est un terme
d’interaction, avec p l'analogue de la constante cosmologique de la gravité deux-dimensionnelles, et le
choix de @ assure la propriété d’invariance conforme de la théorie. Les fonctions de corrélation sont
formellement définies par l'intégrale suivante :

(] Veu (20)) /H Vou (2)e 59 DX (1.2)
l

ot les Vy, (27) = e (31) sont appelés les opérateurs de vertex (terminologie en physique) et DX est la
"mesure de Lebesgue" sur I'espace des fonctions C — R. On verra dans la section 3.1 que ces fonctions
de corrélation sont bien définies par I’équation 1.2 lorsque les oy satisfont les bornes de Seiberg [27] :

Vi, op < Q et Zal > 20 (1.3)
!

La formule BSA donne l'opérateur différentiel suivant, pour r > 2 :

(o)
o . Lopy-o Ly 1.4
Z =1 (m Z eN*’“ H 1 ni)(Zf:jH n;) (1.4)




(Par convention, lorsque k = 1, Hf;ll( ?_1 ni)(Zf:jH n;) =1)
Les L_,, sont donnés par
L.1=0, (1.5)

& 1 Ay(n —1)
h=) (—(Zl — Z)n_lazl + = > n>2 (1.6)

I=1 (z1=2)

avec A; = GH(Q — ) appelé le poids conforme. L’équation de BPZ d’ordre (r, 1) s’écrit

Dr{V_e-1a ( HVal (21)) (1.7)

On note qu'il existe une version duale de ces équations, qui sont les équations BPZ d’ordre (1,7) :

()"
v
Z( ZeN*k H ( i= 1”1)(Z§:j+1 n;)

n1+ +nk T

N
L_p, ...L_p(V 2(7‘ b ( H Vo, (21)) (1.8)
=1

Ces équations peuvent étre prouvées exactement de la méme fagon que les équations 1.7, donc on ne
traite pas les équations duales dans ce mémoire.

La vérification de ces équations permet de faire le lien entre 'approche probabiliste par 'intégrale
de chemin et I’approche des physiciens nommeée "conformal bootstrap". Les cas d’ordre (2,1) et (1,2)
sont particuliérement intéressants et ils donnent des informations importantes sur les fonctions de
corrélation, plus précisément sur les constantes de structure, dont on verra la définition dans la section
4.5. Les idées générales du conformal bootstrap sont présentées dans [21], et ’approche par l'intégrale
de chemin est expliqué dans [17].

2 Quelques outils mathématiques

2.1 Meétrique Riemannienne

Soit M une variété de classe C*°. On note C*°(M) 'ensemble des fonctions de classe C* sur M, et
I'>°(M) I’ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur M.

Définition 1. On appelle métrique Riemannienne (de classe C*°) la donnée pour tout p € M d’un
produit scalaire g, sur l'espace tangent 7, dépendant de fagon C*° de p. Le couple (M, g) est appelé
une variété Riemannienne.

Remarque. Une facon alternative est de donner une matrice (g;;(p))i,; & chaque pomt p € M telle que
les gi; soient de classe C*°. Alors pour X =), X Zax €EC®(TM)etY Z lay €I'*°(M), on a

9p(X(0),Y () = D 9i3(p) Xi(p) Y; (p) (2.1)
i.j

Pour la sphére S, on considére la carte locale donnée par la projection stéréographique de pole
nord :

on: RZ— S\{N}

(z1,22) <

211 229 |22 -1
1+ |22 1+ |22 1+ |z]2



On prend § la métrique induite sur S par la métrique canonique de R3. Cette métrique est appelée
métrique canonique de S. Un calcul facile donne

) ) 46; 5

Giglon (@) = (5 on g —onles = ¢

T+ 22

On prend désormais C = CU {o0} (qu’on voit comme une variété réelle), muni de la métrique sphérique

(@50, = el = 00 (23)

Définition 2. On donne les éléments de calculs différentiels dont on a besoin sur une variété Rieman-
nienne n-dimensionnelle orientable (M, g).
1) La forme volume de (M, g) lu dans une carte locale est donnée par

Ay = /| detg[dzy A --- Aday, (2.4)
2) Le gradient est 'opérateur V, : C*°(M) — I'*°(M) tel que pour tout X € I'*°(M),
9(Vof, X) = df (X) (2.5)
3) La divergence est I'opérateur div, : I'>°(M) — C>°(M) qui satisfait
d(ixA) = divg - Ag (2.6)
ot ix A9 est une (n — 1)-forme donnée par
ixAg(X1, .o Xno1) = Ag(X, X1, ..., Xoe1)
4) Le Laplacien est 'opérateur A, : C°(M) — C*°(M) défini par
Ay =divgoV, (2.7)
5) La courbure de Ricci pour n = 2 est donnée par la formule

Ry, = —Ag4ln(y/|det g) (2.8)

Avec ces définitions, on peut déduire leurs formules explicites dans une carte locale. Les preuves
sont laissées en exercice.

Proposition 1. On note (¢); ; Uinverse de la matrice (g;;)ij. Pour f € C°(M) et X =Y 1", ai% €
> (M), on a

" 9f 0
= v —_—
Vof E g 92; 9 (2.9)

2,j=1

T T N A P v
legX = \/ﬁ zz; 87:1;2 (al |detg‘) (210)

1 "9 . af>
Ajf=—=— — | g +/| det g| = 2.11



~

Remarque. On peut faire le calcul sur (C, g), avec z = x1 + iz2 :

/)\ —/ ———rdrdf = 4n (2.12)
10,00[x[0,27[ )

2
Ry(z) = _g(lz) > ;;2 <ln (M)) =9 (2.13)

En particulier, on trouve f(c R;)\; = 8m. Ce résultat a une forme générale appelée la formule de Gauss-
Bonet : pour une surface Riemannienne compacte orientable sans bord (M, g),

/ Ry\g = 8(m — genre de la surface) (2.14)
M

On s’intéresse & une déformation conforme de g, i.e. § = e®g avec ¢ € C*°(M). C’est une déforma-
tion qui préserve les angles. On peut déduire grace a la proposition 1 :

Proposition 2. Les opérateurs sous la nouvelle métrique g deviennent

Vi = e“PVg (2.15)
div(X) = divy(X) + gX(go) (2.16)
Ag=e PN, + (g —1)e PV (2.17)

On revient vers C, ou n = 2.

Proposition 3. Pour (C,g), § = e®g une déformation conforme (p(z) et @(L) sont de classe C*° sur
C), on a
Ry = % (By — Agy) (2.18)

Preuve.

Ry = g n(/TAEER]) =~ (e /T3]
=—e PAgp—e PA In(y/|detg|) = e ¥ (Ry — Agp) O

On montrera dans 3.2 que les fonctions de corrélation de Liouville sous la déformation conforme a
une formule explicite, donc on peut se contenter de travailler avec la métrique g.

Remarque. Dans la suite on identifie C & R?, et d?z = Q%,di A dz = dx A dy. On ne considérera que
g = €%, en particulier, A\;(d?z) = g(z)d*z. En effet, toutes les métriques Riemanniennes sur la sphére
peuvent s’écrire sous la forme 1*(e¥§), avec ¢ un difféomorphisme, qui n’influence pas la structure de
la surface.

2.2 Champ libre gaussien (GFF)

L’équation 1.2 n’a pas de sens mathématique, mais on peut remarquer que
€*ﬁ fc |V9X|2(Z))‘9DX — eﬁ fc X(2)AgX(2)Ag DX (2.19)

Formellement, cela peut étre vu comme une loi gaussienne de covariance (—27A,) ™! (pourtant ce n’est
pas une probabilité en général), ce qui nous emmeéne a I’étude de champ libre gaussien. Voir [6] et [12]
pour une introduction au champ libre gaussien dans un domaine borné. Ici ¢’est un peu différent comme
on travaille sur le plan tout entier, mais I'idée reste la méme. On donne une définition pour la fonction
de Green, qui traduit I'opérateur (—27A )~



Définition 3. La fonction de Green Gy pour A, est solution de I’équation

AG(Ly) = —270(- —
Je G(Ly)Ag(d?y) =0
On a une expression explicite pour G4
Gylay) =In — (In— ) —my(ln ) +0 (2.21)
z,y)=In——— —my(In———) — my(In —— .
! I e L PR
avec )
mgy(f) = / A 2.22
A= 5© J 222
6, — L // In— 1A (d22)A, (d22) (2.23)
T N2 JJexe 12— I '
On va noter pour toute fonction f qui vérifie la condition d’intégrabilité
Gof 1= (~2m8g) 7 f = [ Gl Ay (224)
On remarque que Gy — In \xiy| est borné pour tout z,y € C et toute g. On pose
M ={p mesure signé : // Gy(z,y)p(d*z)p(d*y) < oo}
CxC (2.25)

1
={p mesure signé : // In p(d*x)p(d*y) < oo}
cxc T =yl

Définition 4 (GFF processus). Le champ libre gaussien X, sur la sphére (@, g) est un un processus
gaussien centré indexé par M, avec la fonction de covariance G, (ou (—27A,)~!). Plus précisément,
pour pi, p2 € M,

Cov[ X (p1), Xy(p2)] = //@ _Gylepm(@ap(dy) (2.26)

Remarque. La définition est valide car Gy est défini positif. Il existe plusieurs définitions équivalentes
pour le champ libre gaussien, voir [13].

On donne aussi une construction précise du champ libre gaussien, qui lui donne I'existence dans
I’espace des distributions modulo constantes additives.

On pose C™(g) l'espace des fonctions de classe C* sur (@, g). L’espace des opérateurs continus
linéaires sur C*(g) est noté D'(g)

Définition 5 (Distribution modulo constantes additives). On définit une relation d’équivalence sur
D'(g) : 1 I hs si hy — hy = cste. L’espace des distributions modulo constantes additives est défini par
la classe d’équivalence de D’'(g) pour la relation R. On note cette classe d’équivalence Df(g).

Un élément de C*(g) peut étre interprété comme une distribution dans Dj(g), on note Hl(g)
l'adhérence de C*(g) C Dj(g) pour la norme hermitienne

g = 27 [ 1902, (2.27)

Remarque. La norme || - || H(g) ne dépend pas de g = e¥g et elle est équivalente a la norme de Sobolev
par l'inégalité de Poincaré. On remarque aussi que les espaces qu’on définit en haut ne dépendent pas
de g, mais on garde g dans la notation pour s’en souvenir de la métrique.



Proposition 4 (GFF distribution). Soient (f,)n une base orthonormée de Hi(g), (€n)n des variables
gaussiens standards i.i.d., alors la somme Y, €, fn converge p.s. dans D{(g). La limite peut étre prise
comme définition du champ libre gaussien sur la sphére.

Preuve. Pour f € C*(g), G, f appartient a H}(g), et

Z en(fn, f) = Z en(fns Ggf)H&(g)

n n

converge p.s. La limite est un gaussien de variance

1Goflgio =[] F@C ) A ()2 ()

On peut facilement étendre 'argument a un p € M, et on retrouve la définition 4. O

On donne quelques propriétés de la fonction de Green. On rappelle que les transformations de

Mobiiis sur la sphére Riemannienne C sont les fonctions z — “Zis avec a,b,c,d € C et ad — bc # 0.

Proposition 5 (Invariance conforme). Soient ¢ une transformation de Mobiis sur la sphére et une
métrique gy (z) = [¢'(2)]?9(¢(2)), alors

Gy (2,y) = Go(¥(x),9(y)) (2.28)

Preuve. Une transformation de Mobiiis préserve le rapport anharmonique : pour zi, 22, 23,24 € C

distincts,
(21 —23)(22 —za) _ (¥(21) — ¥(23)) (Y(22) — ¥(24))

(22 —23)(21 —2z1)  (¥(22) — ¥(23))(¥(21) — ¥ (24))

Par 2.21 (et A\y(C) = 4m),
‘:U - ZH?/ -z | 2 2 1
1 Ag,, (d“2) Ay, (d°2
a7 e )

N T O [ S GO NI
) 47r2//ml =l T E

0) =AU 7, o e
(i) //M D=l = o)
= Gy (). b)) .

Proposition 6 (Changement de métrique pour GFF). Soient g,g' deux métriques conformement
équivalentes a §. On note my/(X,) la variable gaussien centrée défini par my(Xy) = Xg(1=Ay). On a
égalité en loi suivante

Ggw(x Y)

A

(@
Xy —mg(Xy) 2 X, (2.29)

Preuve. Ceci se déduit facilement de 'expression de la fonction de covariance 2.26, comme X, —
mg (Xg), Xy sont deux processus gaussiens centrés avec la méme covariance, ils ont la méme loi. [

Remarque. On a mgy(Xy) =0 p.s.
Proposition 7 (Fonction de Green explicite).

L mg) +mgy) +m2— 2 (2.30)

N :1 -
Gg(CC,y) n |x—y| 4 2

Soit une transformation de Mobiiis . Avec la métrique gy = e¥g, on a

G (2,) £ Gal(2), 9(9)) = Gyla,y) — 3 (9(2) + o(0) (231)



La preuve consiste a faire un calcul technique, voir [8] pour les détails.

On reprend 2.19 : e~ Je XRAX@N DX e dépend pas de g, donc le choix de X est arbitraire,
les choix sont a une constante additive prés. On note P, la loi de X, et on considére @g la mesure
image de Py ® dc par (Xg4, c) — X4 +c. Cette nouvelle mesure ne dépend pas de g. On va prendre Zg@g

2)AgX(

comme l'interprétation de la mesure e~ i Je X A2 DX, avec Z, une constante de normalisation
) g

donnée par
1

Zy = det(—Ag) "2 (2.32)

La formule de Ray-Singer-Polyakov ( [23]) donne la relation suivante :

Zeoyg = 567 Jc |v9‘P‘2+2R950dAgZ (2.33)

La fonction de corrélation s’écrit

HVQZ zl g= Z E / Heaz Xy Zl)+C)e 47T Jo( QRQ(Xg+c)+47ru67(xg+c>))\gd ] (2'34)

Il y a encore des problémes dans cette expression : comme X, est vu comme un processus, e Xg(21) et
f(c e’ Xs Ag n’ont pas de sens. Ce qui fait I'objet de la section suivante.

Grace a la proposition 6, on peut considérer simplement la métrique g, on verra dans la section 3.2
que la formule pour une métrique g conforme a g sera déduite directement de celle de § (anomalie de
Weyl).

2.3 Chaos multiplicatif gaussien (GMC)

Le but de cette section est de donner un sens au terme fC e”Xé)\g dans 2.34. Les mesures de la
forme e""do , avec h une distribution et o une mesure, ont été premiérement étudié¢ dans [18]. [24]
donne une revue compléte avec des applications en finance et en physique. Une approche trés générale
du chaos multiplicatif gaussien a été récemment introduite dans [29].

On choisit une régularisation 6 € Mg, et on note ¢ la mesure image de 0 sous z + €z, 0, la
mesure image de . sous z — = — z. Comme 'exponentiel d’une distribution n’existe pas, on considére
X 0c(x) := X;(0s,¢) et on tend € — 0 dans e7¥3*% ), Le théoréme suivant donne la convergence et
unicité de la limite quelque soit la fonction de régularisation choisie, sous des hypothéses appropriés.

Théoréme 1 (Définition de GMC). Soit 8 une mesure de Radon positive avec le support contenu dans
B(0,1), telle que O(C) =1 et
1
/ | In
C |z —

0(dy) < C < o0 (2.35)
On note Xéi) = X5 *0e, et

2
MO(22) = o7 (n2=3) X - BTy (2.36)

0)

Alors pour v < 2, M&e converge en probabilité (au sens de la topologie faible) vers une mesure aléatoire
M., , lorsque € tend vers 0. De plus, pour f une fonction continue bornée, E[f(c fdMW(?E) —fC fdM,] — 0.
La mesure limite M, ne dépend pas de 6 choisie.

On appelle M., le chaos multiplicatif gaussien (GMC) de X pour la mesure Ag.
Remarque. La constante multiplicative e T (n2— ) dans I'expression de M, . sera expliquée apres.
D’ailleurs, on peut définir les mesures de chao pour tout champ Y ayant une corrélation de type
Iny ﬁ + h(x,y), ot h est une fonction bornée.



Preuve. Pour simplicité on montre pour v < v/2 la convergence L2, le cas v/2 < v < 2 est prouvé
dans [7]. Soit 6 une mesure vérifiant les conditions du théoréme, par un calcul simple, on peut montrer
que pour 0 < € < e il existe ¢, C > 0 tels que

1

c—7(Ing(x) +Ing(y)) +1n < EX(0) X ()] < O~ {(0g(x) +Ing(y)) +In

y—al+e =00

On remarque que les deux bornes ne dépendent pas de €. Alors pour tout compact A et tout € <,
2
E[(MO)(4)M?),(4)] = ¢*(n2-3) / / G @) X570 W)= o (IO @RI W) 2 2,

— e (ln2—§)/ / 2]E[X(e>(x)X(9),(y)]d2md2

€€_>0 'y(ln2— )//e'yG xy)ded2

ol la derniére convergence vient de la convergence dominée grace aux inégalités 2.37, on note que
v < v/2 assure l'intégrabilité. Ainsi pour tout compact A et tout € < e,

[ 2, €, =0
E[(MO)(4) - M)(4))%) S0

Ce qui montre la convergence L?. On peut tout & fait prendre une autre mesure 6 et montrer de la
méme fagon que
2] o' 2, e=0
E[(ME)(A) = ME)(A)] =0
et on voit que la limite est indépendante de 6. O

On peut donc travailler avec une régularisation 6 particuliére : la mesure uniforme sur le cercle
unité, qui vérifie les hypothéses du théoréme. On note 6 la mesure uniforme sur le cercle unité.

FIGURE 1 — GMC sur le plan



Définition 6. On définit la régularisation ’circle average’ du GFF
Xy = X; 0, (2.38)
Pour % une transformation de Mobiiis sur la sphére , on définit la composition Xz 01 :
Yh € HY(C,§), X;0¢(h) = X;(1p7h) (2.39)
ott p#*h € H71(C, §) est tel que pour toute fonction de test f € C5°(C, ),
(6#h, £) = (h, f o)
En particulier, pour p € Mg, ¥ p correspond a la mesure image de p par 1.

Proposition 8. On a les convergences suivantes uniformément sur C :
1.

1
lim E[X; ((z)%] + Ine + 5 ng(@) =2 (2.40)

1
e—0 2

2. Soit ¢ une transformation de Mobiiis sur la sphére. On note (Xgo01)e = (X5 01) * 0., alors

li_rg%E[(Xg o)e(z)?] +1ne+ %mg@p(x)) +Iny (z)] =In2 — % (2.41)

Remarque. Xg () et (Xg0)e(x) sont des gaussiens centrés.
Preuve. Par 2.26 et la formule de la fonction de Green 2.30,
9 1 27 27 0 o )
E[X;5.e(2)7] :W/o ; Gz + ee”, x4 €€’ ) dOdO
1 1 2 2 1 1 1
=ln-+ —= In————dfdd’ — = Ing H+1In2— =
n€+(27'[')2/0 /0 n|6297619| 2 ng(x>+oe( )+ n B

ot le 0¢(1) est uniforme pour tout x € C, la premiére convergence découle de 'identité :

2 2 1
o Jo e — e

qui se voit facilement si on fait un changement de variable 6y = —0, 6 = —¢'. Pour la deuxiéme
convergence,

1 21 27 ) L
M@wwa%q%VA R R
W (2)2lg 0 ()

3(@)
(

1 1 1
=In- — iln\w'(x)2|go¢ x)+1In2— B + 0(1)
€

ot le 0,(1) est uniforme pour tout z € C. O

2.31 1
2E[X;o(2))] - 5In

+ 0c(1)

On prend dans 2.36 0 = 0, avec la proposition précédente, on obtient
~ 2 Q .
Mw) (d%2) = €7 /Kot 3G +o(1) g2,
On pose
2 ~
M, (d*2) := T Kot F g g2, (2.42)

alors M, . converge vers M, au sens décrit dans le théoréme 1. La proposition suivante donne le
comportement du GMC sous une transformation de Mobiiis :



Proposition 9. Soit f € C(C) et ¢ une transformation de Mobiiis sur la sphére. Alors

i

(%5, [ 1ar0) @ (X057 =g, (Xp).e 0D [ o yertean,)
C

avec Gy = |¢’|2g 01, et e? = Gy/g.

Preuve. Par les propostions 5 et 6,

() ( )
Xgotp = Xg —mg, (X5)
(@) 1 .
Donc X = Xzo¢™" —my, (X;). Ensuite,
2 R 2 .
/(:feée'y(X§7€+§lng)d2Z _ /C fo Lﬁé%e’Y(Xg’eolb—’_% 1ngo¢)|,¢)l’2d2z
:/ fou ew%@(i)éew(%,eowglné)d2z
C 9]
On écrit ¢(z) = ‘c’“jifl avec ad — be = 1. Alors ¢/(2) = (cz +d)~? et

©(z) = 2(In(1 + |2*) — In(Jaz 4 b*) + |cz + d|?)

A l’aide de la proposition 8, on déduit que sur A, := B(0, %)\B(—%, n),

(2)?] =0

lim B[X;,(1)(2))°] — E[(X; 0 ),

e—0 ' (2)]
On peut ensuite utiliser un résultat de [29] pour justifier que les deux mesures

€

']

2
VrXacov+Emd g2, of o F ? (Xgo0)+2ng) g2,

(

1es « L d
convergent en probabilité vers la méme mesure aléatoire sur A,. Comme X; 09 @ X,
a

€ 5 I XgoW)etFng) g2, B o—vmg, (Xg)dMV

D’autre part,
2

E[/ (L)éew(Xg,eoer%lné)d%] :/ (S ) T FE(X 0w +r g Ing g2,
ag || ag ||

[

proposition 8 ﬁ 42 0
< C [ (9/gy)*rg=C e 2%\ =00
Ag Ag

Par conséquent,

€,n—0

/foq/;(ﬂ @(W/‘)%e V(X e+ G mg) g2, B e_vm%(X“?)/fowe”g@de
C

Et on a égalité p.s.
/ fdM, = e mew (o) /C fowe 39dM,

par unicité de la limite en probabilité. Enfin 1’égalité de la loi jointe en découle facilement.

10
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2.4 Propriétés des vecteurs gaussiens et du GMC

Commencons par deux résultats sur les vecteurs/ processus gaussiens :

Proposition 10 (Ipp Gaussienne discréte). Soient (X,Y) € R x R? un vecteur gaussien centre,
f € C®(RY) avec croissance polynomiale & linfini. Alors

E[X (V)] = E[XY]E[Vf(Y)] (2.44)
Preuve. Soit (A, ) € R x RY, on calcule
E[M Y] — S EIX2 A E[XY ]+ L/ Var (Y )
On dérive ’équation par rapport & A et on évalue en A =0 :
E[XetY] = p- E[XY]ezt Vardn
On a donc montré la formule pour f(y) = e*¥. Par un argument de densité, on aura la proposition. [J

Théoréme 2 (Inégalités convexes). Soient (Y (z))zep et (Z(x))zep deux processus gaussiens centrés
dépendants tels que pour tout x,y € D,

E[Y (2)Y (y)] < E[Z(z)Z(y)]

Alors pour toute fonction convexe (resp. concave) F avec croissance polynomiale & linfini, et o > 0
une mesure de Radon, on a

F(/ ey(m)_%E[Y(m)z]a(dw)) < ( resp. >) F(/ eZ(x)_%E[Z(x)Q]a(dx)) (2.45)
D D

Preuve. On montre 'inégalité pour les vecteurs gaussiens (Y;)" ; et (Z;)_; indépendants vérifiant
EY;Y;] < E[Z;Z}], avec (0;);-; € R’L. Pour F' convexe deux fois dérivables :

(5080 < BP0
et le théoréme découle de ce résultat. On pose la fonction f continue définie sur [0, 1] :

F(Z UieAi(t)—%E[Ai(t)2])]

ott A;(t) = V/tY; + /1 —tZ;. La fonction est dérivable sur |0, 1], avec la dérivée

' 1 1 1 1 1 , 3
fi(t) = E[ZZ:GZ(Q\/fYZ — 2mZi _ §E[Yz2] + §E[ZZ2]) Ai()—LE[As(t F ZU e 1E[As(2) })}

On peut déduire de la proposition précédente

= 5 00 D ouy (EIVEY;] — B2, B[O O A0 (BB

i=1 j=1

Par conséquent, f'(t) <0 et f(0) < f(1), et on obtient I'inégalité voulue. O

11



On considére X un champs gaussien avec la corrélation E[X (z)X (y)] = Iny \x%yl’ ce champs peut
étre défini comme dans la définition 4 sur une famille plus large de mesures p. On note X, le circle
average de X. Par un calcul simple de corrélation, on a pour tout A <1,

(X0eA2)jajz1 2 (Xe(@))jaj<r + (2.46)

avec (2 une variable gaussienne centrée indépendante de X et E[(Q2))?] =In . On pose

M, (d*z) = (X)X g2, (2.47)

et sa limite en probabilité (au sens de topologie faible) existe lorsque vy < 2, indépendante de régulari-
sations. On la note My, qui est la définition d'un GMC classique ( [24]). On déduit facilement de 2.46
la proposition :

Proposition 11 (Invariance d’échelle). On a l’égalité de lois suivante :

_ loi _2 —
WA <1, (MOAA) acpon) 2 A6 FERI(N(A)) 4 pony (2.48)

>l

In

avec ) une variable gaussienne centrée indépendante de M et E[(Q))?]

Cette propriété est appelée 'invariance d’échelle de M.. On a le théoréme suivant qui décrit les
moments du GMC, la preuve peut étre trouvée dans [26] et [3].

Théoréme 3. Pour p €]0, %2[ et A borné de B(C), ou pour p €] — 00,0[ et A une boule bornée,

E[M,(A))?] < 0o (2.49)
et on a la convergence
E[M, (A))P] =% E[M,(A))] (2.50)

On peut utiliser les inégalités convexes pour montrer que le théoreme est valide pour M., .

Finalement on donne une estimation de GMC, on s’en servira pour estimer les fonctions de corré-
lation.

Proposition 12. Soient v < 2, 2 € C et a < @, alors pour 0 < p < ,;% A %(Q —a) et rg >0, il existe
Cy, > 0 tels que pour tout r < 1o,

1
sup E / M., (d*x))?] < Cy, rS®)—7ap 951
0<€IS)T . B(zo,r) (lz — zo| + €)1 v (d°z))’] 0 ( )

ot ((p) =2+ éj)p — 722—102 est appelée la fonction de structure de M.,
Remarque. Si on prend o = 0, on retrouve le résultat classique sur les moments de GMC.

Preuve. Sans perte de généralité on suppose rg = 1. Commencgons par le cas r = rg = 1. On rappelle
que
2 2 2
Mv,e(dQSU) — T X+ G mg) g2, _ e%(ln2—%)eng,e(ﬂt)—%E[(Xg,e(w))2}+cs(w))\g(d2$)
ou

72 1 27 )
) = 2 (ng(x) — 5 /0 In gz + eei”)db)

12



converge uniformément vers 0 pour tout x € C lorsque € — 0. D’ailleurs, pour z,y € B(zg, 1) il existe
C,c > 0 qui dépendent de x( uniquement tels que

+ 02 < E[Xg,e(x)Xg,e(y)] <lng —— CQ

+
|z —y

ln+
|z —yl

l.e.

E[(Xe(2) + eZ)(Xe(y) + cZ)] < E[Xge(2)Xe(y)] < E[(Xe(2) + CZ)(Xc(y) + CZ)]

avec Z une variable gaussienne centrée réduite indépendante des autres. On applique I'inégalité convexe
2
exp(% (In2—3)+ce(x))

2 4 o(d*r) = (FEEDLE §(z)d?z et F(x) = 2P. Lorsque p > 1, F est convexe, on a
1 12c? 42 2
(| My )y <B([ O X T g )
B(wo,1) ([T — 0| + €)1 7" = B@o)

:eWE[(/ evXe(w)—%E[(Xe(ﬂf))ﬂa(d%))p]
B(zo,1)

Lorsque 0 < p < 1, F est concave, et

1 2 \\p) <, Lon) VX (@)= LE[(Xc(2))2] (72 \P
E[( e VANC0) T [ IR o(d2))’)
B(zo,1) (1T — 0| +€) B(xo,1)

On note que dans o, exp(L;(ln 2 — 1)+ ce(2))§(x) peut étre borné par une constante indépendante de
€, pour tout € B(zop,1). Donc il suffit de montrer I'inégalité suivante

sup EJ( / ! X~ TR 2497] < oo
0<e<1 B(zo,1) ([T — 0| + €)1

Sans perte de la généralité, on montre pour xg = 0.
oSip>1,

E[( / 1 Xe@ - R E(Xe@)] g2
B(o,1) (7| + €)1

:E[(/ #evXe(x)*ﬁlE[(Xe(:v))z]d%)p]1/p i IE[(/ #e’yXE(x)féE[(Xe(m)y]de)p]1/p
Bo,L) ([z[ + € B(31) (Jz[+ €)1

1 42 2
<92 / 1 Xe(/2) = S EI(Xe(2/2)?) 211 |
Sl N (v d

Pour I'inégalité on a utilisé le résultat classique 3 sur les moments de chaos comme p < %. On utilise
ensuite 2.46 :

B[ / 1 X R E(X@)] g2
B(0,1) (

|z] + €)e
1
—

(|’)6791/2—§]E[(Ql/z)Q}eWXze(a:)—W;]E[(Xge(x))Q]de)p]l/p + Vol
B(0,1) (|| + 2€)7

:2704—4(19)/171@[(/ ;Wevﬂm—éﬂf[(ﬂm)ﬂesze(w)—éE[(Xze(x)V]d2x)p]1/p + !
B(0,1) (|| + 2€)

p < %(Q — «a) implique que ya — {(p)/p < 0. En itérant, on peut montrer que pour €, = 2%,

sup E( / L X @ R @) 2007 < oo
n>0 B, ([7| + €n)™

13



Pour un e quelconque, il existe n > 0 tel que €,41 < € < €,. On peut utiliser I'inégalité convexe 2
pour majorer I’espérance pour € par une constante universelle fois le la méme quantité pour €,41. Il
est pareil que ce qu’on a fait au début de la preuve pour passer de X; . & X.. On montre ainsi pour
p>1:

1 72 2
sup E / = Xe@) = FE(X@) ] 122)P] < 00 2.52
0<e<1 I B(0,1) (|| + €)1 /] (2:52)

o Si 0 < p <1, on utilise la sous-additivité de = + xP en suivant la preuve pour p > 1, et on
obtient

1
o / b x-S EIx@) g2,
o) Gal +ee a

_Qva—C(p)/pE[(/ %6791/2—ﬁE[(Ql/z)ﬂesze(x)—gE[(Xzs(x)F]de)p] + "
B(0,1) (|| + 2¢€)

et on montre 2.52 pour 0 < p < 1.
Maintenant on passe a la preuve pour r < 1. On a € < r, par I'invariance d’échelle 2.46 :

1 72 2
E Y Xe(2) = FE[(Xe(2))%] j2\P
( / R @)

ZTQP—WPE[(/ 1 V= *E[(Qw) J ¥ Xe/r(@)—FE[(X 6/r($))2]d2$)p]
B(o,) (2] +€/r)1™

§r<(p)_7ap sup IE[(/ %evxel(z)—éu«:[(xe,(x))2]d2x)p]
0<e<1 B(o) (|2 +€)7

On conclut par le cas r = 1. O

On note que la proposition est valide pour toute mesure de chaos pour un champ gaussien centré
Y avec corrélation de type In ﬁ + h(z,y) et h est une fonction bornée.

3 Fonctions de corrélation de Liouville

On rappelle I'expression de la fonction de corrélation 2.34 sous g :

<H Val(zl)>g _ ZQE[/ Heaz a(z1)+c) e~ = [c(QRy (X +C)+47T;L€'Y(X +c)) dc]
l

On peut interpréter [ e X Ay comme M, (C). D’apreés 2.42,

2 7 X5c4LIng 2, P
M, (C) = Ce et MId%y — M, (C)
Vu cette forme, on a envie de poser une approximation pour 'opérateur de sommet V,(z) = e®X ) .
Vie(z) i= €% ? 00X e(2)tet 9 Ing(2) (3.1)

Remarque. La raison particuliére pour l'ajout de % In §(z) est de garder une sorte de propriété d’inva-
riance conforme sous la transformation (z;); — (¢(21));-

14



3.1 Construction

On commence par citer le théoréme de Girsanov.

Théoréme 4 (Girsanov). Soit (Y (z))zep un processus gaussien centré indexé par D de classe C*°,
avec la fonction de covariance K. Soit Z une variable gaussienne dans la L?-adhérence de (Y ())zeD-
Alors pour F une fonction bornée définie sur ’espace des fonctions continues sur C, on a

E[Z2]

E[F((Y(2))sec)e”™ 2 | = E[F((Y (2) + E[Y (2) Z))sec)] (3.2)

On définit les fonctions de corrélation de Liouville sous la métrique § par la limite suivante

e—0

e+ Qg
lim Z E[/(c H Val’e(zl)e_ﬁ Je QRy(Xgte)Ag— [ pe o eter 3! g)dzzdc] (3.3)
l

La proposition suivante donne ’existence de la limite :

Proposition 13 ( [8]). La limite 3.3 existe et elle est non nulle sous les bornes de Seiberg :

Vi,op < Q et Zal > 20Q (3.4)
l

Supposons que les bornes de Seiberg sont satisfaites, alors les fonctions de corrélation ([, Va,(21))4
s’exprime :
X S (220 —2Q 1
Zy e (Hﬂa)“’l)v 1F< l k) El STo=5G ) (3.5)
l

Zo(C)

ot Ag, = FH(Q — F) le poids conforme, T'(a,b) = fooo t*Le=bdt la fonction Gamma, et

1 n2—1
C’(z) = B Zaiang(zi, Zj) + 5 2 20412 (3~6)
i#j i
Zo(d?z) = eV 2 aiGg(Zivz)Mv(dzz) (3.7)

Remarque. Les bornes de Seiberg impliquent en particulier que le nombre d’opérateurs vertex N doit
dépasser 3 pour que les fonctions de corrélation soient non triviales. D’ailleurs, on peut facilement
séparer la dépendance en p en notant que

F(Zlal_2Q,,u,) _ @F(ZZQZ—QQ

5 5 ) (3.8)

Preuve. On note ([ [; V, e(21))4 la partie dans la limite 3.3. Par les calculs dans la section de métrique
Riemannienne (2.12 et 2.13),

/CQR!}(XE} + C)/\g = Qng(Xg) + 2Qc = 2Qc
Donc ([]; Va,.e(21))4/Z4 s'écrit

2 ~ 72 4 ez Q ng(z
/E[ezi(aiQQ)CHG‘”;eai(xg,e(zi”glng(zi))eevuewc Jo & Kauet3 >>d2z]dC
C

i
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On applique le théoréme de Girsanov & Y (2) = X (2) et Z =, ;X (2;), a I'aide de la proposition
8:

1
E[Z%] = Za nf—fZa In g(z; +ZCMO@ 5.e(Zi, 25) (Za%)(ln2—§)+o(1)
(2

i)

et on calcule aussi

Z] = Z aiGg@(zi, Z)

avec Gy (2, 2) = B[ X (2;) X;.c(2)]. Apres le changement de probabilité, ([]; Voy,e(21))4/Z5 devient

Ce(2) (Hg z1) ) (0i=2Q)e —peT [ e =i 10 CrDaMd, o (2)) g

avec
ln 2 —

1
= 5 Z aiangye(zi, Z] 2 Z o;
i#j

qui converge vers C(z). On note Z(d?z) = €72 ®Ga.<Go2) M, (d?2), et on fait le changement de
variable t = e7°Z(C) :

<H Voye(21))g/ Zg = e (1:[ 9(”)%) 7T (S’”)E[Ze(iC)s]

avec 5 = =L avz 29 Enfin E[

7 ((C)S] converge vers E[m] lorsque € — 0, par le lemme suivant. O

Lemme 1. Soit s > 0. Si oy < Q pour tout I, alors
lim E[Z.(C) ] = E[Z(C) ] (3.9)
€E—r

et la limite est non triviale : 0 < E[Z(C)™*] < 0.

St oy > Q pour certains [,
lgr(l]E[ (C)™°]=0 (3.10)
Pour rappel :
Ze(d?z) 1= e Zi GG N (dP2),  Zo(dPz) = &) Xi o ML (d22)

Preuve. ¢ Si pour tout I, oy < @ :
Commengons par vérifier I'existence de E[Z,(C)™*]. Soit B une boule qui contient aucun des z;, alors
par le théoréme 3 sur les moments du GMC,

E[Z.(C) ™ <E|( /B RGN (@2)) 7| < inf (721N E[(M,, (B)) ] < 00

zeB

Par le méme argument, on peut montrer que E[Zy(C)™*] < co. On passe a la preuve de E[Zy(C)™*] > 0.
On écrit
=Z5+ > 7,
i

ou Z; = Zy(B(2,9)) et Z§ = Zo((UiB(2,6))°) et ¢ suffisamment petit. Alors pour un 0 < p < 1 et
par la sous-additivité de x +> zP :

E(Zy°| > r*P(Zo <7r) =11 =P(Zy > r)) > r~*(1 —r PE[Z})])
> r (1= r P(E[(Z§)P) + Y _E[ZF)) (3.11)
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I est facile de voir a P'aide du théoréme 3 que E[(Z§)P] < oo, et pour E[ZF], il suffit d’étudier grace a
'inégalité convexe 2 (en passant par des €)

NE

L Y 1 _
. / e (@) < E / ————— M, (d?*2))?
[( B(:,6) |Z - Zi"y()éi ’7( )) ] [( %S‘Z—zﬂggfil |Z _ Zi"yozi 'Y( )) ]

1

3
I

(%)”W"E[(MW(B(% 2%‘_1))’7]

M

N
Il

(e~

C gnpyai—(n—1)¢(p)

IN

n=1

La derniére inégalité est un résultat classique sur les moments du GMC, qui se déduit simplement
2 2,2
de I'invariance d’échelle 11. Pour rappel, ((p) = (2 + % )p — Z3~. On peut choisir p > 0 petit pour
avoir pya; — ((p) < 0. Ainsi on a E[ZP] < co. On revient a l'inégalité 3.11, si r est grand, on obtient
E[Z;®] > 0.
Pour la suite, on introduit

ZE((C) = Ze( U; B(zi, T)) + ZE((UiB(Zi, T))C) = Zr76 + Zﬁe
On a la convergence en probabilité

78 e Y Zo((UiB(zi,7))) =: 25,

r,€

Par I'inégalité de Markov et la proposition 12, il existe o, 8 > 0 tels que

sup P(Z,. > r*) < CrP (3.12)
0<e<r

Dans la suite on écrit toutes les constantes C et elles sont différentes en général. On note x, = 1z,  >ra.
Par I'inégalité de Cauchy,

[ED(Zre + 257" = (Z5) 7))l < ER2xo(Z5) )2 < Orf Sl<111>E[(Zie)’QS]1/2

D’autre part, par I'inégalité |(z +y)™° — 25| < Cay =571,

B[ = X0) (Zre + Z£) ™ = (Z£) )| < Cr°E[(Z7 )71 < Cr® igrlJE[(Zf,e)_S_l}

Par conséquent, pour 0 < e < r,
E[(Ze)*] = E[(Z7) ")l < C(r* +17) (3.13)

e—0

On a E[(Z;,)~°] — E[(Z7)™°], et (E[(Ze)~°])o<e<r est bornée. Soit A une valeur d’adhérence de la
famille (E[(Z¢)™*])o<e<r, alors
[A=E[(Z) )l < O +17)

On tend 7 vers 0 et on obtient A = E[(Zy)*]. Ceci montre la convergence lim._,o E[(Z.) %] = E[(Zy) 7]

¢ S’il existe i tel que a; > @ : Sans perte de généralité, on travaille avec z; = 0 et § = 1. On utilise
encore 'inégalité convexe 2 pour se ramener & montrer lim._,o E[(Z; ) ™*] = 0 ou

Z(d?2) i= ¥ 2i®iCaEA N (d22)
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et Z1e = Z.(B(0,1)). La définition de M, . se trouve dans la partie 2.4. En notant que a; = a > @Q,
on a la minoration suivante pour € < 27" :

n

Zie> CZQVO‘kMVE(Ak) > ¢ max 2% L M, (Ayg)

1<k<n
k=1
avec Ay, anneau de rayon 27% et 275+1. Par la proposition d’invariance d’échelle 11, on a
Zie> My (A) max etk (3.14)

<k<n
¢ ne dépend pas de n. On rappelle que (£2,-¢); est un mouvement brownien indépendant de M. Ainsi,

E[(Z1,0) ] < ¢ B[N (A1) JE[( max %)

Or par le principe de réflexion, on a

P( max Qy—r > a) = P(|Q-n| > a)

1<k<n
On en déduit que maxy>1 {2y—x = 00 presque stirement. On prend n = L—lln—e et on tend € vers 0, ainsi
on montre que lim. o E[(Z;,)"°] = 0. 0

3.2 Invariance conforme des fonctions de corrélation

On suppose que les bornes de Seiberg sont satisfaites. On veut étudier les fonctions de corrélation
de Liouville sous l'effet des transformations conformes.

Théoréme 5 (Formule de KPZ). Soit ¢ une transformation de Mobiis sur la sphére. On a
(TT Vs (@(z)g = TT 1 )22 (T ] Ve (20)) (3.15)
l l l

Preuve. On avait

— @) [ TT otz | ~1T (s 1
Hvaz /Zg (];[g(w( l)) )’Y F(’M)E[Zép(((:)s]

Zl o —2Q
= et

ol s =
Z4(C) = / &7 i 0iCaé(:).2) \p(d22)
C
On applique la proposition 9 avec f = €7 22 @iGg.e(¥(2i):2) et on tend € vers 0, alors

E[Z)(C)~%] = E[e""™o (X.@)(/C eV i OéiGg(T/’(Zi)ﬂl’(Z))BW%GOdM’y)—S]

symg,, (X3)

725
avec e¥ = IWTng. On applique le théoréme de Girsanov a e , et on calcule

E[mgw( 47r //G 2,2') flw d2 ))‘gw(dQ )
21 W /C /C Gy (22D (P2, () + g, (¢)

1
:imgw (90)
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On rappelle aussi que
2
Qs
M%G(d2z) = E%e’yxg,e‘i’ 5 lngdgz
Le Girsanov introduit un shift X — Xj + sE[X cmg, (X;)], on tend € vers 0, cela donne un terme

2
s N 2
e’ 1= Ga¢”(2) de plus. Par conséquent :

E[ZY(C)~*] = Ele P mg, (o) / (G0 () + 52 Goe? () 1 e g, )
C
On remarque que R; = Ry, = 2, par la proposition 3, e¥ =1 — %Ag(p, alors
ZGpe? = (o~ my(9)) (3.16)
Ar ¢ T W T MY '
Ainsi,
s Q 1 sy
QiGy(h(2), () + L Gae?(2) = 3 aiGylain2) — Sola) — 7 3 cuplzi) — ()

D’ou
(s7)?

E[Z§ ()] =e 1 "o DTmalelem S Dol g Z0(C) )

Si on applique mg, a 3.16, on obtient :

o [ [ ot 02, () = 0ms, (0) — (o)

mais on a calculé en utilisant 2.31 que ceci est égal a —%mg » (¢). En identifiant, on obtient

mg,, () +mg(p) =0 (3.17)

Donc
E[Zy (€)% = e~ 2 IR 2(C) ]
Enfin . .
Cl(=) = =) — 1 Y Y ajolzg) + (=)
i J
g (z)) = [¢f (z)] e

En regroupant tous les éléments, on trouve la formule de KPZ. O

Le théoréme suivant donne la fonction de corrélation dans une métrique conforme & g :
Théoréme 6 (Anomalie de Weyl). Pour une métrique g = e%g,

(T Ve = explges [ (V0P + 2Ry )05 [ V) (318)
l l

ot le ¢y, est la charge centrale définie par
cr = 1+6Q* (3.19)

Gréace a ce théoréme, on peut décrire la théorie de Liouville dans toutes les métriques g = e¥§ sur
la sphére. On pouvait aussi donner une construction pour les fonctions de corrélation dans toutes les
métrique g = e¥g, qui est tout a fait pareil que ce qu’on a fait pour g, et on pourrait montrer ’anomalie
de Weyl avec ces constructions comme ce qu’ont fait les auteurs de [8].

19



4 Formules de Benoit et Saint-Aubin (BSA)

Dans la suite on travaille avec la métrique g, tous les résultats se transférent facilement & d’autres
métriques g grace a 'anomalie de Weyl. On oublie I'indice § sur la fonction de corrélation. Le but de
ce chapitre est d’aborder le théoréme suivant :

Théoréme 7 (BSA). On reprend les notations dans lintroduction. En supposant les bornes de Seiberg
satisfaites, on a les équations BPZ d’ordre (r,1) au sens des distributions :

Dr{(V_-1a ( Hval (21)) (4.1)

pourr=2,0<y<2our=3,1<~v<+2. La formule BSA donne

j(l)r"“ i L oL, (4.2)
=1 (n, N*k H (Zi:l ni)(Zi:jH n;)

Les L_,, sont donnés par

Ly=0. (4.3)

N
L_n—z<—( 1n_1azl+Al(”_?> n>2 (4.4)

— 21— 2) (21— 2)

avec A; = GH(Q — SL) appelé le poids conforme.

Lorsque r = 2, on a la fameuse équation BPZ d’ordre (2,1) ( [4]) :

N
A
( 8 + Zl—Z zl + (Zl—Z ) L IVal Zl (45)

Dans la deuxiéme partie de cette section, on résout I'équation d’ordre (3, 1), pour arriver a des formules
intéressantes des fonctions de corrélation.

Dans toute cette section on travaille avec une régularisation 6, = - =0( = lzf? ) avec 6 € C* a support
dans B(0,1)\B(0, 1). D’ailleurs, on néglige désormais la constante de normalisation dans (I, Vo, (1))

4.1 Calculs des dérivées

Définition 7. On appelle ¢ = X; + %mg le champ de Liouville. On définit aussi sa régularisation
de = Xz + L Ing.

La fonction de corrélation s’écrit

2

2
i g z)+c
<| | Val(zl)> B hl’I(l) 6(21 O‘l_2Q)C]E[| | ETleOéNz’e(Zl)e_MJCE 7 (e (2)+ >d2z]dc (46)
€E—r R
l l

Pour alléger les notations, on introduit

Définition 8. Pour y = (y1,...,yn) € C":

2) = ([ ] Vaelwi) [ Varelzt)), Gysz) = ([ Vo) T Ve (20)) (4.7)
i=1 l L

Feyiz2) = (V.o () [ Vol [ Varela))s F3i22) = (V.o (2) [T Vo00) T Ve (1)
i=1 l i
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On donne une version continue de la formule d’intégration par partie Gaussienne 10, qui servira a
calculer les dérivées des fonctions de corrélation.

Proposition 14 (Ipp Gaussienne). Soit f € C*(C), et en écrivant Xy(f) = (Xy, f), on a Uéquation

HVal,e Zl €= E alE g7 Zl Hvoal,e Zl

- /(c ELX5(F) X5 (0] (Vare() T Virse(20)) ety

l

(4.9)

On applique la formule Ipp a une distribution p qui satisfait (p,1) = 0. On rappelle que pour € > 0
quelconque

BLXG () X(2)] = (=€) = 1 [ ma) flu)ey

o C. = 1In ‘—i;| x 0, et . = }20( |f—f) (0 € C*°) une régularisation. On suppose que € est a support dans
B(0,1)\B(0, 3). Alors la formule de Ipp donne

AT Vare@))e = au(f * C)(2)Ge(z) — /w/(c(f * Co)(y)Ge(y; 2)d%y
l

l

1 [ mat (e - > anida) +m [ Gainiaa)

Les termes qui dépendent de ¢ disparaissent grace au lemme suivant :

Lemme 2 (Identité de KPZ). Pour e > 0,

y / Ge(w;z)d’z = (O — 2Q)Ge(2) (4.10)
c ]
Preuve. Par un changement de variable ¢/ = l%‘ + ¢, on a pour € > 0,

(T Vare(2)) = /R o2 [ errbell g fe @z g
l l

:M_M / e(zlal_QQ)c/ E[H eal¢€(zl)6_ Je 6w(¢e(z)+c/)dzz]dc/
R
l

En dérivant par rapport & p, on obtient le lemme pour € > 0. Le cas ¢ = 0 s’écoule en tendant
e—0. O

Ainsi on a

(o(f) H Vane(21))e = Z ar(f * Ce)(21)Ge(z) — N'Y/(c(f * Ce)(y)Ge(y; Z)dQQ (4.11)
!

l
On en déduit la proposition suivante en prenant f = 920.(- — z) :

Proposition 15. Soient n > 1, € > 0. Alors

n Al o1 1 Hy n—1 1 2
9 | |‘f E ) G (z) — L 0 — G cz)d 412
(z)e ay,€ Zl € — l D ( : Z)E e( ) 2 / z e(y, ) Y ( )
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avec

1 1 .
) ooy 41
2)e /@/@ 2t a + x20 (1)0e(x2)d*x1d o (4.13)

On applique la formule a n = 1 et z = z;, et on obtient la formule de dérivation des fonctions de
corrélation

8z~Ge = iaz‘ e\<i Va € € — &Ge _,WYOéz L GE ) d2 4.14
) = 000 [TVovct)e = 3 g @Gt =452 | oGty (4

Remarque. Les fonctions é et G, sont de classe C*° dans la domaine de définition. De plus, les

f(C ﬁGE (y; z)d?y ont une limite au sens des distributions.

Maintenant on donne deux lemmes sur les 68 ) On note désormais
|z|e :=|z] Ve (4.15)
e—0 (=)™

Lemme 3. On a les convergences simples pour n € N et z # 0 : 8?W — gt De plus, on a la
borne suivante pour € < €q :

or 4.16
avec les constantes Cy, indépendantes de z et €.
On montre un autre lemme important :
Lemme 4. Soient x,y, z deur & deux différents, on a l'inégalité pour € < €q
1 1 1 1
| - )| <C (4.17)
(z—y)e W—2)c (—2)

|z — zlely — [
avec C' constante indépendante de €.

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que 0 < |x—z| < |y—z|. On remarque que ﬁ — ﬁ
peut s’écrire en une intégrale de chemin :

1
(y—2)e (z—2)

/ (Ou =) () (0 (4.18)

avec le chemin montré sur le dessin.

c(t)

FIGURE 2 — chemin ¢(t)

Par des arguments de géométrie, on peut trouver une constante C’ telle que fol | (t)]dt < C'|y—x|.
Par le lemme précédent,

) < G
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donc

e s [M e [ o
- >L1 T € ) c
= TP PR

o1 ly — |
<cl/ e+ oo — =
o le(®)[? |z — 2|ely — 2

| o

1 [l y—z|l—|lr—=z 2 Tr—z 1
L[ et g + 2 =] _
0

Le<jo—z + (g T2 ly — 2|

|z — z||ly — 2| Mjz—z|<e<ly—2]

ly — o

!
<(Clezpy—z + Lespp—s + 2 Lomzi<ecly—|) |z — 2|y — 2l

ot pour le cas |[r —z| <e< |y —z|,on a
ly — x|
(

5 7gi|m—22|7 1 )Z|91:—2z\+ 1 72|5L‘—z| Zg( |x—z!i|x—z|)20
ely—z e e ly — 2| € ly—zl e ly—z T e\ ly—z  ly—2|

Enfin par le lemme précédent,

1 1 1 1
— <CC1(C'V2+C)
T @) S OGl AFEFRTEED
O]
4.2 Intégrales hyper-singuliéres des corrélations
Définition 9. On introduit des expressions qui nous seront utiles dans la suite : pour n € N*,
N a
l
P — 4.19
)= 3 (419)
avec z = (21,...,2n). Pour pe N, et q = (q1,...,qp) € (N*)?, on pose
py Bl
Qq(z,2) = p/ ——Fl(y;z,2)d? 4.20
Q( ) ( 9 ) (CP.ITl (yz - Z)ql (y ) y ( )

1=

On définit aussi un opérateur T}, sur Qq, avec k € N* :

Tqu = quv"'vqk+17"'7qp (4'21)

Remarque. Lorsque p = 0 on a @) = F(z,z). On note que Q)p dépend de r, mais comme on fixe un r,
on cache cette dépendance dans I’écriture.

Le probléme majeur est que les Q¢ ne sont pas bien définis pour tout p et q. Une piste possible est
de définir ces objets comme des valeurs principales, car selon les physiciens, les fonctions de corrélations
sont C* en z,z. Malheureusement on ne sait pas montrer son caractére C* pour l'instant. On choisit
donc de donner des contraintes de plus pour rendre ces intégrales convergentes pour » = 2,3. En fait
on demande quelque chose plus fort pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée.

On note pour § > 0,

Uns = {(21,. -, 25) VI # 4,2 — 25| > 6} (4.22)
et
Ons(z) = C\ U, B(z,9) (4.23)
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Proposition 16. On prend

(r,7) € ({2}x]0,2[) U ({3} x]1, v2]) (4.24)

Soient p € {0,1,2}, § > 0 suffisamment petit, (z,2) € Uny15 N B(0,671) et q = (q1,...,q) € (N*)P
tel que Z?:l q; <. Alors on a l'intégrale suivante converge :

P
ol p/ su 1 . 2
— p — Fe(y; z,2)d"y < o0 4.25
( 2 ) Cr 0<e§eo£[1 |yl - Z|(61 6( ) ( )

Comme conséquence du théoréme de convergence dominée, on a que sous les conditions de [’énonce,
les intégrales Qq sont absolument convergente.

Preuve. Le cas r = 2 a été entiérement traité dans [19]. Les auteurs ont donné des bornes précises qui
permet de conclure la convergence de I'intégrale. Pour r = 3, le comportement du supg. <, Fe(y; 2,2)
autour de y; = z; ou y; = oo est tout a fait pareil que celui du cas r = 2, il suffit d’étudier
SUPg<c<c, Fe(¥s 2,2) lorsque les y; sont dans Oy 5(z) N B(0,6~1) pour tout 4.

r = 3. Pour o et v fixés, on a d’aprés la proposition 13,

p 72
2 2 x — 2|2 _
Flyiza) < O Th—o TT l—wle Bl = (@)™
i=1 1<i<j<p B(z0) [[i= |z — yil¢
_(p=(r=1)/2)y+3 u—2Q
B

avec s = < 0. On sait que

,\/2
xr—z _

o E([ Iy ()

e<eo Vi,y;€0n 5(2)NB(0,6-1) B(z0) [ [ |z — vl

< csteg sup E[(/ |z — Z|ZZM%€(d2x))_S]
B(z,6)

e<eg

(4.26)

Or —y < @ et par le lemme 1,

B[ o= ol Myole)) VVE( [ o 2 () ) < o
B(z,6) B(z,0)

D’ott vient la borne pour y; € On s(z) N B(0,671)

p
2 2
Fo(yizz) <Cs[[lvi— 27 [ lvi—wl”
i=1 1<i<j<p

Il reste a vérifier la proposition pour q = 0,(1),(2),(3),(1,1),(1,2) a l'aide de cette inégalité. Par
exemple pour q = (3),

Y 1

sup 73F€(y1;zaz)d2yl
2 On,5(z)NB(0,6—1) 0<e<eo |y1 — Z|6
1 y>1
<t | L
On s(@NB0.4-1) 0<e<eo [yy — 22

ou par exemple pour q = (1, 2),

1
(W)Q/ sup S Fe(y1, y2; 2, 2)d* 1 dPys
27 J(Ons(@)NnB(0,5-1))2 0<e<eo [Y1 — Zle|y2 — 22
721
—Z
S(ﬂ)206 sup 1 — 2| s d*y1d®ys

_~2
2 (On.5(2)NB(0,6-1))2 0<e<eo |yg — 2|27 [y — ya|?
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On calcule

2
ly1 — Zl”
sup
0<e<eq !y2 - Z‘e 7 ‘yl - yQ‘e
ly1 — ZWQ_I

= sup (1 s +1 < < +1 < <e) —

b ly1—z|>€ ly1—z|<e,ly1 —2|<|]y2—2| ly2—z|<|y1—z|<e ’yQ_Z@ 72‘y1_y2‘22

2 2423
lyr — 2! Ly, —z|<|yo—| N 1

< Vv
ly2 — 227 g1 — va2|?*  Jy2 — 2Py — wal? g —ye? g — 2P |y — e

On rappelle que 1 < v < /2. Il est facile & voir que les deux derniers termes sont intégrables. Pour le
premier terme, on calcule son intégrale en faisant le changement de variable y; — z = t(y2 — 2) :

2 2
|y — 21 2 9 L 2, 12
d“yd ys = d*td*ys < 0o
/B(z,6)2 ly2 — 2277 |y1 — w2 B(z8) Jj<t |y2 — 2377t — 1

O
On verra que pour montrer les équations BPZ d’ordre (3,1), il n’y aura pas besoin du cas q =
(1,1,1).
4.3 Reégles de récurrence

Maintenant on veut exprimer les L_,,(Qq en fonction des P et (... On commence par L_,(). Dans
toute cette partie, on prend (r,v) € ({2} x]0,2))U({3}x]1,v2]), (2,2) € Un+15NB(0,671) avec § > 0
suffisamment petit.

Lemme 5. On a la relation suivante pour n < r, au sens faible :

n—1
L= (-3 pre+ (B 22

, 2
0 (4.27)
I EZQMZ
=1

Preuve. On calcule L_,, (F¢(z,2) et puis on tend € vers 0. L_,, ( est donné par

L_i.=0, (4.28)
N
1 Al(n - 1))
L_,.= — 0, >2 4.29
’ Z < (g —2)2 1 " (21— 2)¢ ! 29

=1
Par la formule de dérivation,

2 — o B Gl Vs IR YR o o 1 2
Pl = ](; 2(21 — 2j)e 4(Z—Zj)e)FE( /%) /c(y Flyzady 40

Par conséquent, pour le cas n > 2,

L_,F(z,2)

ajo (r—1)y a; .
( ZJ:Z l n—1 2 22( . n—1/_ . +Zj:(zj—,z)n>F€(Z7z)

2(z1 — 2j)e(25 — 2)€

7% / 1 . 2
+ Fe(y; z,2)d"y
EZ Nl U

— Z])E

= AeFE(z,z) + B,
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Pour calculer lim._,g A, et lim._,g B, on utilise I'identité :

n—1

1 1 1 1
-1 - Z j n—i (4.31)

(x1 — z2) (2 — 2)" (11— a2) (w1 — 2)" 1 — (1 —2)" (32 — 2)

Par symétrie,

ajal _ } o0 B a0
ZZ 2(z — zj)(zj —2)»1 2 ZZ 2(z1 — zj)(z5 —2)" 1 2(z — zj) (5 — 2)" 7t

JI#) Jj I#g

(n —1)a?

n—1
_ D J
S LT O e
i=1 j J

On obtient ainsi

n—1
. _ ' =)y 2(n-1)
g% A= E PiP,_; + ( + )Py

i=1 2 v
D’autre part,

/wa
/ § L F.(y;2,2)d%y
—zj —2)¢

/leyaj (Y — 2j)e (( 1 n—1 ! n71)F6(y327Z)d2y

Zj = Z)ﬁ (y - Z)e
n—2
= HY L 1 — 1 1 -2, 7)d?
_zggzu%—znﬂﬂy—%kﬂ@—zx U U e G

Par le lemme 4,
1 1 1 1

. G o) =¢

|Zj - Z|E’y - Z|e
On a aussi la convergence simple pour y, 2, z; deux a deux différents :

1 1 1 1 =0 1

(y - zj)e (zj - Z)e B (y - Z)e (y — Z)n 2- ZF (y; Z7Z) - (Zj — z)(y — z)n—l—iF(y; Z’Z)

Ainsi on peut déduire par la convergence dominée que

n—1
Q5 0
/Z - ZW L F.(y;2,2)dy =52 PiQn (4.32)

] Z)? i=1

Une intégration par partie multidimensionnelle (ou formule de Stokes) donne

2(”_1)/ HY 1 2
0, F.(y;z,2z)d
SR A o et R

:_/C(y_“z)?_l((ZZ( = —Afr_l)v)Fe(y;z,Z)—/C%WFe(w,y;z,Z)dzﬁ)fy

Zj = Y)e

'ya r—1 1
/ Z e Fe(y; z,2)d%y — i / SFe(y; 2, 2)d%y
- 2 Jcly

Zj z)n 1

(/W) 2. 12
+/ — Fe(z,y; 2,2)d"xd™y
gy —p T

26



On remplace dans 4.32 'expression qu’on vient de déduire :

/wa
/Z — Z)g,lFe(y;z,Z)de

Zj)e

n—l)/ py 1 2 (T—l)v/ y 2
= 15) F(y; z,z)d“y + Fy;z,z)dy
¥ c2y— 22 (y—2)e ( ) c2(y—2)? ( )

_/ (/W) n— 1Fe($7y;zaz)d2xd2y
c2 2(z —y)e(y — 2)é

. 2(n—1
Les deux premiers termes de la somme convergent vers — (” )Qn )7 Q., respectivement, il reste
& étudier le dernier terme. Par symétrie,

2
/((:2 2(1- _ (IUJV) n— 1F€(:U> Y; =, Z)dQZCdzy

Y)e(y — 2)¢
2 1 1 1
bl f (e DRy 2y
4 Je2 (2 —y)e (y—2)t (x — 2)e
n—2
1 1 1 1
= — F.(z,y; 2, z)d*zd?
;/@(f—y)e((y—z)e (ﬁ—z)e)(y—Z) Hz —z)0 (@3:%,2) Y
Par le lemme 4,
1 1 1 1
- <C—— 4.33
e A s M s W P MR (439
Comme conséquence, fCQ %E(m, y; z,z)d*xd%y 9 Py Q2 n—i. Alnsi,

—1
=0 € — (] n—1 2 ln 7
1=

En tendant € vers 0 dans L_,, Fe(z,2) = AcFc(2,2) + Be , on obtient le lemme. Enfin on remarque
que cette expression est valide pour n = 1 également, ce qui finit la preuve. O
Grace a ce lemme, on peut déduire 'expression de L_,,Qq avec q = (q1,...,qp) :

Proposition 17. Au sens des dérivées faibles, pour p € {0,1} et n+> ,q; <7 :

n—1
L_an:[_ZPiPn_i_’_((n—r)y_l_2(n—1 +2ZP +1+ 7‘—1)7_2(71—1)) n

= 2 g 2 g
n—1 P n—1 TL—T)"}/Q
-y LETL+ Y (- vZPT”l L
=1 7=1 =
n— p n—1
IED DEFEEE 3) pteats)| [}
i=1 ]'_u 1

(4.34)

Lorsque p =0, on a le lemme précédent.

Preuve. On note y = (y1,...,¥p). Pour n > 2,

p p
Y 1 0. () Y 1 2
Ln,ﬁ()p/ -Fe(y;zaz)d y = ()p/ %Lfn,eFe(y;zaz)d y
27 Jor 1 (yj — 2)& 2 (ijl_[l (y; — 2)&
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Pour (5), il suffit de justifier que 9,, commute avec I'intégrale. En fait
(3 g Y

(r —1)yoy Y oo
Felyiz2) =( ; +22(?J‘ +§2(21_Zi)6) (viz2)

on peut montrer que sup, ¢ H§:1 Waz‘ F(y; z,z) est intégrable, ou K est un compact tel que z;
¢ Yji—=2)e

est dans l'intérieur de K, ce qui justifie la commutation grace au théoréme de dérivation sous I'intégrale.
On note

L =3 ( . (7(;—_1)2?;> s ( 0y —_— ((T;i—_lﬁj)

=1 Zl - Z)n i=1 (yl - Z)€ €

Alors, en remarquant que A, =1,

L_n6 2, 2)d?
/<an (y; 2,2)d’y

1
:(W)p/(c H ﬁL@ZL,EFe(y’ 2 Z)dzy

::121E + BE

On fait une intégration par partie pour calculer B :

B_i(’w)p/ ﬁ 1 (- gi+n—1 5. 1 . n-1 VFu(y: 2 2)d2y
‘ : Cp - 2’)2] (yz _ Z)(ﬁ]iJran Yi (yz _ Z)e (yz _ Z)gi—&-n e\~

p
€— 0
= D41} Qq
j=1

Dans A L<p>

Zne F.(y;z,2) est fourni par le lemme 5

hm L<—7>1 €F (y, 2, Z ( Z P P p (TL - 7")’7 + 2(n — 1) )PT<LP>)Q<7’>

2 Y
-1 n—1
r—1)y 2n-1
+2 Z Pl<p>Q£Lpzl 4 (( > ) _ ( . ))Qf{” Z Q;pgﬂ
=1 =1

avec

Si on entre dans les détails, on pourra montrer la convergence dominée s’applique, et un calcul algé-
brique simple permet de conclure la preuve. Pour le cas n = 1 on vérifier sans peine que la formule
reste valide. O
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Proposition 18. Au sens faible, pour p € {0,1} et n+ >, q; <,
Lo [ Pu@a = (Z niPosin [| Pay +[] PniL_n> Qq (4.35)
i i i i
Cette proposition et la proposition 17 montrent que D,. @) s’exprime en une combinaison linéaire des
[L; Pn,Qq (on note aussi P,Qq, avec n = (n;);). La preuve pour les équations de BPZ dans la section
suivante consiste a4 annuler les coefficients devant chacun de ces termes.

4.4 Preuve des équations BPZ d’ordre (2,1) et (3,1)

On se sert notamment des propositions 17 et 18 pour montrer que les fonctions de corrélation
satisfont les équations BPZ d’ordre (2,1) et (3,1). Muni des résultats de la partie précédente, les
preuves sont directes.

Avant de faire les calculs, on donne la relation de commutation pour les opérateurs L_, (n > 1) :

Proposition 19. Pour n,m > 1
[L—n,L_m] = (m — n)Lf(ner) (4.36)
Preuve. On utilise les définitions 4.3 et 4.4. O

Maintenant on vérifie les équations de BPZ, pour r = 2 et = 3 respectivement.

oCasr=2:
~2
Dy=-;La+ L* (4.37)
L1Q= _%PIQ + %Ql
2 Yo Vs Y 7 ¥
2Q=(—1P,+Lpo-Lp L L 42
Q= ( 52+ L 5 1Q1 + 4Q1,1+( gt 2)@2
9 2 v o2
L 2Q = (—FPf + ;P2>Q +2P1Q1 + (5 — 5)@2 — Q11
On a ainsi D@ = 0, en vérifiant que tous les coefficients devant chaque P,(q sont nuls. O
<>Casr:3et1<'y<\/§:
1 A4 2 2
Dy= (L s+ L0 Lo+ LD oL y+1I3) (4.38)
4* 4 2 2
Par 4.36, on a
L oL =L 1L o—L_3
d’ot . )
1
Dy = Z((”Z - %)L_g 4720 Lo+ I2)) (4.39)
L1Q=—vPQ+~v(
3
L2,Q = (—yP +7*P})Q — 2y°PLQ1 +7° Q11 + (—% +7)Q2
2 v, 2 2
LoQ=(-Pf + (—5 + §)P2)Q +2P1Q1 + (v — 5)@2 — Q1.
Donc
2 2 7 ol
(VL2 +L21)Q = (v = 5)RQ + (5 —7)@2
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L Loa+ I2)Q == (O = D) (P — 2P R)Q+ 2P0 +2P1Q2 = 2Qa + (7= 1))

L _3Q

On conclut que D3@ = 0. O

On peut procéder a un calcul algébrique formel pour vérifier les équations BPZ d’ordre (r, 1), avec
r supérieur & 4, en supposant que la proposition 17 reste valide. Un algorithme de matlab est donné
dans ’annexe pour ce but, et la validité des équations ont été testées pour r allant de 1 & 8. Le temps
de calcul croit trés rapidement et les cas r supérieur & 9 n’ont pas été testés pour cette raison. Il existe
éventuellement une méthode combinatoire pour prouver de facon formelle les équations BPZ d’ordre
(r,1) pour tout 7.

Remarque. 1’équation d’ordre (1,1) dit simplement que 0,Q(z) =0 ot z = (z1,...,2N)-

4.5 FEtude des corrélations a 4 points

Dans cette section on travaille avec r = 3. Par la formule de KPZ 5 appliquée & la transformation

Pz (22(;2?,)2?)’2:%2:2;%’ les fonctions de corrélation & 3 points s’écrivent :

3
(JT Ve (20)) = Clan, az, az) |21 = 20?212 |21 — 232213 |29 — 2522 (4.40)
=1

avec Ajg = Ay, — Ay, — Ay, ete., et

Clan,ag,az) = lim_|z|"%5 (Vi (0)Vao (1)Vary (25)) (4.41)

Par I’équation 3.3, on a

N
“ S x -1 e 22)) 8
<ll;[1 Vaz( l)> H |Z — 2 ’alag M /(C ’.%' — Zk‘vo‘k ( ) M7<d )) ]

1<J k=1
(4.42)
2L uz2Q o

avec § =
v

in2—1
B(a) = 4e~ 2~ (Tl 2i—20) (4.43)

On a choisi d’oublier la constante Z;, ce qui donne les résultats a constante multiplicative (indépendante
de tous les parameétres) prés. On peut en déduire une expression de C(a1, ag, as) :

C(ar, az, a3) = B(ay, az,a3)y T (s, 1) E[(/ . G(2)"FES M (d%2) 7] (444)

¢ [z)etfe —1fpee

Les constantes C'(a, g, ai3) sont appelées les constantes de structure a trois points. Elles jouent
un role fondamental dans ’the conformal bootstrap approach’ (voir [25]). L’étude des solutions des
équations BPZ d’ordre (2,1) permet de donner des relations entre ces constantes et de les résoudre
éventuellement. Une formule pour les C'(aq, o, a3) est appelée la formule de DOZZ (sous le nom Dorn-

Otto-Zamolodchikov-Zamolodchikov [9], [33]). Les solutions des équations BPZ d’ordre (2,1) ont été
traitées dans [19], et la formule de DOZZ a été trés récemment prouvé dans [20]. On cite la formule :

Théoréme 8 (DOZZ). On introduit la fonction spéciale T définie sur 0 < Re(z) < Q par la formule

& sinh((£ — 2)t
InY(z) = /0 ((% —2)%et — (Sinig%) Smif?i ) (4.45)
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La fonction Y peut étre prolongée analytiquement sur C. On note & =), o et

l(z) =T (2)/T(1 —x) (4.46)
La formule de DOZZ s’écrit

2 20-a
om0 = (s 577)”

5 (4.47)

az)
T(5-Q)Y(5 - al)T(% a2)Y(5 — a3)

Il est important & noter que cette expression de C(aq, g, a3) est caractérisée par la proposition
suivante ( [31]) :

Proposition 20. La constante de structure C' analytique en (o, e, a3), et vérifie les relations

Clar+ 3,a9,03) 1 (=TI — G (@ — 201 — 3)) (4.48)
Clog — F,a0,a3)  mpl(F(a—3 —2Q)(3(a—2a2 — D)3 (@ — 203 —3)) '
Clar+ 2, a2, 03) 1 H=2)I(EUEE — )G (a—2a1 = 2))
2 T T a2 T/~ 27/ 1 3 (4.49)
Claa = 5,0,05)  TRI(5(6 =5 = 2Q))I(5(@ — 202 = F)I(G(@ — 203 = 7))
N )k

On s’intéressera aux solutions des équations BPZ d’ordre (3,1). Pour cela, on prend les fonctions
de corrélation a 4 points, qui vérifie la relation suivante par la formule de KPZ 5 appliquée & la méme
transformation 1 que précédemment :

3
HVaz (z1)) =23 — z]*4A—V|z1 _ 2/2’2(A12*A—'y)|21 _ 23|2(A13+A—'y)
=1 (4.50)
2 — 23‘2(A23+A_7)G((Z —21)(22 — ZS))
(z — 23)(22 — 21)
avec
G(z) = lim |23]"s (V1 (2)Var, (0)Vary (1) Vg (23)) (4.51)

23—00

Par 4.42, on a son expression :

G(2) =B(—7, 01, a2, a3)|2[* |z = 1|77 'T (s — 1, 1)

‘ZC - 2’72 N Py Z @ ) (4'52)
Bl [y g ) A () ]
L’équation BPZ d’ordre (3, 1) s’écrit sous la forme suivante :
2 0 2 0 2A; 9
{ﬁg +ZI: z — 21 0207 +zl: (z—zl)ga
(4.53)

A D 2AA, N
P e 2 ) Vo [t

Pour simplifier I'’expression, on a not¢ A =A_, = -1 — g et A=A,
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On injecte l'expression 4.50 dans 1’équation et on évalue en (z1, 22, 23) = (0,1, 00). Pour illustrer
les idées, on montre le calcul pour le terme

3 3
V. Zl
> e Ve [
=1

=1

Pour cela, on introduit les notations

_ _ (z —21)(22 — )
F(z,2) = (Voo (2) [ ] Ve (20)) = Al z)G<(z T zl)) (4.54)
=1
ou
A(z,2) = |23 — 2| 48|21 — 29 P(P1278) |5y — zg|HB13HA) 5y — 55]2(A2s+A) (4.55)
et on calcule par exemple
i Alg - A A13 + A (Z — Zl)(ZQ — 23)
821F A( )( 21 — 29 + Z1 — k3 G((Z—Zg)(22—21)>+
Az, 2)C (z —21)(22 — 23)\, 29 — 23 (z — 21) (22 — 23)
(2,2) ((2—23)(22—,21)) (z—23)(22 —21) (2 — 23)(22 — 21)?

On obtient donc

Z3—00

lim yz3|4A3£1 F(2,0,1,23) = —(A12 — A)G(2) + (= — 1)9.G(2)

De méme, on a

lim |22 -2 (2,01, 2) = (Ars — A)G(2) — 20.G(2)
23—>00 822
lim |z3|4A3iF(z 0,1,23) =0
23—>00 823 R
Par conséquent,
A D
li 443 ———F 1
zgl—r>noo ’23‘ ; (Z _ Zl)2 02 (Z707 ,23)
1 1 1 1 1
=AA; —A)(—— — = - A(— .,
( 12 )((z_1>2 ZQ)G(Z) (22+(Z—1)2+Z(Z—1))6G(Z)

On meéne le méme type de calcul pour les termes dans I'équation 4.53, et on obtient une équation
différentielle ordinaire de G :

2A1 — A 2A0— A  2A15—3A -2

25 ok 2 L
{7282 . 1)8 et (z —1)? 2(z—1) o (4.56)
1 1. 2AA,  2AA, - |
DA D) T s Yo }G(z) ~0
On remplace G par
G(2) = |2]"*z — 1|72 T (2) (4.57)

T a pour I'expression :

o — 2"

JUIRN A o I s
TheTe - e d@) TR M () (458)

T(2) = B(—y, a1, a0, 05)y"'T (s — 1, ) E[( /C
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On obtient que T est solution de ’équation :

2 3 3
{722(2 —1)28% + ((ﬂ —2)z(z — 12 4 (222 9)22(z — 1))(93
gt v gt
3 5 a3 3 yo2,  5y? 9
—|—<(§(041+042) —7—(Oél+042)(47+;)+043(§+;)+7+3)Z
5a2 a2 ol 11y 4 5y 2 v 2. 592
— (=L +3 23 (L D) (4 2 L4+ 43
( 5 +3mar+ 5 5 aq ( 5 —1—7) a2(2 +fy)+a3(2+7)+ 5+ )z
3y 1 72
+a%—a1(?+§)+?+l>@
1 4 2 "2
+1(041+Oéz—a3—7)(041+a2+0é3—2’7—§)(((041+042)’Y—7 —2)Z+3—a17+1)}7(z)=0

(4.59)

Si on prend la dérivée Ozz, on a T solution réelle d’'une EDP avec un opérateur de la forme %22(2 —

1)2A3 +. .. suivi par des opérateurs de degré strictement inférieur a A2. C’est un opérateur différentiel
elliptique et avec les coefficients C*. Alors 'opérateur est hypoelliptique analytique (voir par exemple
[30]). Ainsi, T est analytique réel dans C\{0, 1}. Pour vérifier que deux solutions coincident, il suffit
de montrer qu’elles coincident sur un ouvert dans C\{0,1} On peut écrire T sous la forme d’une série

.. 1.
au voisinage de 3 :
o

T(z) = m%:() i (2 — %)my" (4.60)
avec les Gy, réels. En écrivant z = ZJQFE ety = z;f ,on a
= 1, 1.
T(z) = W;O (2= 5)" (= 3) (4.61)

avec apm,, € C satisfaisant a, ,m = @ pn-

L’équation 4.59 donne une relation de récurrence entre les coefficients a;, . Plus précisément,
elle donne a3, en fonction des a;n,t = 0,1,2, et pour m > 0 elle donne @,,44, en fonction des
Am+in,t = 0,1,2,3. Par conséquent, les solutions au voisinage de % sont caractérisées par les coefficients
(@m.n)o<m<2,0<n<m, qui est un espace vectoriel de dimension 9 (les @y, , sont réels donc de dimension
1, les restes sont de dimension 2). L’espace des solutions réelles dans C\{0,1} est donc de dimension
inférieure a 9.

Remarque. Le cas de I'équation BPZ d’ordre (2,1) peut étre traité par le méme raisonnement qu’au
dessus pour montre que ’espace des solutions pour BPZ est de dimension inférieure & 4, ce qui est
cohérent avec la conclusion dans [19].

4.6 Reésolution des équations BPZ d’ordre (3,1) pour les corrélations a 4 points

Maintenant on cherche les solutions de I’équation 4.59. Les solutions de ce type d’équations sont
données par les intégrales de Feigin-Fuchs ou intégrales de Coulomb et sont discutées dans [10, 11].
Pour avoir les méme notations que celles de [10, 11|, on pose

azl(—al—l—ag—i—ag)—l, b:l(al—ag—i—ag)—l
4 4
2 2 (4.62)

C:—%(a1+a2+a3)+%+17 gz—?
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L’équation 4.59 peut se récrire sous la forme suivante

22(2 = 1)203T (2) + (K12 + Ko(z — 1)) 2(2 — 1)0°T (2)

) 5 (4.63)
+ (Myz° + Ma(z — 1) 4+ M3z(z — 1))0,T (2) + (N12+ Na(2 — 1))T(2) =0
avec
Ki=—-B3b+3c+yg), Ky=—Ba+3c+yg)
My = (b+c)(2b+2c+ g+ 1), My =(a+c¢)(2a+2c+g+1)
Ms=(0b+c)(2a+2c+g+1)+(a+c)(2b+2c+g+1) (4.64)

+(c—1D(a+b+c)+Be+g)a+b+c+g+1)
Ny =—c(2b+2c+g+1)(2a+2b+2c+g+2)
No=—c(2a+2c+g+1)(2a+2b+2c+ g+ 2)

Proposition 21. On suppose que —v, a;(i = 1,2,3) vérifient les bornes de Seiberg 3.4 avec 0 < vy < 2,
on 1mpose aussi :

1
a,b,c> —1 g>—min(§7a+1,b+1,c+1) a+b+c+g <-1

Toutes ces hypothése seront appelées (H). On remarque que (H) est équivalent a

2 4
Vi,ai<%—|—; Zaz<27—|—; O<7<\f2
i

—o1 + oy + a3, 01 — g + a3, 1 + g — g >y

De plus, sous (H), on a nécessairement ¢ > 0. L’espace des solutions réelles dans C\ (] — oo, 0] U1, co[)
de l’équation 4.63 est un espace vetoriel de dimension inférieure a 9. Si on suppose de plus oy # %,
alors toutes les solutions peuvent s’écrire en une combinaison linéaire des

(L (2))i=1,2,3, (Re(1i(2)1;(2)1<ici<s, (Im(Li(2)1;(2)))1<i<j<s (4.65)

avec Iy, I, I3 trois fonctions holomorphes sur C\(] — oo,0] U [1, 00[) définies par

Li(a,b,c;g;2) = / dtl/ dto t(ty — 1)°(t; — 2)t%(ta — 1)%(ty — 2)(t1 — t2)? (4.66)
1 1

Iy(a,b,c;9;2) = / dt / dta t§(ty — 1)°(tr — 2)°t5(t2 — 1)"(ta — 2)°(t1 — t2)?

! 0 ) (4.67)

— zl+a+0/ dtl/ dto t3(t1 — 1)°(t; — 2)°t3(2ty — 1) (ty — 1)(ty — 2t2)?
1 0

I3(a,b,c;9;2) = / dt1/ dta 5 (ty — 1)°(t1 — 2)°t5(ta — 1)°(ta — 2)°(t1 — t2)?

" ’ 1 1 (4.68)

— z2+za+2c+g/ dtl/ dto t3(zty — 1)b(t; — 1)t%(2ty — 1)%(ty — 1)°(t; — t3)9
0 0

A

On interpréte ces intégrales par les intégrales de chemin illustrées dans la figure 3. De plus z* est

considéré comme eA1"Z | holomorphe dans C\] — 0o, 0|, les phases sont prises dans | — m, 7|.

Remarque. Ces intégrales sont absolument convergentes sous (H) et elles vérifient les conditions du
théoréme de Fubini.
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FIGURE 3 — chemin des intégrales Iy, Is, I3

Preuve. On a déja montré l'espace des solutions réelles est de dimension inférieure a 9. Il reste a
vérifier que Iy, I, I3 résolvent 1'équation 4.63 et qu’elles sont linéairement indépendantes. On étudie
I'intégrale suivante :

I(a,b,cld,e, f;g;2) := / dtl/ dta t$(ty — 1)°(ty — 2)t8(ta — 1)%(ty — 2)7 (t1 — t2)? (4.69)
C1 Co

ot C1,C2 peuvent étre les chemins 1 — 0o ou 0 — z. On remarque que les bords des C;(i = 1,2) ne
contribuent pas lorsque on fait une intégration par partie. Les relations suivantes sont faciles & obtenir :

I(a,b,c+1ld,e,c;g — 1;2) — I(a,b,c|d,e,c+ 1;9 — 1;2) = I(a,b,cld, e, c; g; 2) (1)

I(a,b,c+ 1ld,e,c — 1;9 — 1;2) — I(a,b,c — 1|d,e,c+ 1;9 — 1; 2)

2
= I(a,b,cld,e,c —1;g;2) + I(a,b,c — 1|d, e, c; g; 2) ®

zI(a,b,c|de, fig:2) = I(a+1,b,c|d,e, f;g:2) — I(a,b,c+ 1|d,e, f; g; 2)
= I(a,b,cld+1,¢, f;9;2) — I(a,b,cld, e, f + 1;9; 2)

(z—l)[(a,b,c|d,e,f;g;z) :I(a,b+1,c|d,e,f;g;z)—I(a,b,c+1|d,e,f;g;z)
et par intégration par partie, on a les deux relations qui restent :
al(a—1,b,cld,e, f;g;2) + bI(a,b—1,cld,e, f; g; 2)
+cl(a,b,c—1ld,e, f;g;2) + gl(a,b,c|ld,e, f;9g—1;2) =0

dI(a,b,cld —1,e, f;g;2) +el(a,b,cld, e — 1, f; g; 2)

6
+fI(aabvc|d7€af_1;g;Z)_gI(a)b’C|d7€7f;g_1;Z):0 ( )

A T’aide des relations (1)-(6), on montre que I(z) = I(a,b, c|a, b, c; g; z) est solution de I’équation 4.63.
Pour alléger ’expression, on note

I(a,b,cld, e, f;g;:2) = I(a,b,c|d,e, f;g;2) + I(d, e, fla,b, c; g; 2)
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On calcule les dérivées de I : 3
I'(z) = —cl(a,b,c — 1|a, b, c; g; 2)
I"(z) = c¢(c = 1)I(a,b,c - 2|a,b,c; g;2) + *1(a,b,c — 1|a,b,c — 1; g; 2)
I"(z) = — cle = 1)(c— 2)I(a,b,c — 3|a, b, ¢; g; 2) — 3¢X(c — 1)1 (a, b, c — 2|a,b,c — 1; g; 2)
Par (5) et (6),
(c—2)I(a,b,c —3la,b,c;g;2) =—al(a—1,b,¢ —2|a,b,¢;g;2) — bl(a,b—1,c—2|a,b, c; g; z)
—gl(a,b,c—2|a,b,c; g —1; 2)
(¢ —2)I(a,b,cla,b,c —3;g;2) = —al(a,b,cla,b,c — 2;g;z) — bl (a,b,cla,b—1,c —2;g;2)
+gl(a,b,cla,b,c—2;9—1;2)
En sommant ces deux derniéres équations, on obtient
—c(c—=1)(c— 2)f(a, b,c — 3|a,b,c; g; 2) @ clc—1) (af(a —1,b,c—2|a,b,c;g;2)
+bI(a,b—1,¢—2la,b,c;9;2) — gl(a,b,c — 1|a,b,c — 2;g;z)>

Le méme type de calcul (noté (x)) apparaissent plusieurs fois dans la preuve et on ne détaille plus dans
la suite. Par le calcul précédent,

I"(2) =c(c — 1) (af(a —1,b,¢c—2|a,b,c;g;2) + bI(a,b—1,¢ — 2|a, b, ¢; g; 2)
— (3¢ +g)I(a,b,c—1|a,b,c — 2;g;z)>
(*:)c(c -1) (af(a —1,b,¢—2|a,b,c;g;2) + bI(a,b—1,c — 2|a, b, c;g;z))
+c(3c+g)(a1:(a—1,b,c—1\a,b,c—1;g;z)+bf(a,b—1,c—1]a,b,c—1;g;z))
Alors,
22(2 —1)21"(2) + (K12 + Kao(z — 1))z(z — 1)I"(2)

N

—z2(z—1)? ( (c—1)(g + 2a + 3¢)I(a,b,c — 2|a,b, c; g; 2)
+ c(cg — ag + 3¢*)I(a,b,c — 1|a,b,c — 1;g; 2) + c(c — Dal(a — 1,b,¢ — 1|a, b, c; g; 2)
+¢(3c+ g)al(a —1,b,cla, b, c — 1; g; z)) —2%(z — 1)<c(c —1)(g+2b+3¢)I(a,b,c —2|a,b, c; g; 2)
+ ¢(eg — bg + 3cH)1 (a,b,c—l\a,b,c—l;g;z)—l—c(c—l)bf(a,b—l,c—lla,b,c;g;z)
+ ¢(3¢+ ¢)bI(a,b—1,c|a, b, c — 1;g;z))
(;)z(z —1)? <ca(2a +2c+ g+ 1)I(a—1,b,c—1la,b,c;g;2)

+cb(2a+60+29)1:(a,b— 1,¢ —1la,b, c;g;z))

422z — 1)(cb(2b+ 2% + g+ 1)I(a,b—1,c—1|a,b,c; g; 2)

+ ¢b(2b + 6¢ + 29)I(a — 1,b,¢ — 1|a, b, ¢; g; z))
Ensuite,

22(z = 1)21"(2) + (K12 + Koz — 1)z2(z — 1)I"(2) + (M12? + Ma(z — 1)? + Mzz(z — 1))I'(2)
)(*)(

3)

—~

z—l) cb(2a+2c+g+ 1)1 (a b—1,cla,b,c;g;2 )+220a(26+2c+g+1)f(a—1,b,c\a,b,c;g;z)
+2(z — 1)C<a(2a +2c+g+ 1)I(a —1,b,cla,b,c;g;2) + b(2b +2c + g + 1)I~(a, b—1,cla,b,c;g; z))
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Enfin, en utilisant & nouveau (3)(4) et (%) on montre que
22(2 = 1)21"(2) + (K12 + Ko (2 — 1))2(z — 1)I"(2)
+ (M12% + Mo(z — 1) + Mzz(z — 1))I'(2) + (N1z + No(z — 1))I(2) = 0

Vu les comportements prés de z = 0, comme a1 < % + % et ay # %, les exposant de z des I; sont
différents et elles sont trois solutions indépendantes. Ainsi,

(% (2))i=1,2,3, (Re(1i(2)1;(2)))1<ici<s, (Im(Li(2)1(2)))1<i<j<s

forment une famille de solutions analytiques réelles sur C\(] — 0o, 0] U [1, 00]), indépendantes par une
étude de 'asymptotique au voisinage de (z,z) = 0. O]

Par le méme raisonnement, on prouve le résultat suivant :

Proposition 22.
T(asb, i g: 2) i / 2t / Pt 02t — 112201 — 2202ty — 12 [ty — 22Jt — 229 (4.70)
C C

résout 'équation 4.63 pour z € C\{0,1}, en supposant (H).

Preuve. En effet, toutes les relations de I(a,b,c|d, e, f;g;z) restent valides pour Z(a, b, c|d, e, f; g; 2),
définie par

I(a,b,c|d,e, f;9;2) == / d*ty / d*ta 15 (t — 1)°(t1 — 2)°t3(ta — 1)°(t2 — 2)7 (t1 — 12)?
C C

1901, — 1)% (&) — 2)0L20 (£ — 1) (By — 2)T0(£) — £5)%

(4.71)

avec les constantes ag, by, cg, do, €9, fo, go fixées préalablement. O

4.7 Probléme de monodromie

On travaille avec I'hypothése (H) déclarée dans la proposition 21, en ajoutant la condition supplé-

mentaire : 5 1 1 5 5
Y
oq y——-NU(z=+—---N)U(——-N

On note cette nouvelle hypotheése (H'). Sous (H'), on a
l+a+c¢,2+2a+2c+g,1+a+c+g¢Z

Le générateur du groupe de monodromie correspondant a la singularité en 0 des I;(i = 1,2, 3) est noté
go, qui est une matrice 3 x 3 ici. Il correspond a un prolongement analytique en z suivant le contour
illustré dans la figure 4.

o, I @

FIGURE 4 — contour de prolongement

On a
1 0 0
go = 0 e2r(l1+ato) 0 (472)
0 0 ei2m(2+2a+2c+g)
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et I; devient (go);1; aprés le prolongement. Par les discussions dans la sous-section précédente, T peut
s’écrire en une combinaison linéaire des (I;(2)I;(2))1<ij<3, qui génére la base des solutions dans la
proposition 21. Plus précisément, pour z € C\(] — oo, 0] U [1, o0[),

Z Xi0(2)1;(2) (4.73)

lj=1

avec (Xy;)i=123 € R? et (X15)145 € CO tels que X; ; = X;,;. D’autre part, on a vu que 7 est analytique
réelle dans C\{0, 1}, donc il est invariant par ce prolongement en z. Ainsi on a

Z Xiih(z Z Xi.5 (90)1.1(90)5.511(2) 1 (2)

lj=1 lj=1

en simplifiant I’équation

ZXZ,JIZ ZXl,j (90)1,1(90),511(2)1(2)
I#j I#5

On étudie le comportement proche de (z,z) = 0 de 'expression a gauche et a droite, et on peut
montrer progressivement que les X;; = 0 pour [ # j, sous (H’). Par exemple, lorsque oy < % (on

suppose toujours (H')),ona 0 <1+ a+c <2+ 2a+ 2c+ g, 'équivalent de gauche est

1+a+c 1+a+c

cste12X122 + cste1,2X1 22

L’équivalent de droite est

e—i27r(1+a+c) sl+a+tc + ei27r(1—i—a-|—c) 1+a+c

cstel 2X1 22 CSt€1’2X1722

On obtient X;9 = 0 comme 1 + a + ¢ ¢ Z. On élimine les termes de X2 et Xo; dans 4.7, et on
peut continuer le méme raisonnement. Les autres valeurs de a1 peuvent étre traitées de fagon similaire.
Ainsi on écrit pour z € C\({0} U [1, 00[) (par prolongement analytique)

3
2) =Y XilL()P (4.74)
j=1

avec X; € R.

On peut repartir de la proposition 21 en introduisant les intégrales Ji,Jo,JJ3 qui ont le méme
intégrant t3(t1 —1)°(t1 — 2)°t4(ta — 1)b(ta — 2)°(t1 — t2)? que les Iy, Io, I3, avec les chemins d’intégration
illustrées dans la figure 5. On peut écrire

Ji(a,b,c;9;2) = / dtl/ dta t§(t1 — 1)"(t1 — 2)“t5(ta — 1)’ (ta — 2)°(t1 — t2)? (4.75)
0 0

—00 1
Jola,b,c;g:2) = (2 — 1)”““/ dtl/ dto t9(t1 — 1)2(ty — 2)t3(2ty — 1) (ty — 1)(ty — 2t2)?
0 0
(4.76)

1 1
Jo(ab, c; g ) = (» — 1)2+2a+2040 / it / dts 19(2t1 — 1)t — 1)°82 (sts — 1)(ts — 1)°(tr — t2)?
0 0
(4.77)

38



V4
t, .
JR— .
— 0 ! >
2
Z ¢
t, >
J, D \
0 1 5%
V4 tl
./3 O' i'2 1‘ o

FIGURE 5 — chemin des intégrales Ji, Jo, J3

La preuve reste valide pour montrer que Ji, Js, J3 forment une base des solutions holomorphes dans
C\(] — 00,0]U[1,00[). On peut donc exprimer I; en des J; (la preuve consiste a jouer avec les chemins
d’intégration et elle se trouve dans [10]) :

3
I Z) = Zai7ij(z) (4.78)
j=1
avec
s(a)s(a+g/2) s(a)s(c) 5(c)s(c+g/2)
s(b+c)s b+c+/ s(b+c)s(b+ctg) s(bt+c+g/2)s(b+c+g)
a __s(a+btctg/2)s(a+g 2)26( /2) s(a+btctg/2)s(c) s(b+g/2)s(a) s(b+g/2)s(ct+g/2) 26( /2)
- s(b+c)s(b+ctg/2) g s(b+c)s(b+c+g/2) s(b+c+g/2)s(b+c+g)  s(b+c+g/2)s(b+c+g) g
s(a-+btc+g/2)s(atbret) s{a-+b+c+g)s(b) 5(0)s(b+9/3)
s(b+c)s(b+ct+g/2) s(b+c)s(b+ctg) s(b+c+g/2)s(b+c+g) )
(4.79

Ici on note s(x) = sin(wz), ¢(z) = cos(rz). On a

3 3
=33 aijainXidi(2)Jk(2) (4.80)

1=1 j,k=1

Par I’étude du probléme de monodromie autour de z = 1, on déduit que pour j # k,

3
Zai,jai,kXi =0 (4.81)

et on résout
X1 azzazy  s(la+b+c+g)s(a+b+c+g/2)s(b)s(b+g/2)s(a+c+g)
X3 a13a33 s(a)s(a+g/2)s(c)s(c+ g/2)s(a + c)
Xy _asgazz _ s(atb+c+g)s(a+c+g/2)s(b)
X3 assazs  s(c+g/2)s(a+ g/2)s(a+ c)2¢(g/2)
-1

(4.82)

avec (ai’j)m' =a
En résumé, on connait 7 (z) = Z;’:l X;|I;(2)]? a constante multiplicative prés pour z € C\({0} U
[1,00[), sous la condition (H'). L’égalité reste valable sous I’hypothése plus faible (H), car les deux
cOtés de I’égalité sont analytique en «;.
Remarque. Dans cette sous section, on a en fait montré que toute solution réelle de 1’équation 4.63
(définie sur C\{0, 1}) s’écrit en combinaison lindaire des |I;(2)|* pour z € C\({0} U[1, oc[). De plus les
rapports entre les coeflicients sont données par 4.82. Ceci montre que I'espace des solutions réelles est
de dimension 1.
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4.8 Forme intégrale des fonctions de corrélation

On donne deux intégrales importantes pour la suite. La premiére est 'intégrale de Selberg, intro-
duite dans [28] comme une généralisation des intégrales de Beta. Une preuve simple de cette formule
se trouve dans [1|. Voir aussi [16] pour les diverses applications de cette intégrale.

Proposition 23 (Selberg). Sous I’hypotheése

—min(l, Re(a) Y Re(b)

n'n—1

Re(g) S

Re(a), Re(b) > —1, 5

1
n—1+ )

l'intégrale suivante converge

Sn(a,b,g) : / /Ht;‘(l—ti)b I 1t tl9dt - - dt,
:U

fsisysn (4.83)
F(l4+a+jg/2)T(1+b+jg/2)T(1+ (5 + 1)g/2)
F'2+a+b+(n+j—1)g/2)I'(1+g/2)

La deuxiéme est I'intégrale de Selberg complexe, voir [2] ou [15] pour une preuve.

Proposition 24. Sous I’hypotheése

et Rel®) > —1, 40 5 _omin(}, 0 1 240
Re(a+b+@) —1,Re(a+b+(n—1)) < -1

[intégrale suivante converge

An(a,b,g) / /H|t =t ] 16—t dPty,

1<i<g<
) srdsn (4.84)

1 s(a+379/2)s(b+79/2)s((7+1)g/2)
(a;b,g ;H @t bt (nti—1)g/2)s9/2)

Au lieu d’exprimer T en des [;, on utilise les fonctions normalisées :

Proposition 25. Fi, F, F3 trois fonctions holomorphes en z sur C\(] — o0o,0] U [1,00[) définies par

]:i(a7 ba G 9; Z) = 71’75(&) ba C g; Z) = Zpl(l + Oz—)O(Z)) (485)

N;
avec
pr=0,p2=14+a+c, p3=2+2a+2c+yg

et les constantes de normalisations s’expriment

N-1-a—-b—c—g)l'(-1—a—-b—c—g/2)TA+DI(1+b+g/2)
I'(g/2)T(-a— o)l (-a—-c—g/2)
I(-1-a—-b—c—g)I'(1+a)(1+b)I'(1+c)
Ne= IN(—a—c—g)T(2+a+c) (4.86)
irg2L (@A +a)l Q1 +a+g/2)TA+ )L (1 +c+g/2)
I(g/2T2+a+c+g/2)l(2+a+c+g)

Ny = elg/2)em02 D)

N3 =c(g/2)e

Remarque. Les F; correspondent aux conformal blocks dans la littérature physique.

40



Preuve. On montre le calcul de N3, les calculs pour Ny, Ny sont similaires. Par définition, sous (%),

1 + eiﬂ'g

1 1
Ny :/ dtl/ dty 191 — £)4S (1 — t2) (b1 — t)? = Sa(a,c, g)
0 0

emg/QF(g)F(l +a)l(1+a+g/2)T1+c)T(1+c+g/2)

= cl9/?) T(g/2T2+a+c+g/2T2+a+c+g)

Or l'intégrale de Selberg impose des contraintes sur g, ainsi sur . Mais on travaille avec un vy €]0, 2|
fixe et on ne veut pas des contraintes de plus. Pour cela, on utilise un prolongement analytique en
a,b,c et g pour montrer I'identité suivant sous I'hypothése (H) :

1 1
/ dtl/ At 191 — 11)°45(1 — £2)°(t1 — t2)"
0 0

4.87
o /Q)Eiﬂg/QF(g)I‘(l—i-a)I‘(l+a+g/2)F(1 +o)l(1+c+g/2) (4.87)
g T(g/2)T2+a+c+g/2T2+a+c+g)
Ce qui finit la preuve. O
Par 4.44 et 4.58, T(0) = C(aq — 7, a2, a3). En tendant z — 0, on obtient facilement :
Théoréme 9. Sous la condition (H),
3 ~
T(2) =Y X, F(2)P (4.88)
j=1
pour z € C\({0} U [1,00[). Les X; sont donnés par
XI/C(al - 770427043) =1
c | V2| s(a+c+g/2)s(a)s(c)
Xy/C - D 9 =
2/Clen =7 02,08) = 10 5 S e T bt ot g/2)s(a + ¢+ 9)s(b £ 9/2) (4.89)
|N3|? s(a)s(a+ g/2)s(c)s(c+g/2)s(a +c)

X — e
3/Clan =y a2,08) = 10 5 T T T ds(at bt ot 9/2)s(a + o+ 9)s(0)s(b 1 9/2)

Remarque. Cette équation correspond a l’expansion du produit des opérateurs (OPE) dans I’approche
de conformal bootstrap.

Par la remarque importante a la fin de la sous section précédente, on déduit la relation entre 7 et
7:
Théoréme 10. On suppose (H) et
l<y<V2

On a pour z € C\{0, 1},
C(Oé]_ - 770423053)
A2(a+ ¢ b)g)

ot on rappelle la définition 22 de T et les expressions 4.62 pour a,b,c et g :

T(2) =

Z(a,b,c; g;2) (4.90)

I(a, b, C;g;Z) = / d2t1 / d2t2 |t1|2a|t1 — 1|2b|t1 — Z|2C|t2|2a|t2 - 1|2b|t2 - Z|2C|t1 - t2|2g
C C

a:%(—al—kag—kag)—l, b:%(al—ag—kag)—l
2 2
cz—%(a1+a2+a3)+%+1, gz—%
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En conséquence, on peut exprimer les fonctions de corrélation a 4 points avec un champ dégénéré de
poids —

3
HVal Zl —’Z?; o z|—4A,4,|Z1 - 22|2(A12—A,7)|Z1 - z3|2(A13+A,7)’Z2 o 23‘2(A23+A,W)
=1

(4.91)

_ ~ Cloq — 7, a2, a3) _
Yol —1 Y2 ) ) T b.c:a:
ez e S 20 ) g

_ (z=21)(22—23)
avec zZ = EEACENE

Remarque. Pour généraliser a tous les v et «;, il faut prolonger analytiquement Z et de montrer que
cela reste solution réelle de I’équation 4.63. Pour «;, cela est faisable, mais pour 7, on ne sait pas
montrer directement que 7 est analytique en 7.

En corollaire, on obtient une formule sur les GMC :

Corollaire 1.

E ‘w_ZPQ ~ ’YT 721 1%\ d2 _ C(al —7,&2,&3)2(@, b, ¢; g; Z)
[( Yoy — 1|rve2 (I') ( )) ] - B _ _11—\ -1 A b
C ’l" |x ’ ( 7,@1,@2,@3)'}/ (S 7”) 2(a+c7 7g)
(4.92)
avec S, = _T Zl Oéfy et on rappelle l'équation 4.43

in2—1

Bla) = 4 "5 (EY 1 a-20)°

Jusqu’a ici on a vu la résolution pour I’équation BPZ d’ordre (3, 1), la méme procédure (plus facile)

s’applique a l'ordre (2,1). On note
2 2 2
3

a= 7(—a1+a2—|—o¢3)—l—1, bzz(al—ag—kag)—l—l, c= —z(a1+a2+a3)+i+1 (493)
4 8 4 8 4 8
Pour l'ordre 2, les lecteurs trouvent 'OPE dans [19] qui est 1’équivalent du théoréme 9 :

Théoréme 11.
T 3(2) = X_|F ()2 + X4 |Fa (o) (4.94)

avec

1
F_(2)= N_/ dvv®(v —1)°(v — 2)° = N oFi(—¢,—1—a—b—c¢,—a—c;z)

Sltate 1 1 (4.95)
Fi(z) = / dvv®(1 —v)(1 —v2)’ = ——9Fi(=b,1+a,2+a+c2)
Ny Jo Ny
o sont des fonctions hypergéométriques, et
N(-1—a—-b—cl'(1+0b) Fl1+a)l'(1+¢)
N_ = N, = 4.96
I'(—a—¢) ' * I'2+a+r¢) (4.96)
Les coefficients X_, X sont donnés par
2
g N s(a)s(c) g
_ = - = X - = 4.97
C(ay 2,a2,a3), + = N2 S@tbt )s(b)C(al 2,a2,a3) (4.97)
Ici pour ordre 2, G_%(z) = lim,, o0 |23[*0s <V_%(2)Val(0)Va2(l)Va3 (z3)) et
G_z(2) =22 |z — 1] T3 () (4.98)
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On a aussi I'équivalent du théoréme 10, ce que les auteurs de [19] n’ont pas traité :

Théoréme 12. En supposant l’intégrale convergente,

2(A12—A 2(A13+A 'y)

Asg+A
¥z — 2z |y — 2T

—4A
(Vg () [T Ve (z)) =lzs = 21 "3 |21 — 2o
=1

« « Ca -2 a9,
ER RS i 3)/d2t|t|2a|t—1\%!t—212c
Ar(a+c,bg9) Je

(4.99)

Ainsi comme corollaire,

o

2
.
r—z7T 2 ays _ Clon —7/2, a9, a3) [o d*t[t[*]t — 1[*°[t — 2[*
E(/ A a(e) S S, (i) ) = Je A
C |z|"2t )z — 1|2 B(—7/2,01,02,03)y'T' (s — 1, p1) A1(a + ¢, b, g)
(4.100)

Notons qu’il existe des version duales des théorémes dans cette sous-section, qui vient des équations
BPZ duales. On pourra les démontrer en suivant les méme procédures que celles de la section 4.

Concernant ce mémoire, il reste plusieurs problémes ouverts a chercher : BPZ d’ordre (3,1) pour
tout v €]0,2[, BPZ d’ordre (r,1) avec r quelconque, ’'OPE pour un champ dégénéré et N > 3 quel-
conque, 'OPE général, équations du mouvement pour LCFT ( [32]), analycité des fonctions de corré-
lations en z et en +, cas critique v = 2, etc. Les lecteurs curieux peuvent lire [22] pour découvrir la
théorie de Liouville en une revue.
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A Algorithmes matlab pour vérifier la validité des équations BPZ

d’ordre (r,1) (testés pour r allant de 1 & 8)

BSA general.m

% Verification de 1l’equation BPZ cas general pour l’ordre r de 1 a rMax.
rMax = 8;

for rValue = 1:rMax
% r est 1’ordre de 1l’equation
r = rValue;
dict = BSA_dict(r);
x = sym(’x’,[1 rl);
syms g;

% A enregistre toutes les partitions unique a permutation pres dans une
% matrice. Chaque ligne est une partition de r.

A = intpartitions(r);

keys = dict.keys();

lengthKey = length(keys);

% 0On utilise un dictionnaire Q pour enregistrer les polynomes devant

% les Q_q, ou 1l’indice q est represente par une partition (une liste

% des nombres entiers) Le but est de montrer qu’au final les polynomes
% devant chaque Q_q est nul.

Q = containers.Map(keys,zeros(l,lengthKey),’UniformValues’,false);

% Le boucle est la somme sur les partitions et leurs permutations dans
% la definition de 1l’operateur differentiel D~ (r)
for a = 1:1length(A)
partition = cell2mat (A(a));
k = length(partition);
Perm = uniqueperms (partition);
for j = 1l:size(Perm,1)
perm = Perm(j,:);
if k == 1
coefficient = (g~2/4) " (r-1);
else
cumulP = cumsum(perm) ;
cumulP2 = r-cumulP;

coefficient = (g~2/4) " (r-k)/(prod(cumulP(1:k-1))*prod(cumulP2(1:k-1))

);

end
% Iterer pour calculer L_{-n_k}...L_{-n_1}
expr = containers.Map(keys,zeros(1l,lengthKey),’UniformValues’,false);
expr(’0’) = 1;
for i = 1:k

expr = operatorL_general (expr,perm(k+1-i),r,dict);
end

for i = 1:lengthKey
index = char(keys(i));
Q(index) = simplify(Q(index)+coefficient*expr (index));
end
end
end

% Imprimer le resultat.

Qvalue = Q.values();
boolVerification = 1;
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for i =1:lengthKey
if not(isequal (Qvalue (i) ,{0}))
disp(’Erreur’);
break;
end
end
if boolVerification ==
disp(sprintf (’Equation BPZ d’’ordre %d est VRAI!’,r))
end
end

BSA_dict.m

% Creer un dictionnaire qui donne une numerotation des partitions. Par
% exemple ’0°: [] et 212 : [1]1, ’27:[1;1] etc
function dict = BSA_dict(r)
dict = containers.Map();
dict(’0’) = [];
index = 0;
for s = 1:r
A = intpartitions(s);
for a = 1:length(A)
index = index+1;
partition = cell2mat (A(a));
dict (num2str (index)) = partition;
end
end
end
findDict.m
% Trouver un element dans un dictionnaire.
% way = T : trouver ceux qui sont egaux a 1l’element
% way = F : trouver ceux qui ne sont pas egaux a l’element
function indices = findDict(dict,element,way)
elementSort = sort(element);
keys = dict.keys();
values = dict.values();
indices = [];
if way == T’

for i = 1:1length(keys)
if isequal(values (i) ,{elementSort})

indices = [indices, keys(i)];
break
end
end
indices = char(indices);
end
if way == ’F’

for i = 1:length(keys)
if not(isequal(values(i),{elementSort}))
indices = [indices, keys(i)];
end
end
end
end
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operatorL. general.m

hoperatorl represente L_{-n}. Q est une liste des polynomes.

function newQ = operatorL_general(Q,n,r,dict)
x = sym(C’x’,[1 rl);
syms g;
keys = dict.keys();

% Initialisation de newQ

newQ

indices

containers.Map (keys,zeros(1,length(keys)),’UniformValues’,false);

= findDict(Q,0,°F’);

% La suite encode la relation de recurrence de L_{-n}Q_q

for

end

end

1 = 1:length(indices)
index = char(indices(1));
P = Q(index);
newP = 0;
for i = 1:(r-n)
newP = newP+ixx(i+n)*diff(P,x(i));
end
Pl=-x(1:n-1)*fliplr(x(1:n-1)).°+((n-r)*g/2+2x(n-1)/g) *x(n);
newP = newP+Px*xP1;
newQ (index) = newQ(index)+newP;
partition = dict(index);
P = length(partition);
for i = 1:(n-1)
s = findDict (dict,[partition;n-i],’T’);
newQ(s) = newQ(s)+2*xx(i)*P;
s = findDict(dict,[partition;i;n-1i],’T’);
newQ(s) = newQ(s)-P;
for j = 1:p
s = findDict(dict,partition+[zeros(j-1,1);n-i;zeros(p-j,1)1,°T’);
newQ(s) = newQ(s)-g*x(i)*P;
s = findDict(dict,[partition+[zeros(j-1,1);i;zeros(p-j,1)];n-1il1,°T’);
newQ(s) = newQ(s)+g*P;
for k = 1:p
s = findDict (dict,partition+[zeros(j-1,1);i;zeros(p-j,1)]+[zeros(
k-1,1);n-i;zeros(p-k,1)],°T’);
newQ(s) = newQ(s)-g~2/4x%P;
end
end
end
s = findDict(dict,[partition;n],’T’);

newQ(s) = newQ(s)+((r-1)*g/2-2%(n-1)/g)*P;

for

end

j = 1:p
s = findDict(dict,partition+[zeros(j-1,1);n;zeros(p-j,1)]1,°T’);
newQ(s) = newQ(s)+((n-r)*g~2/4+n-1+partition(j))*P;
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Les fonctions intpartitions et uniqueperms sont téléchargés sur le site de mathworks.

intpartitions.m

function cellPart = intpartitions(varargin)

%INTPARTITION performs integer partition, i.e. the partition of of a set
%containing homogenous elements. The function generates a cell array
“containing a list of vectors representing all possible ways

%of partitioning a set containing intIn number of identical elements
%without order awareness. The numerical representation in the

%output describes the partitions as: {[3 1]} = [1 1 1 | 1].

% Example 1: intpartition(4) gives {[1 1 1 1],[1 1 2],[1 3],[2 2],4}
% Example 2: intpartition(10,2) gives {[3,7],[4,6],[5,5],10}

n=varargin{1};
if nargin >= 2
s=varargin{2};
else
s=inf;
end

n = round(mn);
if “isscalar (n)

error (’Invalid input. Input must be a scalar integer’)
end

cellPart={};

a = zeros(n,1);
k = 1;

y =n - 1;
while k "= 0

x = a(k) + 1;

k = k-1;

while 2*x <=y
a(k+1) = x;

y =5y - %5
k =k + 1;
end
1l =%k + 1;

while x <=y
a(k+1) = x;
a(l+1) = y;

if k+2<=s
cellPart (end+1) = {a(l:k + 2)3};
end
x = x + 1;
y=y -1

end
a(k+1) = x + y;
y =x +y - 1;
if k+1<=s
cellPart (end+1) = {a(il:k + 1)};
end
end
end

uniqueperms.m
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function pu = uniqueperms (vec)
% list of all unique permutations of a vector with (possibly) replicate elements

% Example:
% pu = uniqueperms([1 1 1 2 2])
% pu =

% 11122
% 11221
% 11212
% 12121
% 12112
% 12211
% 21121
% 2111 2
% 21211
% 22111

% How many elements in vec?
vec = vec(:); % make it always a column vector
n = length(vec);

% how many unique elements in vec?
uvec = unique(vec);
nu = length(uvec);

% any special cases?
if isempty(vec)

pu = []1;
elseif nu == 1
% there was only one unique element, possibly replicated.
pu = vec’;
elseif n == nu
% all the elements are unique. Just call perms
pu = perms(vec);
else

% 2 or more elements, at least one rep
pu = cell(nu,l);

for i = 1:nu
v = vec;
ind = find(v==uvec(i),1,’first’);
v(ind) = [];
temp = uniqueperms(v);
pu{i} = [repmat(uvec(i),size(temp,1),1),temp]l;
end
pu = cell2mat (pu);
end
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