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Nous avons montré en cours la convergence de la loi empirique des valeurs
propres d’une matrice du GUE vers la loi du demi-cercle. Cet article vise a
étudier les fluctuations de cette convergence. Il redémontre par une méthode
différente basée sur le calcul stochastique libre (matriciel) un résultat de fluc-
tuation sur le GUE de [Joh98], et étend ce résultat au produit de deux matrices
du GUE non commutatives (matrices de Wishart) qui tend vers une loi de
Pastur-Marchenko.

Si Hy(1) désigne une matrice de Wigner hermitienne, nous avons montré

dans le cours que
n_ 1y
~(N
converge ps vers la loi du demi-cercle centrée
o(dx) := i(4 - |x2|)1/2da:
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Définition. On définit le mouvement brownien hermitien comme le proces-
sus matriciel (Hy(t))icr+ sur le sous-espace des matrices hermitiennes de di-
mension N dont les entrées sont des mouvements browniens complexes vérifiant

_t/\s

E[HY (0 HY(9) = 7010

A Tinstant 1, on retrouve la matrice de Wigner complexe.
On note try la trace normalisée 3;tr et ﬂ,gN) la mesure spectrale de Hy (t).

Si (/\gN)(t), s )\%V) (t)) désigne la famille des valeurs propres de Hy(t), on a :
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Théoréme 1. Soient (T,(x,t))n>0 les polynomes de degré n en x, définis par
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Alors le processus
(Ntrn (Ty(HN (8), 1)), oo Ntrn (T (Hn (1), 1)))e>0

converge vers (%Bl(t),...,@ﬁn(t"))tzo en loi, les B; étant des mouvements
browniens indépendants.

On définit la loi du demi-cercle centrée de variance t par

1
o(dr) = 57 4t — x21[72ﬁ’2\/ﬂd1‘

Corollaire. Soit f une fonction polynéme centrée pour la loi du demi-cercle oy.
Alors NﬂgN)(f) converge en loi, quand N tend vers linfini vers une variable

gaussienne centrée de variance

i/ (f(”“"iiif(y))g T @)

Soit N lopérateur de mombre sur LQ(ijiT)’ qui multiplie par n le n®me

~ N dx I . . oA
polynome orthogonal associé a la mesure smvi—gz La variance peut aussi étre

exprimée sous la forme %ff(x)(./\/'f)(z)le_(tia;)
Le calcul stochastique sur les matrices se définit de facon naturelle a partir

du calcul stochastique classique, en considérant chacune des entrées (i,75) des
matrices. L’intégrale de P(s) ® Q(s) contre Hy est définie par

t N t
| P oaezitne = [ 3 [ pueas o) )
0 k=170 I<ij<N

On montre alors la formule d’intégration par parties suivante :
/0 t A(s) ® B(s)tdHy (s) /0 t C(s) ® D(s)idHn(s)
- /0 t (A(s) ® {B(s) /0 S(C(u) ® D(u)ﬁdHN(u)D fdHn(s)
N /Ot (US(A@ ® B(u)ﬁdHN(u)C(s)} ® D(s)) $dH y (s)

0
+ / A(s)trn (B(s)C(s))D(s)ds
0

11 suffit de décomposer en chaque terme (4, 5) en utilisant et d’appliquer le
calcul stochastique classique. De méme on obtient facilement,

(trn (AdHy (1)), tra (BdHy (1)) = %trN(AB)dt @)

Puisqu’il s’agit d’étendre la formule d’Ité6 au cadre matriciel, on définit des
analogues non linéaires de la dérivation et du laplacien.
Dy:C[X] — C[X]®C[X]
n—1
X" — Z X'® anlfi
i=0



Lo:C[X] — C[X]®C[X]

X" — Xl X

Formule d’It6 pour Hy pour toute fonction polynomiale f aux coefficients
bornés, contintiment dérivable et de dérivée bornée en temps,

F(Hx(0).8) = F(H,(0),0) + /0 Dof (Hn(s), Hy (s): s)4dHn (s)

+/t 85(HN(S),S)d8+/t(IdN®trN) o (Lof)(Hn(s),Hn(s);s)ds
0 0

La preuve s’obtient a partir de la formule d’intégration par parties par récurrence.
De méme, on obtient & partir de la formule suivante qui sera utilisée dans la

suite. Pour tous f, g polynomiales, le crochet des semi-martingales try f(Hy (t), t)
et tryg(Hn(t),t) est égal a

1 t
(traf(Hy, ), trng(Hy, )i = ﬁ/ try (02 f (Hn(s), 5)0x9(Hn(s), 5))ds (3)
0
Les polynémes de Tchebycheff
Les polynémes de Tchebycheff du deuxieme ordre peuvent étre définis via
leur série génératrice :

o0

" 1

n=0

On en déduit les propriétés suivantes :

Sn )t = tn/QSn ial

(@.1) (D
_ sin(n+1)0

Sn(QCOSH,].) = SlT

Ce sont les polynémes orthogonaux associés aux mesures ;. On en déduit les
égalités :
ow(z,t,\) = —A0%(x,t,\)
Lov(z,y,t; ) N20® (b, No(y, £ A)
or(v(t:A) = 1

d’ou l'on tire I’égalité importante suivante :
Ot Sn(x,t) + 0¢(LoSp)(z, 5t) =0

Les polynémes de Tchebycheff du premier ordre sont proches de ceux du
second ordre et définis par la série génératrice suivante :
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On obtient facilement :
T
Cp(z,t) = tn/an(%, 1)

Cpn(2cos6,1) = cos(nb)
0:Cp(z,t) = nSp_1(z,t)

Les polynoémes C), sont orthogonaux pour la loi de 'arcsinus

dx 1 _ toy(dx)
omy/at — a2 T2VERVI T 4p g2

Par ailleurs, ils sont centrés pour la mesure semi-criculaire, sauf pour n = 0, 2.
C’est pourquoi, on modifie légérement leur série génératrice pour définir les
polynémes T,, qui eux sont centrés pour o;. La série génératrice des T,, donnée
dans le théoréme [I] est :

1—- XL Nt 1= 2%

-1

u(@, ) =D M@ t) = st t 5 1=

n>0

(v(z,t; \)—v(0,0; X))

A partir de ces définitions et de ces quelques propriétés des polyndémes de
Tchebycheff, on obtient le lemme suivant qui nous servira pour démontrer le
théoreme principal :

Lemme 1. Pour tousn € Nx et x € R, on a l’égalité :
O't(L()Tn(J?, ,t) + LQTn(,Z',t)) + 8,5Tn($,t) =0 ® O't(LoTn(., ,t))

Le théoreme de Wigner dit que (E[try(H?Y (¢))])pen converge vers les mo-
ments de o;. La convergence p.s. a été démontrée peu apres. Ici, on a besoin
d’une convergence pour tous les moments, d’ou vient la définition suivante.

Définition. Soit (M) une suite de matrices aléatoires, p une loi réelle. On dit

que My converge dans L™ (= NgenL?) vers p si

Vk €N, try(ME) ;il (z%)
— 00

Lemme 2. Hy(t) converge dans L™~ wvers o uniformément pour t € [0,T].

Preuve. 1 suffit de considérer £ > 1. On note M ](\;c ) la partie martingale de
try (HY), elle est nulle en 0. Soit m € N, par

m

k2 t
E)vm _
(M = (1\,2/ try (Hy 2(8))d8)
0
AN m(2k—2) ds
<(5s) [ o2 s

ou on a utilisé deux fois Jensen dans I'inégalité précédente. Alors,

ds

E(MA)7) < (fvt )m / s DRy (Hy 2 (1))



Or E[try (HK;(%*Q) (1)) e o (x™2k=2)) "elle est donc bornée. Par conséquant,
—o0

(M ](f )>t converge dans L™ vers 0 uniformément en ¢ € [0, T], pour tout m. On

déduit a l'aide des inégalités de B.D.G. que supy<,<r Ml(f) (t) converge dans
L~ vers 0. Grace a la formule d’Ito,

k—1 .t
e (R (0) = M (0)+ 5 3 [ e (3 0) b (0 0) s
=1

L>=7 . )
— 0 = o¢(z) uniformément. Pour passer
N—o00

Cas k =1: try(Hy(t)) = M (1)

de <k —1a k, on remarque que
53Cn si n pair
0@ =4 e
0 si n impair

avec (Cp)pen les nombres de Catalan. Alors la partie & variations finies converge
dans L°°~ vers o (x*) uniformément. On conclut par récurrence que try (H%(t))
converge dans L~ vers o;(z*) uniformément pour ¢ € [0, T]. O

Remarque. Du calcul précédent, il ressort que N supg<;<p M J(\f )(t) est bornée
dans L.

Désormais, on note X\ (t) = N try (T, (Hy (1), 1)). On décompose X (t)
en MJ(\;L)(t) + Ag\?)(t) ou MI(\;L) (t) est la partie martingale et Ag\?)(t) la partie
a variations finies. On a supg<;<r M](\?)(t) bornée dans L*°~ par la remarque

précédente.
On commence par contrdler la partie a variations finies.

Lemme 3. Ag\?) (t) tend vers 0 dans L~ uniformément pour t € [0,T].

Preuve. D’aprés le lemme 1, Ag\?) (t) vaut

t
N/ (trN Rtry (LOTn(s)(HN(s), HN(S))) — 05 Qtry (LoTn(s)(-7 HN(S)))
0
~ trn @0 (LoTu()(H(s), ) + 04 © 04 (LoTu(s) () ) ds
On décompose le polynéme
LoT,(s)(z,y) — 05 (LOTn(s)(-, y)) — 0, (LOTn(S)(x, )) +0s Qo0 (L()Tn(s)(~, ))
dans la base (T;(z, 5)T;(y, ), ;>
n—2
> ol ()T, )Ty (. 5)
ij=1
avec O‘EZ‘) des fonctions continues , indépendantes de N. Alors,

n—2 +
n n 1 n % 1
X0 =P 0+ 5 3 [ ol exQ6x0 ) ds

i,j=1



Comme supy<,;<p M J(\;L ) (t) bornée dans L>°~, on déduit par récurrence sur n que
SUPg<i<T X](\?) (t) est bornée dans L*°~. Enfin on conclut griace au facteur %

que SuPg<i<r Ag\?) (t) tend vers 0 dans L>~. O

Ensuite on traite la partie martingale.

Lo~

Lemme 4. (M, M), o Sn,m ™ uniformément pour t € [0,T].

Preuve. Pour A\, i dans un voisinage compact approprié de zéro, on calcule a
l’aide des séries formelles

Z)‘nM WS MGy = N (e (u(Ha, 5 0) st (u(Ha -5 0))e

:/O try (Opu(HN(S), 83 A), Opu(HnN(S), s; 1)) ds

L°° ¢

— | 05 (0zu(-,s;N), 0zul(-, s; 1)) ds
0
Aut = nt”
o~ 2 1 "

pour la convergence on a utilisé le lemme 2, et elle est uniforme pour ¢ et pour

11, \. Le reste c’est de vérifier la convergence des (M, M), et d’identifier
terme par terme. O

On admet le théoreme de Knight asymptotique, qui ressemble au théoreme
de Dubins-Schwarz pour dimension 1. Voir [RY13] chap XIII théoréme (2.3)
pour les détails.

Théoréme 2 (Knight asymptotique). Soient (M](\;))f:1 une suite de k-uplets de
martingales locales continues nulles en zéro telles que <M](\;)>Do = 00 pour tous
N,i. On pose

™ (1) = inf{s, (M) >t} et BY = MY (ry)
Si pour tous t, m # n, on a en probabilité,

lim (M, M) o, = lim (M"Y, M) -0

)
N—o0 N @ ) N—o0 1(\7 (t)

alors ( @ ))l 1 converge en loi vers un mouvement brownien de dimension k.

Preuve (théoréme . Par le lemme 3, il suffit de traiter la partie martingale.
On conserve les notations du théoreme de Knight. On a

] <P(r{(t) > T) + E[ sup (MG, M{),]

E[1 A <MJ(\fm)’MJ(\7)>n(v")(t) 0<s<T,

Comme <M1(\}n)>7'1(\1”>(t) converge dans L*°~ vers la fonction ¢ — %n, on peut

choisir T; de sorte que IP’((M](\?)M; < t) tend vers 0, donc le premier terme
tend vers 0. Ty étant fixé, le deuxieme terme tend aussi vers 0 par le lemme 4.



On a donc (MZ(Vm), M](\?)>T<n)(t) converge vers 0 en probabilité, le théoréme de
N

Knight dit que (51(\?) k_, converge en loi vers (8())%_, mouvement brownien de

dimension k.
On pose A (1) = /2800 o ) du 1 4 mont (¢
pose hy’(t) = a1, et la preuve du lemme 4 montre que hy’ (1)

converge vers la fonction h("™ (t) = gt% uniformément pour ¢t € [0, 7] (en fait
on a intégré la convergence pour la dérivée). Or,

M0 = [ 10)a )

0

= [0 - n ) as ) + [ n6) a0
0

0

Comme fot(hgf,l)(s) — h(™(s))?ds converge dans L=~ vers 0 uniformément, on

conclut par les inégalités de B.D.G. que (M](\?)(t), e 7M](\;L) (t))o<t<T converge
en loi vers

(/0' B0 (s) dBN(s), - - /0 W)

qui est égal en loi & (28M(¢), -, @5(”)@))0967,. O

Preuve (Corollaire du théoréme [1). Comme f est centrée, on a

x) = Zapr(x 1
p=1

Par le théoréme appliqué at=1Nj N( 1) converge vers une variable gaussienne

de variance Y »_, Fa2, qui est égal & § [ f(x)(Nf)(x )Z(d;). La vérification est
basée sur l'orthogonalité des Cp(x, 1) (Tchebycheﬁ du premier ordre) pour la loi
o(dx

oldn), 0
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