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Rappels

Si Hn(1) désigne une matrice de Wigner hermitienne, nous avons
montré dans le cours que

m_ 15
=N ; )
converge ps vers la loi du demi-cercle centrée

1 1/2
o(dx) = 5 (4 - x2)Y/ % dx

N(O,D)r N(0,1)¢
N(0,1)c N(0,1)r
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Rappels

Démo ? Par ex par la méthode des moments.

A(N N
A0 = [rdpl” = SutHg)
On aimerait étudier :

%tr(H,’\‘,(l)) =: try(Hpy(1))
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Idée

Fait : N(0,1) est une loi infiniment divisible.
Equivalence entre processus de Lévy et loi infiniment divisible.
= Mouvement brownien.

P11 %(ﬁlg +iB12)

Hy(t) = \% I5(Br2 — By ,) B2

Bij mouvements browniens indépendants
On définit la loi du demi-cercle centrée de variance t par

1 —
O't(dX) = % 4t — X21[_2\/E72ﬁ]dx
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Calcul stochastique

Calcul stochastique ?

N t
/ A(s) ® B(s)4dH(s) (Z/ ai k(s) by j(s)dHK ! (s ))
ki=1"" 1<ij<N

Voir :
/ AdH(s)Bs = / (As @ By)tdHn(s)
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Formule d'intégration par parties

/A ® B(s)idHn(s /C D(s)8dHn(s)

/o< { /(C”)®D )édHn(u DﬁdHN
(o] s

+/ s)trn(B(s)C(s))D(s)ds

cf d(AB) = AdB + BdA + d(A, B)
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Formule d'It6

Extension au non-commutatif.
Dérivation classique.

Do:CIX] — CIX]®ClX]
n—1
X" — le ® Xn—l—i
i=0

Laplacien.
Ly:CIX] — C[X]®C[X]
n—1

X" = D iXThe XM
i=0
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Formule d'It6

k—1
Xk _yk — (X _y) leyk—l—l
i=0

Donc, si f = Xk,
ot = 110
De méme
Lof(x,y) = Xiy(af(x)_f(x)_f(”) - /01 0% f (ux+(1—u)y) udu

X—y
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Formule d'It6

f fonction polynomiale CE([0, 1], C[X]).
f(Hn(t), t) = f(HA(0),0) + /Ot Dof (Hn(s), Hn(s); s)tdHn(s)

—i—/tas(HN(s),s)ds—l—/t(ldN®trN)o(LOf)(HN(s),HN(s);s)ds
0 0
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Une formule utile

(trn(AdHn(£)), tra(BdH(t))) = %trN(AB)dt

Crochet des semi-martingales tryf(Hy(t), t) et tryg(Hn(t), t) :

(trnf (Hiv, ), trvg(Hi, e = % /OttrN(&(f(HN(s),s)&xg(HN(s),s))ds
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et maintenant?

Ntry Tn(HN(t), t) = Ntry Tn(Hn(O), O) +
/0 " Neew Do Ta( Hi(s), Hi(s): s)idHn(s)

t
n / Nernds To(Hn(s), s)ds +
0

/Ot(NtrN ®try) o (Lo Th)(Hn(s), Hn(s); s)ds
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Polynomes de Tchebycheff

Taper Polynéme de Tchebychev sur google. Pour aller vite, pour le

second ordre :
1
v 62) = Z” 8 = T —w

On en déduit les propriétés suivantes :

Sibet) = 1S,
sin(n+1)0
sin 6
Ce sont les polynémes orthogonaux associés aux mesures o;. On

en déduit les égalités :
Oev(x, t,)) = —Av3(x,t,\)
Lov(x,y,t;A) = A2(x,t,\)v(y, t; )
or(v(, ;) = 1
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Sp(2cosh,1) =



Polynomes de Tchebycheff

D'ou :
0:Sn(x, t) + ot(LoSn)(x,.;t) =0
De méme, polynomes du premier ordre.

Orthogonaux pour la loi de I'arcsinus

dx 1 _ tog(dx)
2TV At — x? [F2veavi] = gy 2

centrés pour mesure semi-circulaire. (sauf n =0, 2).
On les note T,.

Proposition

Ut(LO Tn(X7 o9 t) + LO Tn('a X, t)) +at Tn(Xa t) =0t ®Ut(L0 Tn('7 o9 t))

Tunan Zhu et Nicolas Brosse Fluctuations de la loi empirique de grandes matrices aléatoires -



Théoreme

Theoréeme

Soient (Tph(x,t))n>0 les polynémes de degré n en x, définis par
1-2% At
nT, =~ "2 47t g
2 Xl ) = e i+
n>0

Alors le processus
(Ntrn(Ta(Hn(t), t)), s Ntrn(Ta(H(t), t)))e>0

converge vers (%ﬁl(t), s ?,@n(t"))tzo en loi, les [3; étant des
mouvements browniens indépendants.
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Formules magiques

1.Formule d’lto explicite

f(Hn(t),t) = f(Hn(0),0) + t Dof (Hn(s), Hn(s); s)tdHn(s)
0

+/t85f(HN(s),s)ds—|—/t(ldN @ tr) o (Lof)(Hu(s), Hu(s): s)ds
0 0

2.Formule explicite pour le crochet

(trnf(Hn, ), trvg(His ) e =

% /OftrN(aXf(HN(s),s)axg(Hms),s))ds
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martinga

Définition

(Mp) une suite de matrices aléatoires, i une loi réelle. On dit que
My converge dans L7 (= Ngenl?) vers i si

Lo>°—
vk €N, try(My) — pu(x¥)
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martinga

Définition
(Mp) une suite de matrices aléatoires, i une loi réelle. On dit que
My converge dans L7 (= Ngenl?) vers i si

Lo>°—
vk €N, try(My) — pu(x¥)

Hn(t) converge dans L~ vers oy uniformément pour t € [0, T].
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Hn(t) converge dans L~ vers oy uniformément pour t € [0, T].

Preuve

k > 1, notons /\/I,(Vk) la partie martingale de try(HY)
La formule 2 (Crochet) =

m

(K)\m Kt 2k—2
MYT = (5 [ ten(HE3(s)) ds

Jensen [ k2t Mot m(2k—2) ds
() | e 2
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Hn(t) converge dans L~ vers oy uniformément pour t € [0, T].

Preuve

k > 1, notons /\/I,(Vk) la partie martingale de try(HY)
La formule 2 (Crochet) =

2 t i
(M = (Z | tw(Hﬁk-Z(s»ds)

Jensen [ k2t Mot m(2k—2) ds
2 () [ e %

. K2\ ot {2k ds
]EKMI(Vk))t] < <I\I2> /0 s (k 1)]E[tI’N(HN(2k 2)(1))]T
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Hn(t) converge dans L~ vers oy uniformément pour t € [0, T].

Preuve

k > 1, notons /\/I,(Vk) la partie martingale de try(HY)
La formule 2 (Crochet) =

2 t i
(M = (Z | tw(Hﬁk-Z(s»ds)

Jensen [ k2t Mot m(2k—2) ds
2 () [ e %

. K2\ ot {2k ds
]EKMI(Vk))t] < <I\I2> /0 s (k 1)]E[tI’N(HN(2k 2)(1))]T

Or

Eftry(Hy * 2 (1)) — o(x"??)
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martinga

Hn(t) converge dans L~ vers oy uniformément pour t € [0, T].

Donc E[(M,(\,k)>’t”] — 0 uniformément pour t € [0, T].
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Hn(t) converge dans L~ vers oy uniformément pour t € [0, T].

Donc E[(l\/l,(vk)>’t”] — 0 uniformément pour t € [0, T].

Les inégalités de B.D.G.

M martingale locale nulle en 0. p > 0 réel. Il existe deux
constantes c¢,, C, > 0 tels que pour tout temps d'arrét T,,

GE[(M)E] < E[(M5,)°] < GE[(M)% ]
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Hn(t) converge dans L~ vers oy uniformément pour t € [0, T].

Donc E[(l\/l,(vk)>’t”] — 0 uniformément pour t € [0, T].

Les inégalités de B.D.G.

M martingale locale nulle en 0. p > 0 réel. Il existe deux
constantes c¢,, C, > 0 tels que pour tout temps d'arrét T,,

GE[(M)E] < E[(M5,)°] < GE[(M)% ]

D’'ou .
E[ sup (M{)())2] =0
o<t<T
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Hn(t) converge dans L*°~ vers o uniformément pour t € [0, T].

E[ sup_(M{(t))?] =0
o<t<T

La formule 1 (Ito) =

. P . _
(M) = M (045 3 [ ten(Hig () (g (5)) s
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Hn(t) converge dans L*°~ vers o uniformément pour t € [0, T].

E[ sup_(M{(t))?] =0
o<t<T

La formule 1 (Ito) =

k k_l t i .
e (HE() = M (0)1 5 2 [ (i ) (i () ds
i=1

Par récurrence sur k, try(Hf(t)) converge dans L~ vers o¢(x¥)
uniformément pour t € [0, T]. O

v
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Hn(t) converge dans L*°~ vers o uniformément pour t € [0, T].

E[ sup_(M{(t))?] =0
o<t<T

La formule 1 (Ito) =

k k_l t i .
e (HE() = M (0)1 5 2 [ (i ) (i () ds
i=1

Par récurrence sur k, try(Hf(t)) converge dans L~ vers o¢(x¥)
uniformément pour t € [0, T]. O

Remarque

—~
~
N

Nsupg<i<t /VINk (t) est bornée dans L~

v
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie marting;

Désormais,
X (8) = Ntrw(Ta(Hu(2), 1))
= M0 + AP(D)

M,(V")(t) : la partie martingale.
Ag\';)(t) : la partie a variations finies.

On a supg<i<T I\/I,(V")(t) bornée dans L°°~ par la remarque.
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martinga

Désormais,
X (8) = Ntrw(Ta(Hu(2), 1))
= M0 + AP(D)

M,(V")(t) : la partie martingale.
Ag\';)(t) : la partie a variations finies.

On a supg<i<T I\/I,(V")(t) bornée dans L°°~ par la remarque.

But :

Bn(t"))o<t<T

A
&

—

ol
S

(X)X (osT 2 (5A1()s
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Preuve des résultats de fluctuations g e Partie a variations finies Partie marting

A%’) (t) tend vers 0 dans L>°~ uniformément pour t € [0, T].
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Lemme

A%’)(t) tend vers 0 dans L*°~ uniformément pour t € [0, T].

Preuve (heuristique)

La formule 1 (Ito) =

A (1) / Nt (0s To(Hn(s), s)) ds
+ /0 Ntry @ try (Lo Ta(s)(Hu(s), Hu(s)) ds

t
= N [ (@0:To) + i © M (LoT,)) ds
0
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

lomme

A%’)(t) tend vers 0 dans L*°~ uniformément pour t € [0, T].

Preuve (heuristique)

La formule 1 (Ito) =

A (1) / Nt (0s To(Hn(s), s)) ds
4 / Ntrn ® trv (Lo To(s)(Hi(s), Hu(s)) ds
0
t
= N [ (@0:To) + i © M (LoT,)) ds
0

Or
A = o+

A(N ; ,
avec &™) une mesure pontuelle centrée de |'ordre O(%)
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Lemme

A%’)(t) tend vers 0 dans L>°~ uniformément pour t € [0, T].

0= [ (G @ A (LoT) + A(A.T,)) ds
_ N/o 05 @ 05(LoTa) + o5(05 T)

N @ (Lo Ty) + 05 @ EM(Lo T,) + EM(85T,) + 0(%)) ds

v
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Lemme

A%’)(t) tend vers 0 dans L>°~ uniformément pour t € [0, T].

0= [ (G @ A (LoT) + A(A.T,)) ds
_ N/o 05 @ 05(LoTa) + o5(05 T)

N @ (Lo Ty) + 05 @ EM(Lo T,) + EM(85T,) + 0(%)) ds

Or
0s @ 0s(LoTp) + 0s(0sTp) =0
ld®os(LoTy) +0s @ Id(Lo Ty) + Os T, = cste
Donc A (t) = o(1). O

v
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Preuve des résultats de fluctuations g ar ons finies Partie martingale

<M,(Vm) M(n)> % On,m ™" uniformément pour t € [0, T].
—00
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Preuve des résultats de fluctuations g g > Partie a variations finies Partie martingale

Lemme

<M,(Vm) M(n)> % On,m ™ uniformément pour t € [0, T].
—00

A
Preuve

Pour A, u dans un voisinage compact approprié de zéro,
> NMG, S M)
Z)\"NtrN(T (Hn(t), t)), Z,u”NtrN 2(Hn(t), 1))

= N2<trN (u(Hn, i A)) , tru (U(HN, )
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

<Ml(\lm)7 MI(Vn)>t % On,m ™" uniformément pour t € [0, T].
—00

CAM S M),
= N?(try (u(Hp, - N)  tr (u(Hp, - 1)) e

Par la formule 2 (Crochet)

_ /ottr,v (Beus(Hu(s), 5: A, Beus(Hn(s), i 1)) ds
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Lemme

<M,(Vm), M,(V")>t Al;ii Sn,m ™~ uniformément pour t € [0, T].
— 00

OAME S M)

_ /ottrN () 50 Bl (S, 5 )
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Lemme

<M,(Vm), M,(V")>t Al;i: Sn,m ™~ uniformément pour t € [0, T].
— 00

SoAMG ST M)
_ /ottrN () 50 Bl (S, 5 )

Comme Hp(t) converge dans L>~ vers oy,
Lo 1
— [ os(Oxu(-,s; N\), Oxu(-,s; 1)) ds
0

Aut = nt N
= ——— = P D
4(1 — \ut)? 2 ()
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Theoreme (Knight asymptotique)

(M,(\;)),’-‘:1 une suite de k-uplets de martingales locales continues

(i)

nulles en zéro telles que (Mp)o = 00 pour tous N,i. On pose
(6 = infls, (MP)s > 6} et B = MP(7)
Si pour tous t, m # n, on a en probabilité,

(MY, M) oy = lim (M, M) ) =0

lim I
N—oo N (t) N—o0 T/(\/n)(t)

alors (ﬁf\;))f‘zl converge en loi vers un mouvement brownien de
dimension k.
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Theoreme (Knight asymptotique)

(M,(\;)),’-‘:1 une suite de k-uplets de martingales locales continues

(i)

nulles en zéro telles que (Mp)o = 00 pour tous N,i. On pose
(6 = infls, (MP)s > 6} et B = MP(7)
Si pour tous t, m # n, on a en probabilité,

(MY M) oy = Jim (M, M)

(m ) = im_ 0 (e)

=0

lim
N—oo

alors (ﬁf\;))f‘zl converge en loi vers un mouvement brownien de
dimension k.

Le théoréeme permet de démontrer

(R0, M Oozecr D G, - 5 Al osesr O
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Preuve des résultats de fluctuations g g > Partie a variations finies Partie martingale

Theoréme (démontré)

(Ntrn(Ti(Hn(t), t)), - Ntrn(Ta(Hn(t), t)))ecio, 7
D 2 B(t), s L Bl st

ou autrement écrit,

Vn

) 75n(tn))te[o,T]

(VA (T), . NA(T) D ), -
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Preuve des résultats de fluctuations g > > a variations finies Partie martingale

Corollaire

. . a p A(N
Soit f une fonction polynéme centrée pour o. Alors N,ug )(f)
converge en loi vers une variable gaussienne centrée de variance

3 [owne %)

4 — x2

avec N I'opérateur de nombre sur L2(Z(_d;2) ).
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Preuve des résultats de fluctuations Convergence Partie a variations finies Partie martingale

Corollaire

. . a p A(N
Soit f une fonction polynéme centrée pour o. Alors N,ug )(f)
converge en loi vers une variable gaussienne centrée de variance

3 [owne %)

4 — x2

avec N I'opérateur de nombre sur L2(Z(_d;2) ).

Preuve

Comme f est centrée,
f(x) = Z apTp(x,1)
p=1

Le théoréeme appliqué a t =1 = N/fLEN)(f) converge vers une

variable gaussienne de variance 3°7_; %a%. Ol
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