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Theoréme 1 (Kaufman). Soit (B(t)):>o un mouvement brownien de dimension
d > 2, alors p.s. VA C [0,00), dim B(A) =2dim A

Le théoréme vu au cours dit que si on fixe un fermé A, on a p.s. le doublement
de dimension. Or le travail pour échanger V et p.s. est souvent difficile, voire
impossible dans certains cas. Par exemple, pour U ~ Unif(0,1), on a V& €
[0,1], p.s. U # x, mais bien entendu pas p.s. Va € [0,1], U # .

Dans la suite, on va d’abord introduire certains résultats du mouvement
brownien, ensuite on montrera le théoréme pour dimension d > 3, et de facon
simailaire pour d = 2. On établira aussi une version du théoréme de Kaufman
pour dimension d = 1. Enfin, on donnera une application.

Propriété (Markov fort). (B(t))>0 un mouvement brownien avec filtration
(Fi)i>0 de dimension d > 1. Soit T' un temps d’arrét tel que P(T' < o0) > 0.
On pose Vt > 0, Br(t) = 1r<oo(B(T +t) — B(T)). Alors sous P(- | T < o0),
(B(t))t>0 est un mouvement brownien indépendant de Fr.

Theoréme 2. (B(t)):>o un mouvement brownien de dimension d > 1 partant
dexc A:={yeR?: r <|y| <R}, avec 0 < r < R < oo. On note pour s > 0,
T, = inf{t > 0, |B(t)| = s}. Alors
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On tend R vers oo et on obtient le corollaire suivant :

Corollaire. Soient r > 0 et z ¢ B(0,r). Alors
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Preuve. On pose pour z différent de 0 :

|| d=1
u(z) =< loglz| d=2
|z|>~4 d>3

Pour un A défini dans le théoréme, u est une fonction harmonique sur A et
continue sur A. Avec une connaissance sur les intégrales stochastiques (formule



d’Tto notamment), c’est un raisonnement classique que (u(B(t A T')))¢>0, Ol
T = T, N Tg, est une martingale locale bornée, donc une vraie martingale
uniformément intégrable. Voir [2] pour ceux qui sont curieux. Par le théoréme
d’arrét, on a

u(z) = Ey[u(B(T))] (%)

Pour obtenir (), on a choisi dans l’exposé une approche par le probléme de
Dirichlet pour contourner l'intégrale stochastique, voir [1] theorem 3.12.

Avec (x), en posant p = P, (T, > Tg), on a u(z) = (1 —p)u(r) + pu(R) et
on résoud p. O

On reviens au théoréme 1 et on traite d’abord le cas d > 3.

Lemme 1. (B(t)):>0 un mouvement brownien de dimension d > 3. On prend
Q C R? un cube centré en 2 de diamétre . On définit
2 =inf{t >0: B(t) € Q}
e, =imf{t>72 +02: B(t)eQ}  Vk>1

Alors 30 = 0(d) € (0,1) : Vz € R, Vn e N, P,(72,, < 00) < 6™

n

Preuve. Il suffit de trouver 6 tel que
VzeR% VkeEN, P(rl, =co| 70 <o0)>1—0
On peut supposer que £ = 0. On a

Pz(TkQH =00 | T]? < 00) > PZ(TI?+1 = oo, |B(7'kQ +r3) > 7',? < 00)

(1) ~
2 E.[Py,0) (7 = o0, |B(r?)| > 1)

> inf P,(rf = o0, |BO)| > 1)
> inf P, (1% = B(r? inf P, (|B(r?
> inf y(T3° =00 | |B(r )|>r)y1€naQ y(|B(r=)] > )

Pour (1) on a utilise Markov fort, et B := B_q est un mouvement brownien
k

partant de B (7',22 ), indépendant de ]:T;?' Ensuite, en remarquant que Q) est inclus
dans la boule B(0, ), on a

- 3 3
. 2 > _ — _
yle%fQ]P’yﬂB(r )| > 1) >P(jrNg| > 27‘) P(|Ng| > 2) >0

ou Ny est une variable aléatoire gaussienne centrée de dimension d de matrice
de covariance I;. Ensuite, par Markov fort, on a

5 1
; Q _ _ _ d—
yler}anPy(TQ =oo | |B(rH)| > 1) > Py, (Tx = o00) =1 — (5) 25
ol Yo est un point quelconque sur 9B(0,r), et on a utilisé le corollaire. O



Lemme 2. On note C,, 'ensemble des cubes dyadiques de coté 2™ (m € N*)
dans [—3, ]9 Alors, p.s. 3C = C(w) €N: Vm > 1, VQ € G, TSCH = o0.

Preuve. Soit ¢ € N* tel que 296¢ < 1.
lemme

Z Z IP’z(Tfan <o) < ' Z #|C, 0™ = Z(Qdecyn < o0

m>1Q€eC,, m>1 m>1
Par Borel-Cantelli, on a

Ywe NN, IM = M(w) e N*: Ym > M, VQ € Cp,, TCQmH:oo

ol N est un ensemble négligeable. Or par lemme 1, P, (3% : T]?m+1 =o00) =1,
et ainsi P,(Vm > 1, VQ € C,,, Ik : T]?m+1 = o0) = 1, ce qui nous donne
un ensemble négligeable N’'. On prend un w € Q\(N U N'), et on définit C
comme le max de ¢ et des k (il y en a un nombre fini), et on a Vm > 1, VQ €
Ch, Tfic 41 =00 O
Preuve (théoréme de Kaufman d > 3). On fixe @ < 1. p.s. (B(t))i>0 est
a—Holdérien sur tout I'intervalle [0, N] avec N entier naturel. Alors dim(B(AN
[0,N])) < L dim(AN[0,N]). On tend N — oo et a — 1 (avec une suite) et on
a 'inégalité inférieure.
Pour l'inégalité supérieure, il suffit de démontrer :

p.s. YN €N, VS C [-N,N]4, dim S > 2dim B~*(S)
et on l'applique & B(A) N [N, N]. Or, on remarque que pour un a > 0,
dim(aS) = dim S
2dim B~ (aS) = 2dim{s : B(s) € aS} = 2dim{a?t : 2B(a2t) €S}
= 2dim(a?B~Y(S)) = 2dim B~Y(S)
oi B(-) = 1B(a*:) est un mouvement brownien. Donc il suffit de démontrer :

p.s. VS C [f%, %]d, dim S > 2dim B~*(S)
Pour cela, on prend un w tel que lemme 2 soit vrai. On prend S C [—%, %]d.
Soient 8 > dim S et 6 > 0.

Pour un € > 0, il existe un d—recouvrement de S par des cubes {Q;, j €
N} € Up>1Cp et tel que > oy Nm(\/gQ’m)B < ¢, avec N, le nombre de
Q; dans Cp,. Le lemme 2 impli_que que B71(S) admet un §%—recouvrement
qui consiste, pour m allant de 1 a co et j allant de 1 & oo, des intervalles

[Tle,Tle +7r?, [Tgil,rgil +72]. Ici r? = d272™ Soit v > 3, on calcule :
Z CmN,,(r?)? < C sup{m(vVd2~™)"~#} Z N (Vd2=™)#
m>1 m21 m>1
< Ce sup {m(Vd2=™)7=%}
m>1



ceci étant vrai pour tout d et e, donc dim B~1(S) < %7, et on tend (3, 7 vers
dim S pour obtenir I'inégalité voulue. O

Une remarque importante est que si on remplace le résultat du lemme 2 par
T??LZC-”-l = oo au lieu de Tgcﬂ = 00, alors la preuve du théoréme reste valide,
car sup,,s;{m*(vd2=™)7#} est aussi fini. Et en fait c’est ce qu’on va avoir
pour le cas de dimension d = 2. On introduit maintenant lemme 3 et lemme 4
qui sont des equivalents de lemme 1 et lemme 2.

Lemme 3. (B(t)):>0 un mouvement brownien de dimension d = 2. @ C R? un
cube centré en x de diamétre r. Alors il existe ¢ = ¢(R) > 0 tel que pour m > 1

cn

et 27" <p <27™ ona ]P’Z(TQ_Irl <Tp)<(1-2)"<e m.

n m
Preuve. On fait exactement comme dans lemme 1, pour les notations, voir la
preuve du lemme 1.
P.(r, > Tr | 72 < Tr) > P.(r, > T, |B(r2 +12)| > |72 < Tr)

> inf Py = T | [BGH)| > 7) inf P, (IBG)| > )

3
> Py (Tr > Tr)P(|N2| > 5)

oll Yo est un point quelconque sur 9B(0,r). Et par le théoréme 2, on a

logr — log £ 1
P, (T- Tr) = > =
'!/0( Pl > R) logR—log% long_log2T+1
1 )

>
T logy R+m+2 = mP(|No| > 2)

(Ym >1)

Pour que (1) soit vrai, il suffit de prendre un ¢(R) suffisamment petit. Et fina-
lement on a IE”Z(TkQ+1 >Tg | TkQ <Tgr) > %. O

Lemme 4. Avec les mémes notations que lemme 2, pour un R > 0, on a p.s.

AC=C(w)eN: Ym>1, VQ € Cp,, 7'320“ > Tg.

Preuve. Si C suffisamment grand,

S Y R(G <Th) LS #[Cl(e ) = ¥ (2%70) ™ < oo

m>1QeC,, m>1 m>1

On applique Borel-Cantelli et on traite le nombre fini des cas qui restent. [

La preuve du théoréme de Kaufman pour d = 2 se découle naturellment,
grace a la remarque qu’on a fait.

On donne aussi la version d = 1. Sa preuve requiert des connaissaces sur le
temps local, qui n’est pas simple & introduire, donc on admettra ses propriétés.

Theoréme 3 (Kaufman d=1). (B(t)):>o un mouvement brownien de dimension
d =1, alors p.s. VSporelien C R, dimB71(S) =  + 1 dim S.



Preuve. Soit (W (¢))¢>0 un mouvement brownien de dimension 1 indépendant
de (B(t))1>0- On applique le théoréme de Kaufman d =2 a B’ = (B, W), alors
p-s. VS C R,

dim B~*(S) = dim B }(S x R) < %dim(S x R) Z ; + %dimS

(j) : on a vu en cours dim(A x B) > dim A + dim B, et pour B borné, dim(A x
B) < dim A+dimy; B. On applique a A =S, B =[—N, N] et on tend N — oo.
On montre ensuite 'inégalité supérieure. Il suffit de considérer les S bor-
nés. Soient M > 0 et Sporalien € [—M, M]. On prend a < dim S. Le lemme
de Frostman (et c’est en raison de lui qu'on doit prendre S borélien) donne
I’existence d’une mesure de Radon p portée par S et Cy > 0 tels que

Vr e R, Vr € (0,1), u(B(z,7)) < Cor®

On considére L% le temps local de (B(t))¢>0 au niveau a, défini par

La(t) _ lim, o i f(f ]-a—eSB(s)Sa-&-edS t>0
0 t<0
et [* une mesure qui en découle : L%(z) = 1*((—00, z]). On définit ¥ une mesure
sur B~1(S) par v(A) = [ p(da)l*(A), pour tout A borélien. Pour un € > 0, on
admet la propriété holdérienne de L* suivante : p.s. Va € [—-M, M]

Va € [-M,M], Vr € (0,1), I*(B(x,r))=L*(x+7r)— L*(z—r) < Clr%_e
et on ’a également pour la trajectoire du mouvement brownien :

p.s. Vo € [-M, M], Vr € (0,1),Vs € [—r, 7], |B(z+s) — B(x)| < Corz~*
On en déduit Vz € S C [-M, M|, Vr € (0,1),

B(:xv)«kCgr%76 L
VB < [ udacirt
B(z)—Car2~°

< C1rE~ Cy(Cart ™)™ = GOy Cara—a0+a)

On a Pinégalité ci-dessus vraie p.s. pour tout S C [—M, M]. Le théoréme de
minoration de la dimension donne p.s. VS C [-M, M], dimB~*(S) > (3 -
€)(1+ a) et on tend € - 0, a — dim S. O

Application. (B(t));>0 un mouvement brownien de dimension d > 1. On dé-
finit pour z € RY, T(z) = {t > 0, B(t) = x}.

(1) Sid > 2, alors p.s. Vo € R, dim T'(z) = 0.

(2) Sid =1, alors p.s. Vz € R, dimT(z) = 3.

Preuve. (1) dim7(z) = $B(T(z)) =  dim{z} =0

(2) dim7T'(x) = dim B~!({x}) = %:Jr dim{z} = % O
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