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Dans cette note, on cherche a présenter un développement de géométrie algébrique de
maniére aussi accessible que possible & des étudiants de classe préparatoire ou de L1/L2.
Nous travaillons systématiquement sur le corps des nombres complexes.

1. Parties algébriques affines et projectives

On appelle A" := C" I'espace affine de dimension n sur C. Une partie de A" est dite
algébrique si c¢’est ’ensemble des solutions d’un systéme de la forme:

flz"':fr:O

avec f1,..., fr € C[X1,...,Xy]. Onlanote V(f1,..., fr). Si V est une partie algébrique
de A" et W est une partie algébrique de A™, une application allant d’une partie non
vide de V vers W est dite algébrique si elle est donnée coordonnée par coordonnée par
des fractions rationnelles.

Soit maintenant F un C-espace vectoriel de dimension n + 1. On appelle I'espace
projectif de E, noté P(E), 'ensemble des droites de E. Lorsque E = C"*!, on note P"
au lieu de P(E). On dit que c’est I'espace projectif de dimension n. Ce dernier est muni
d’une application surjective:

7 AP\ {0} — P

v C-o.
Sil’on se donne p € P, on note (zg : - - - : ) un systéme de coordonées d’un relévement
de p dans A1\ {0}. On a alors (g : --- : 2,) = (Yo : -+ : Yn) si, et seulement si, il

existe A € C* tel que (zo,...,2n) = A(Yo,- -, Yn)-
Une partie de P est dite algébrique si c’est I’ensemble des solutions d’un systéme de
la forme:

fr==1=0

avec f1,..., fr € C[Xo, ..., X,] des polynémes homogénes. On la note encore V,(f1,..., fr).
Un exemple simple et important est donné par les sous-espaces projectifs de P", c’est-a-
dire les parties de P" de la forme P(E) avec E sous-espace vectoriel de C"*1,

Si V' est une partie algébrique de P™ et W est une partie algébrique de P™, une
application allant d’une partie non vide de V vers W est dite algébrique si elle est
donnée coordonnée par coordonnée par des fractions rationnelles homogenes (c’est-a-dire
a numérateur et dénominateur homogénes) et toutes de méme degré.
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2. Variétés rationnelles

On dira qu’une partie algébrique X de A™ (resp. P™) est rationnelle s’il existe une
partie algébrique Y de A" (resp. P™) ne contenant pas X, un entier m > 0, une partie
algébrique stricte Z de A™ (resp. P™), et des bijections algébriques inverses 'une de
lautre ¢ : X \Y — A"\ Z (resp. ¢ : X \Y - P*"\ Z)et ¢ : A"\ Z — X \Y (resp.
PP\ Z — X \Y). Cette définition est un peu plus faible que la définition utilisée le
plus couramment en géométrie algébrique, mais elle est un peu plus élémentaire.

L’exemple le plus simple mais non trivial de partie algébrique rationnelle est donné
par les coniques.

Définition 2.1. Une conique est une partie algébrique de P? définie par une forme
quadratique non dégénérée.

Lemme 2.2. Les coniques sont toutes rationnelles.

Preuve. Soit C' une conique. Quitte & effectuer un changement de coordonnées, on peut
supposer que C' est donnée par I’équation x% —1—33% —23 = 0. Soit p le point de coordonnées
(1:0:1) dans C. Pour ¢ = (qo : ¢1) € P!, on note L, la droite d’équation:

qo(wo — x2) + qrz1 = 0.

C’est une droite passant par p et dés que ¢ # (1 : 0), elle intersecte C' en un unique
autre point, que I'on note f(q). On vérifie aisément que les coordonnées de f(q) sont des
fractions rationnelles en les coordonnées de ¢ (voir par exemple la remarque . On
définit donc une application algébrique f : P\ {(1:0)} — C\ {p}.

Réciproquement, si ¢ € C'\ {p}, la droite L, passant par p et ¢ admet une équation
de la forme:

ag(xo — x2) + a1z = 0,

avec ag et a; qui s’expriment comme fractions rationnelles en les coordonées de g.
L’application:

g:C\{p} > P'\{(1:0)}
g+ (ao:ay)

est alors algébrique et inverse de f. O

Remarque 2.3. En coordonnées, on obtient les bijections réciproques:

P'A{(1:0)} = C\ {p}
(:U:y)b—>(:c2—y2:2xy:m2+y2)
C\{p} =P\ {(1:0)}

(x:y:2)—(y:z—x).

Elles s’étendent méme en des isomorphismes entre P! et C.
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3. Le cas des courbes elliptiques

Définition 3.1. Une courbe elliptique est une partie algébrique de P? définie par une
équation de la forme:
Y2z = (z — a12)(z — azz)(z — azz)

avec aq, s, ag deuxr 4 deux distincts.

Théoréme 3.2. Aucune courbe elliptique n’est rationnelle. Plus précisément, si E est
une courbe elliptique donnée par une équation cubique ¢ = 0 et si F,G,H sont des
fractions rationnelles telles que o(F,G,H) =0, alors F,G, H sont constantes.

Preuve. Soit E une courbe elliptique donnée par une équation de la forme:
Y2z = (z — a12)(z — azz)(z — a3z)

avec aip,s,as deux a deux distincts, et considérons P, (@), R des polynoémes tels que

pged(P,Q, R) =1 et:
P’R=(Q — 1R)(Q — aR)(Q — a3R).

On remarque immédiatement que P et R sont premiers entre eux.
Maintenant, si 'on pose D = pged(Q, R) et I'on écrit Q = DQo et R = DRy, on a:

P?Ry = D*(Qo — a1 Ro)(Qo — a2Ro)(Qo — a3 Ry),

avec (g et Rg premiers entre eux. Dans cette égalité, P et D sont premiers entre eux,
et Ry et (Qo — a1Rp)(Qo — aaRp)(Qo — a3Rp) le sont aussi. Cela implique qu’il existe
A € C* vérifiant:

Ry = \D?
(Qo — a1 R0)(Qo — a2 Ro)(Qo — asRy) = A1 P2

Comme Qo — a1 Ry, Qo — as Ry et Qo — azRy sont deux & deux premiers entre eux, on
déduit qu’il existe des polynémes Ay, Ao, A tels que:

Qo — 1Ry = A3
Qo — aaRy = A3
Qo - OégR() = A%
On conclut alors via le lemme qui suit. O

Lemme 3.3. Soient Q) et R deuz polynéomes premiers entre eur dans C[T| (ou méme
dans C[Th,...,T,]). On suppose qu’il existe au moins quatre combinaisons linéaires de Q)
et R qui sont des carrés dans C[T] (ou dans C[T1,...,T,]). Alors Q et R sont constants.

Preuve. Par I’absurde, supposons que ), R sont des polynémes vérifiant les conditions du
lemme et tels que 'entier max{deg @), deg R} est strictement positif et minimal. Quitte &
remplacer Q) et R par a@) + bR et par c() + dR respectivement pour certains a, b, c,d € C
vérifiant ad — bc # 0 bien choisis, on peut supposer que @, R, @ — R et @ — AR sont des
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carrés pour un certain A € C\ {0,1}. On écrit Q = U? et R = V2. En choisissant u € C
tel que p? = X, les polynomes:

Q-R=U+WVU-V), Q-AR= U+ puV)U—puV)

sont des carrés. Comme U et V sont premiers entre eux, on déduit que U +V, U —V,
U+ upV et U— puV sont tous des carrés. Mais max{deg U, degV'} < max{deg @, deg R}.
Par minimalité de max{deg @, deg R}, les polynémes U et V sont constants. Il en est
donc de méme de Q) et R: absurde! O

Remarque 3.4. La proposition [3.2] montre qu’aucune cubique lisse n’est rationnelle,
puisque les cubiques lisses sur C sont précisément les courbes elliptiques.

4. Le cas des surfaces cubiques

Définition 4.1. Une surface cubique lisse dans P3 est une partie algébrique S de P3
définie par une équation de la forme o(xg,x1,22,23) = 0 avec ¢ polyndme homogéne de
. 0 0 0 2]
degré 3 tel que, pour tout q € S, les nombres complezes 8—)‘?0((]), v (9): 735 (9), ﬁ(q)
ne sont pas tous nuls. Le plan tangent Ty(S) a S en un point g € S est alors le plan de

P3 défini par U'équation:
dp

e _
TXO(Q)QCO + TXI(Q)M + TXQ(Q)QCZ + —~—(q)z3 = 0.

Théoréme 4.2. Soit S une surface cubique lisse dans P3. On suppose qu’elle contient
une droite. Alors elle est rationnelle.

On commence par deux lemmes préliminaires portant sur la géométrie de ’espace
projectif.

Lemme 4.3. Deux droites dans P? s’intersectent toujours.

Preuve. Soient Ly et Ly deux droites dans P2, Soit 7 : C?\ {0} — P?(C) la projection
naturelle. Soient Iy = 7= (L;) et II; = 7~ 1(L;). Les espaces IT; U {0} et Il U {0} sont
des sous-espaces vectoriels de dimension 2 de C3. Leur intersection est donc de dimension
au moins 1. On déduit que IT; N IIy # 0, et donc que L1 N Lo # 0. O

Lemme 4.4. Soient L une droite et I1 un plan dans P3. Si lintersection L NII a au
moins deux éléments, alors L est contenue dans II.

Preuve. Soit 7 : C*\ {0} — P3(C) la projection naturelle. Soient L = 7~ (L) et II =
7~ 1(IT). Les espaces LU{0} et IIU{0} sont des sous-espaces vectoriels C* de dimensions
respectives 2 et 3. De plus, comme L N II a au moins deux éléments, 'intersection
(L U {0}) N (ITU {0}) contient au moins deux droites distinctes. On déduit que cette
intersection est de dimension au moins 2. Comme elle contient L U {0}, elle est égale a

L U{0}. Donc L U {0} est contenu dans ITU {0}, et L est bien contenue dans II. O

La preuve du théoréme se fait en deux grandes étapes: on montre d’abord qu’une
surface cubique lisse contenant une droite contient en fait deux droites disjointes, puis
on utilise ces deux droites disjointes pour montrer qu’elle est rationnelle.
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Proposition 4.5. Soit S une surface cubique lisse dans P3. On suppose qu’elle contient
une droite L. Alors elle contient deuz droites disjointes L' et L".

Preuve. Quitte & changer de coordonnées, on peut supposer que L est définie par les
équations xo = x3 = 0. Si ¢ = 0 est une équation cubique homogéne définissant .S,
I’hypothése que S contient L signifie que le polynéme ¢ est de la forme:

©(Xo, X1, X2, X3) = AXZ + BXo X1 + CX? + DXy + EX| + F,

avec A, B,C, D, E, F € C[X3, X3] homogénes de degrés respectifs 1, 1, 1, 2, 2 et 3.

Intéressons-nous maintenant a un plan II contenant la droite L. Un tel plan est donné
par une équation de la forme:
Az + pxs =0,

avec A, i non tous deux nuls. Supposons que p # 0. On peut alors méme supposer que
u = 1. L'intersection S N II est du coup donnée par les équations:

T3 = —AT2,
{ z2(a(N)ag + b(N)zor1 + c(N)zf + d(N)zow2 + e(N)z122 + f(AN)23) = 0,
avec a(A) = A(1,=)\),..., f(A) = F(1,—)). La conique d’équation
a(N)xg 4+ b(Nzox1 + c(N)a? + d(N)zoxa + e(Na12s + fF(N)22 =0
est dégénérée si, et seulement si:

a(A)  b(A)/2 d(A)/2
AN = [b(V)/2 e\ e(M)/2] =0.
(A)/

d(AN)/2 e(N)/2  f(N)

En faisant le méme raisonnement dans le cas A # 0, on voit que S NII est la réunion de
la droite L et d’'une conique @, qui est dégénérée si, et seulement si, A(u, —\) = 0, avec:

A BJ2 D/2
A(Xy, X3):=|B/2 C E/2|=0.
D/2 E/2 F

On remarque que A est soit le polynéme nul, soit un polynéme homogéne en Xy et X3
de degré 5. Montrons que A n’a pas de racines multiples dans P!, de sorte que A a
exactement 5 racines distinctes dans P!

Pour ce faire, on fixe une racine (g : —Xg) € P!. Quitte & effectuer un change-
ment de coordonnées, on peut supposer que (ug = —Xg) = (0 : 1), de sorte que Xo
divise A. L’intersection II N S est alors décrite par I'équation ¢(xg,x1,0,23) = 0, ol
»(Xo, X1,0, X3) se factorise comme produit de 3 polynémes homogénes de degré 1. Si
deux de ces polyndémes s’obtiennent 'un de I'autre par multiplication par une constante,
alors il existe un polynoéme ¢y € C[Xp, X1, X3] homogeéne de degré 1, un polyndéme
¥ € C[Xop, X1, X3] homogene de degré 1 et un polynéme ¢; € C[Xy, X1, X3, X3] ho-
mogéne de degré 2 tels que:

¢ = g0 + Xopr.
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Du coup, S est singuliére en tout point ol les polynémes Xa, g et 1 s’annulent simul-
tanément. Mais un tel point existe toujours: absurde!

On déduit que ITN S est la réunion de 3 droites distinctes, qui doivent s’intersecter
deux a deux par le lemme [£:3] Deux cas se présentent:

e Les trois droites ne sont pas concourantes. Dans ce cas, on peut effectuer un
changement de coordonnées pour que les trois droites soient définies par les équa-
tions Xg =0, X7 =0 et X3 =0. Le polynéme ¢ s’écrit donc:

¢ = AXo X1 X3+ Xap1,

avec A € C*. Cela implique que X5 divise A, C, D, E et F et que le point
P=(0:0:0:1) appartient & S. La non-singularité de S en P signifie que le
coefficient de X2X§ dans ¢ est non nul. En particulier, XQQ ne divise pas F', et
donc X2 ne divise pas A non plus.

e Les trois droites sont concourantes. Dans ce cas, on peut effectuer un changement
de coordonnées pour que les trois droites soient définies par les équations Xy = 0,
X3 =0et Xg— X3 =0. Le polynéme ¢ s’écrit donc:

© = AXoX3(Xo — X3) + Xop1.

On déduit que X9 divise B, C, E et F' mais pas D. De plus, le point P = (0:1:
0 : 0) appartient & S et la non-singularité de S en P implique que C' = ¢Xs avec
c # 0. On déduit que X3 ne divise pas A.

Dans tous les cas, on a prouvé que X22 ne divise pas A, ce qui signifie que A est homogéne
de degré 5 et a exactement 5 racines distinctes dans P!

Il existe donc 5 plans distincts Iy, . . ., II5 tels que, pour chaque i, l'intersection II; N.S
est la réunion de la droite L et d’une conique dégénérée. On peut donc choisir des droites
L' et L" différentes de L contenues respectivement dans II; NS et dans IIo, N'S. Comme
les droites L, L' et L” ne sont pas coplanaires, L' et L” ne peuvent pas s’intersecter. []

Afin de montrer la rationalité des surfaces cubiques contenant deux droites disjointes,
le lemme clé est le suivant:

Lemme 4.6. Soient Li et Ly deux droites disjointes dans P3. Pour chaque point p €
P3\ (L1 U Lg), il eziste une unique droite L, de P® passant par p et intersectant Ly et
Lo. De plus, application:
0:P3\ (L;ULg) — Ly x Ly
P (Lp N LI,LP N LQ)

est algébrique.

Preuve. Quitte a effectuer un changement de coordonnées, on peut supposer que Li est
la droite d’équation zg = z1 = 0 et que la droite Lo est celle d’équation xo = xz3 = 0.
On écrit p = (po : p1 : P2 : p3). Soit maintenant L une droite intersectant Ly et Ly. Cela
signifie qu’elle peut étre paramétrisée via:

s(ap:a1:0:0)+t0:0:a2:a3)
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pour certains (ag : a1) et (as : az) dans P'. Le point p appartient & L si, et seulement si,
(ap : a1) = (po : p1) et (az : ag) = (p2 : p3). 1l existe donc bien une unique droite L, de
P3 passant par p et intersectant L1 et Lo. L’application 6 est bien algébrique puisqu’elle
s’écrit en coordonées homogénes:

(po i p1:p2:p3) = ((po: p1)s (P2 : p3))-

Nous sommes finalement préts a démontrer le théoréme [1.2]

Preuve. Soient L; et Lo deux droites disjointes dans S. Soit p un point dans P2\ (L;ULs).
D’apres le lemme |4.6], il existe une unique droite L, qui passe par p et qui intersecte L
et Lo, et 'application

Qtpg\(LlLJLQ)—)LlXLQ
p'—)(LpﬂLl,LpﬂLQ)

est algébrique. On considére la restriction:

f= 9’5\(L1UL2) : S\ (L1 U LQ) — L1 X Ly
D= (Lp N Ll,Lp N LQ)

Réciproquement, considérons deux points ¢ et g2 de Ly et Lo respectivement, ainsi que
la droite Lg, 4, passant par g et go, et supposons que Lg, 4, n’est tangente & S ni en ¢; ni
en ¢o. La droite Ly, 4, peut étre décrite par {sqi +tga : s,t € C\{(0,0)}}. L'intersection
Ly, 4, N S est alors décrite par:

{sq1 +tqa2 : p(sq1 + tq2) = 0},

ol ¢ est un polynome cubique définissant S. Le polyndéme ¢(Sq; + T'q2) est homogéne
de degré 3, il admet donc trois racines (s : t) dans P! comptées avec multiplicité. Deux
d’entre elles doivent étre (1 : 0) et (0 : 1), et comme Lg, 4, n’est tangente & S ni en
g1 ni en go, ces racines sont simples. On déduit que ¢(Sq; + T'¢2) admet une troisiéme
racine dans P!, et donc que Lg, 4, intersecte S\ (L; U Ls) en un unique point. On
peut alors définir g(qi,q2) == (S \ (L1 U L2)) N Lg, 4,. Les relations coefficients-racines
pour le polynoéme ¢(Sq; +T'q2) montrent que les coordonnées de g(qi1, g2) s’expriment en
fonction des coordonnées de g1 et go via des fractions rationnelles. Autrement dit, g est
une fonction algébrique.

Ainsi, f et g induisent des bijections réciproques et algébriques entre S\ (L1 U Lo) et
I'ensemble X des couples (¢1,q2) € L1 x Ly tels que la droite Lg, 4, n’est tangente a .S ni
en ¢; ni en go. Reste a vérifier que A := (L X Lg) \ ¥ est une partie algébrique stricte
de L1 x Lo. Mais cela vient de 1’égalité:

(L1 x Lo) \ X = {(q1,92) - g2 € To, (S)} U{(g1,42) : u € Ty (9)}-

En effet, les conditions ¢; € Ty, (S) et g2 € T, (S) sont algébriques. De plus, si I'on
suppose que A = Lj X Lo, alors il existe g2 € Lo tel que L; N1y, (S) a au moins deux
éléments ou il existe g1 € Ly tel que Lo N7y, (S) a au moins deux éléments. Supposons
sans perte de généralité qu’il existe g2 € Lo tel que L1 N7, (S) a au moins deux éléments.
Par le lemme on déduit que Ly est contenue dans T, (S). Or il en est de méme de Lo.
Donc, par le lemme [£.3] les droites L; et Ly doivent s’intersecter: absurde! On déduit
que A # L1 x Lo. O
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Corollaire 4.7. La surface cubique de Fermat:
zp+rt 4+l + a3 =0
est rationnelle.

Preuve. Elle contient la droite suivante:

zo+x1 =0
zo + x3 = 0.

O

Remarque 4.8. En fait, on peut montrer que toute surface cubique lisse contient une
droite. Ce résultat est non trivial et trop long pour étre présenté ici, mais il peut étre
démontré via des techniques élémentaires (voir le chapitre 7 du livre Undergraduate Alge-
braic Geometry de Miles Reid). Ce résultat, combiné au théoréme montre que toute
surface cubique lisse est rationnelle.

Remarque 4.9. Encore mieux que dans la remarque précédente, on peut montrer que
toute surface cubique lisse contient exactement 27 droites. La figure suivante montre les
27 droites sur la surface de Clebsch, d’équation z3 + 3 + 23 + 23 = (v0 + 21 + 22 + 73)3.

Image extraite de Wikipedia:

https://en.m.wikipedia.org/wiki/File:Clebsch_diagonal_cubic_surface.png
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