
Géométrie Différentielle, TD 1 du 6 Février 2020

1. Propriétés de base des variétés

1– Montrer que la réunion disjointe de deux variétés (de classe Ck) admet une structure natu-
relle de variété (de classe Ck).

2– Montrer qu’un ouvert / une composante connexe d’une variété (de classe Ck) admet une
structure naturelle de variété (de classe Ck).

3– Montrer qu’une variété topologique connexe est de dimension constante et connexe par arcs.
4– Montrer qu’une variété topologique se plonge (au sens topologique) dans [0, 1]N (et est donc

métrisable).

2. Espace projectif

L’espace projectif RPn est l’ensemble des droites vectorielles de Rn+1. On va le munir d’une
structure de variété de dimension n. Chaque point (x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 − {0} définit une droite
(celle qui le contient), notée [x0 : x1 : . . . : xn]. Ainsi, [x0 : x1 : . . . : xn] = [x′0 : x

′
1 : . . . : x

′
n] ⇐⇒

∃λ ∈ R?, (x0, x1, . . . , xn) = λ(x′0, x
′
1, . . . , x

′
n).

Pour i = 0, . . . , n, on note Ui := {x ∈ RPn, x = [x0 : x1 : . . . : xn] avec xi 6= 0}. On définit des
fonctions fi : Ui → Rn par

fi([x0 : . . . : xn]) = (
x0
xi
, . . . ,

xi−1
xi

,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

).

Montrer que les fi sont des bijections et qu’elles munissent RPn d’une structure de variété C∞
(et même analytique) compacte de dimension n.

3. Surfaces classiques

Munir les espaces topologiques suivant d’une structure de variété :
1– Le ruban de Möbius : [0, 1]×]0, 1[ /(0,y)∼(1,1−y).

2– Le tore : [0, 1]× [0, 1] /
(0, y) ∼ (1, y)
(x, 0) ∼ (x, 1)

.

3– Le plan projectif : [0, 1]× [0, 1] /
(0, y) ∼ (1, 1− y)

(x, 0) ∼ (1− x, 1)
.

4– La bouteille de Klein : [0, 1]× [0, 1] /
(0, y) ∼ (1, 1− y)

(x, 0) ∼ (x, 1)
.

Ruban de Möbius Tore Plan projectif Bouteille de Klein
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4. Somme connexe de deux variétés

Soient M1 et M2 deux variétés de dimension n, et(U1, ϕ1) (resp. (U2, ϕ2)) une carte de M1 (resp.
M2) telle que ϕi soit un difféomorphisme de Ui sur la boule ouverte B(0, 2) (Rn est muni de la
norme euclidienne standard). Soit C la couronne {x ∈ Rn | 1

2 < ‖x‖ < 2}.
1– Montrer que f : x 7→ x

‖x‖2 est un difféomorphisme de C.

2– On considère l’espace topologique X obtenu à partir de la réunion disjointe

M1 \ ϕ−11 (B(0, 1/2))qM2 \ ϕ−12 (B(0, 1/2))

en identifiant ϕ−11 (C) et ϕ−12 (C) via le difféomorphisme ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−11 .
Montrer qu’il existe une (unique) structure de variété sur X telle que les projections Mi \
ϕ−1i (B(0, 1/2)) ↪→ X soient des difféomorphismes sur leurs images dans X. L’espace X muni
de cette structure de variété est la somme connexe de M1 et M2, notée M1#M2.

3– Si n > 2, montrer que M1#M2 est connexe si et seulement si M1 et M2 sont connexes.
4– Montrer que M#Sn est difféomorphe à M .
5– Montrer que la somme connexe de deux plans projectifs RP2 est une bouteille de Klein.

Remarque : toute surface connexe compacte est difféomorphe à la sphère, à la somme connexe
de k tores, ou à la somme connexe de k plans projectifs.

5. Grassmanniennes

Soit V un R-espace vectoriel de dimension n > 0. Pour k ∈ {0, . . . , n}, on note Gk(V ) l’ensemble
des sous-espaces vectoriels de V de dimension k. Par exemple, si V = Rn+1 et k = 1, on retrouve
l’espace projectif RPn de l’exercice 2. L’objet de cet exercice est de généraliser l’exercice 2 en
munissant Gk(V ) d’une structure de variété C∞ compacte.
Soit B un sous-espace vectoriel de V dimension n−k. On veut construire à partir de B une carte
de Gk(V ) dont le domaine est l’ensemble des sous-espaces vectoriels supplémentaires de B, noté
UB. Soit A un supplémentaire de B. On note L(A,B) l’ensemble des applications linéaires de A
dans B. On définit

ψA,B : L(A,B)→ UB

f 7→ (Id+f)(A)

1– Montrer que ψA,B est bien définie et bijective.

2– Montrer que le domaine de définition et l’image de ψ−1A′,B′ ◦ψA,B sont des ouverts de L(A,B)

et de L(A′, B′). Montrer que ψ−1A′,B′ ◦ ψA,B est un C∞-difféomorphisme de son domaine de
définition sur son image.

3– Montrer qu’il existe une topologie sur Gk(V ) telle que les UB soient des ouverts et les ψA,B

des homéomorphismes. Vérifier que Gk(V ) est séparé pour cette topologie.
4– Montrer que les ψA,B forment un atlas faisant de Gk(V ) une variété C∞.
5– Montrer que Gk(V ) est compacte.


