1. Questions diverses- A FAIRE AVANT LE TD

Géométrie Différentielle, TD 3 du 20 février 2020

Peut on plonger S™ dans R™ 7
La composée de deux applications de rang constant est elle nécessairement de rang constant ?

Soit @ : R™ — R une forme quadratique non dégénérée. Montrer que I’ensemble des matrices
préservant () défini par O(Q) = {A € M,(R), Q o A = @} est un sous-groupe de Lie de
GL,(R) et expliciter son espace tangent en 1’élément neutre.

Une morphisme injectif de groupes des Lie est il nécessairement une immersion ? un plon-
gement 7

Montrer qu'une application continue entre variétés topologiques est propre si et seulement
elle est fermée et I'image réciproque de tout point est compacte.

Solution :

1-

Non, on ne peut méme pas immerger S” dans R”. En effet, par égalité des dimensions, une
telle immersion serait aussi une submersion donc d’image ouverte, contredisant la compacité

de S™.

Non, la fonction f : R — R,z — 22 est de rang non constant, mais s’écrit comme composée
d’une immersion i : R — R?, 2+ (,0) et d'une submersion s : R? = R, (z,y) + 2% + y.

Soit B la matrice symétrique de déterminant non nul représentant associée a la forme
quadratique @, i.e. telle que pour tout € R" ~ M, 1(R), on a Q(z) = ‘Bz. On a

0(Q) = {A € M,(R),!ABA = B}

Comme det B # 0, on en déduit que O(Q) est un sous groupe de G L, (R). Vérifions que c¢’est
une sous-variété. On commence par montrer que O(Q) est une sous-variété de M,(R) au
voisinage de ’élément neutre Id. Pour cela on consideére ¢ : M, (R) — S,(R), A — tABA.
On calcule que diprq : My(R) — Sp(R), X + 'XB + BX. Comme B est inversible, 9 est
donc une submersion en Id. On en déduit que O(Q) = 1 ~1((0)) est une sous-variété au
voisinage de Id, d’espace tangent

T1a(0(Q)) = {X € Mp(R),"XB + BX =0}

Montrons alors par homogénéité que O(Q) est une sous-variété. Soit Ag € O(Q). Comme
O(Q) est une sous-variété de M, (R) au voisinage de Id et comme ’action par multiplication
A : Myp(R) = M, (R), M — AgM est un difféomorphisme de M, (R) qui préserve O(Q) et
envoie Id sur Ay, on a que O(Q) est une sous-variété de M, (R) voisinage de Ap.

Oui pour I'immersion. En effet, soit f : G — G’ un morphisme de groupes de Lie. On
vérifie d’abord que f est de rang constant. Pour g € G, on note Ly : G — G, h +— gh. C’est
un C°-difféomorphisme de G, de méme pour G’. Le fait que f soit un morphisme donne
foLy = Lygof doncen différentiant : T foT. Ly = Ty(eyLygyoTef dourg(T, f) = rg(Tef).
L’injectivité de f implique finalement que f est une immersion par le théoreme du rang.
Non pour le plongement. Soit o € R — Q un nombre irrationnel. R s’'immerge dans le tore
T? = Z*>\R? via t ~ (t,ta) mais I'image n’est pas une sous-variété car dense dans T?.
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2. Exemples de plongements
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On se donne f: X — Y continue entre variétés topologiques.

Montrons le sens direct. Il s’agit de prouver le premier point. Soit F¥ C X un fermé,
(z,,) € FN une suite d’éléments de F telle que la suite (f(2,))n>0 coverge dans N, vers un
point y € Y. Le point limite y admet un voisinage compact V dont la préimage f~(V) est
compacte et contient les termes de la suite (z,,) & partir d’un certain rang. On a f~*(V)NF
compact donc il existe une extraction o telle que (7, (,))n=0 converge. Si on note o la limite,
alors on a zo € F, f(2o) =y dou y € f(F). Cela montre le sens direct.

Pour la réciproque, soit K C Y un compact. On montre que f~(K) C X est compact. Soit
() € f~HK)N. Quitte & extraire, on peut supposer que la suite (f(z,)) € KN converge
vers un point y € K. Les hypotheses sur f impliquent que f~'(y) est compact non vide.
Soit V' C X un voisinage de f~!(y). Alors pour n assez grand, on a z, € V (en effet, soit
U C V un sous voisinage ouvert de f~!(y), comme f est fermée, on a f(X — U) fermé dans
Y et ne rencontrant pas y, donc a partir d’un certain rang (f(zy)) est dans Y — f(X —U)
puis z,, dans U). Comme X est localement compact, on peut supposer V' compact, donc
(z,,) admet une sous-suite convergente, d’out la compacité de f~!(K).

1- Montrer que I'application R — R2 2 + (x,2?) est un plongement de R dans R2,

2 Montrer que I'application S? — R%, (z,y,2) — (2 — y?, 2y, vz, y2z) induit un plongement
du plan projectif RP? dans R*.

3— Soit m,n > 1 des entiers. Montrer que le produit d’espaces projectifs RP"" x RP" se plonge
dans RP( D)=L yia Papplication qui au couple ([zg : ... : ), [Yo : . .. : ya]) associe le
point de coordonnées homogenes [;y;]o<i<m,0<j<n-

Solution :

1- Notons f : R — R% x +— (z,22). On a f/(x) = (1,2z). f est donc une immersion. Elle est
de plus injective et propre donc c’est un plongement.

2- Notons f:S% = R, (z,y, 2) — (2% — 92, 2y, 22,92). On a f(z,y,2) = f(—z,—y, —z) donc

f passe bien au quotient en une application F : RP? — R*.
Vérifions que F est injective. Soit w = (x,v,2),w’ = (z',1/,2') € S* de méme image par f.
On montre que w = +w'.

Cas 1) Deux des coordonnées de w sont nulles. Si z = y = 0 alors 2'? = y% et 2y’ = 0 donc
' =3y =0 puis w = +w’'. Les autres cas sont immédiats.

Cas 2) Au plus une des coordonnées de w est nulle. Supposons y, z # 0. On a alors 32’ # 0
et la relation (xy)(z2)/(yz) = 22 donne 22 = /2. On en déduit y?> = " puis comme on
est sur la sphere, 22 = 2/2. Ainsi, on peut écrire ' = 1z, ¥ = €1y, 2/ = €32 ol ; = +1.
La relations yz = y'2’ implique e2e3 = 1 donc €2 = 3. Si  # 0, on montre de méme que
€1 = €. Finalement, on a bien w = +w’. Les autres cas sont analogues.

Vérifions que F' est une immersion. Il suffit de vérifier que c’est le cas pour f. Soit w =
(z,9,2) € S%. On a df,(u,v,w) = u(2z,y, 2,0) + v(—2y,z,0,2) +w(0,0,z,y). Supposons
que df,(u,v,w) = 0. Cela signifie que

zu—yv=0 yu+zxzv=0 zut+zw=0 zv4+yw=0
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3. Exemples de quotients

Supposons que x ou y non nul. Les deux premiéres équations entrainent que (u,v) annule
une matrice de déterminant 2% + 42, puis que v = v = 0, puis w = 0.

Supposons x = y = 0, i.e. z = £1. On a ainsi directement u = v = 0. Et la condition
d’appartenir & l’espace tangent de S? entraine que w = 0.

Finalement, (u,v,w) = 0, prouvant que F est une immersion.

Enfin, F est propre car S? est compact.

Notons f : RP™ xRP" — RP(mH)(”H)fl, ([wo: -t xm) (Yo i -t ynl) = [Tiyj]o<icm,0<i<n-
f est injective : Soit x = (z0,...,7m), 2" = (x},...,2},) € R™TIN{0}, v = (Yo, - -, Yn), ¥ =
(Yo, - --»yh) € RPN\ {0} dont les projections ([z],[y]), ([2'], [¢]) ont méme image par f. Il
existe donc A € R* tel que z;y; = )\x;y; pour tout %, j. Quitte a permuter les coordonnées,
on peut supposer x1y; = Azjy] # 0. On a ainsi 21 = )‘%xll Les relations z;y1 = Azjy}
donnent z; = A%x; Ainsi z et 2’ sont proportionnels. De méme pour y et y. On a ainsi
prouvé l'injectivité de f.

f est une immersion car f([1,z1,...,Zm],[1,y1,...,un)) = [1: (@) : (y5) : (@i, y;])] (coor-
données homogenes). Ainsi, dans de bonnes cartes, f est de la forme f(z,y) = (z,y, F(z,y))
d’ou l'injectivité de la différentielle.

f est propre car RP™ x RP" est compact.

On consideére les actions suivantes du groupe Z sur une variété X, engendrées par le difféomor-
phisme f de X. Déterminer dans quels cas I'action est libre et proprement discontinue. Identifier
le quotient quand c’est le cas.

Dans le cas contraire, le quotient est-il séparé ? Localement homéomorphe & un ouvert de RY ?

1-

X = R"™ et f est 'homothétie de rapport 2.

2— X =R et f est 'homothétie de rapport 2.

3~ X =RN\ {(0,0)} et f est 'homothétie de rapport 2.

4 X =R\ {(0,0)} et f(z,y) = (22,y/2).

Solution :

1- L’application logarithme X = RT* — R, x + In(x) montre que cet exemple est isomorphe
a l’action de Z sur R par translation de In(2). L’action est donc libre et proprement discon-
tinue, et le quotient est difféomorphe & S'.

2— L’action n’est pas libre : 0 est un point fixe. Notons 7 l'application quotient. Comme
lim,,_,00 272 = 0, on voit que 7(0) est dans 'adhérence de {7(z)}. Cette bizarrerie montre
que le quotient n’est pas séparé et ne peut étre localement homéomorphe a un ouvert de
RV,

3— L’application ¥ : RV \ {(0,0)} — R** x S¥=! telle que ¥ (z) = (||z]], II%H) est un difféo-

morphisme, car c’est une bijection C* de réciproque C*> : (z,y) — zy. En transportant
l'action de Z par ce difféomorphisme, on se raméne au cas ou X = RT™* x S¥N~1 et f est une
homothétie de rapport 2 sur la premieére coordonnée. En utilisant la premiere question, on
voit que 'action est libre et proprement discontinue et que le quotient est difféomorphe a
St x sV-1,
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4— On vérifie aisément que l'action est libre. En revanche, si K est le segment joignant (0, 1)
a (1,0), f™(K) est le segment joignant (0, 3) & (2",0). Un dessin (ou un calcul facile)
montre que ces deux segments s’intersectent toujours : le compact K est d’intersection non
vide avec tous ses conjugués. Par conséquent ’action n’est pas proprement discontinue.

On note toujours 7 Papplication quotient. Le quotient n’est pas séparé : comme les points
(55,1) et (1, 5) sont dans la méme orbite, on voit que les points 7(0,1) et 7(1,0) ne sont
pas séparés dans le quotient.

En revanche le quotient est localement homéomorphe & un ouvert de R?. En effet, on vérifie
que tout point z = (z1,72) de R?\ {(0,0)} a un voisinage U qui n’intersecte aucun de ses
conjugués : on peut prendre par exemple U = B(z, max(|z1|/4, |z2|/4)). Ainsi, le voisinage
7(U) de 7(x) dans le quotient est isomorphe & U, donc a un ouvert de R2.

4. Application C" injective

Considérons une application f de classe C' de R™ dans R™ qui est injective.
1- Montrer que la différentielle de f est de rang m sur un ouvert dense de R™.
2— En déduire que m < n.

3— La différentielle de f est-elle nécessairement de rang m partout ?

Solution :

1- On raisonne par ’absurde : supposons qu’il existe un ouvert U de R™ sur lequel la diffé-
rentielle de f est de rang inférieur a m, et qu’en un certain point a € U le rang atteint
son maximum sur U, noté r. Alors, par semi-continuité du rang, sur un ouvert V C U
contenant a, df est de rang > r. Par maximalité, sur tout V, df est de rang r. Alors,
d’apres le théoreme du rang, et quitte a changer de coordonnées, on écrit pour a+x € V :
fla+z) = f(a) + (x1,...,2,,0,...0). Mais alors f n’est pas injective.

2— La différentielle de f est de rang m en un point ; on a donc nécessairement n > m.

3— Non : considérer la fonction  — 23 de R dans R.

5. L'image d'une variété est-elle une sous-variété ?
Soient M et N deux variétés et f: M — N une application C'*°.

1- Donner des contre-exemples au fait que l’image d’une variété par une immersion injective
propre est une sous-variété si ’on supprime “immersion”, “injective” ou “propre”.

2- On suppose que f est une immersion propre et que le cardinal de f~1(f(x)) est fini constant.
Montrer que f(M) est une sous-variété de N.

Solution :

1- Les trois dessins qui suivent donnent trois contre-exemples :

VOO O

2— Soit k le cardinal des fibres de f. Soient y € f(M) et z1,...,x ses préimages dans M.
Pour chaque i, il existe un voisinage B; de xz; sur lequel f est un plongement, d’apres le
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théoréme des immersions. Quitte a réduire les B;, on peut supposer que leurs adhérences
sont disjointes.

On va démontrer le fait suivant : pour tout € assez petit, f~1(B(y,e)) C B1U...U By.

Si ce fait n’était pas vrai, il existerait une suite z,, de M\ U B; telle que f(zy) — y. Comme
f est propre, la suite x,, appartient & un compact, et on peut donc supposer qu’elle converge
quitte a extraire. Sa limite x est alors un antécédent de y différent des x;, ce qui est absurde.

Soit € assez petit pour que les conclusions du fait soient satisfaites. Montrons alors que
f(B;) N B(y,¢e) est indépendant de i. Soit € f(B;) N B(y,e). Alors x a exactement k
antécédents. Mais il en a au plus un dans chaque Bj, et il ne peut en avoir a I'extérieur
des Bj. Ainsi, il en a exactement un dans chaque B;. En particulier, f(B;) N B(y,e) C
f(Bj) N B(y,¢e). La situation étant symétrique, on obtient ’égalité recherchée.

Finalement, f(M)N B(y,e) = f(B1) N B(y, ) est bien une sous-variété au voisinage de v,
puisque f est un plongement sur Bj.

On note n la dimension de N, p le rang de f et p + ¢ la dimension de M.

Soit k le nombre de composantes connexes des fibres de f. Soient y € f(M) et Xy,..., X}
les composantes connexes de f *1(y). Quitte a prendre une carte au voisinage de y, on peut
supposer que y € R™ et méme que y = 0. Soit X I'un des X;, on va étudier le comportement
de f au voisinage de X.

Fixons un point de référence zo € X. En appliquant le théoreme du rang constant au
voisinage de xg, on obtient que I'image par f d’un voisinage de x( est une sous-variété de
R”™. Quitte a composer par un difféomorphisme de R", on peut supposer que I'image d’un
voisinage de x¢ est incluse dans RP x {0}.

Premiére étape : il existe un voisinage U de X tel que f(U) C RP x {0}.

On définit une relation d’équivalence sur X, par x ~ y si, pour tout voisinage U de z, il
existe un voisinage V' de y tel que f(V) C f(U), et inversement. D’apres le théoréme du
rang constant, les classes d’équivalence sont ouvertes. Comme X est connexe, il y a donc
une seule classe d’équivalence, c’est-a-dire celle de xg.

Ainsi, tout point x a un voisinage U, tel que f(U,) C RP x {0}. On prend U = JU,.
Deuziéme étape : pour tout a € RP x {0} assez petit, f~1(a) NU est connexe non vide.

Pour tout z € X, il existe un difféomorphisme ¢, entre un voisinage U, de x (inclus dans
U) et un ouvert | — &,,.[Px] — s, 2[4 tel que f o ! soit la projection sur les p premiéres
variables, d’apres le théoreme du rang constant. Par compacité, on peut recouvrir X par
un nombre fini de tels ouverts Uy, ..., U,.

On notera i — j si U; NU; N X est non vide. Montrons qu’il existe alors €;; tel que, pour
tout a € R? avec |a|| < &;5, f~1(a) N (U; UUj) est connexe. Les “tranches” f~1(a) N Uj; et
f~Y(a) N U; sont toutes deux connexes non vides si a est assez petit, par définition de U;
et U;. Soit x € U; NU; N X. Alors I'image de tout voisinage de = contient un voisinage de
0 dans RP, par le théoreme du rang constant appliqué en x. En particulier, si a est assez
petit, f~1(a)NU;NU; est non vide. Cela implique que f~!(a)N(U;UU;) est connexe comme
réunion de deux connexes qui s’intersectent.

Pour tous 1 < 4,7 < n, il existe une suite 41,...,4, telle que i — i1, i; — 141, 1, — J : cela
provient de la connexité de X. On en déduit que, pour tout a € RP avec ||a| < min(e;;),
f~Ya) NU est connexe.

Troisiéme étape : conclusion

On peut ensuite procéder exactement comme dans la question précédente, en remplacant les
arguments portant sur des points par des arguments portant sur des composantes connexes.



6. Algebre de Lie et Théoréme de Von Neumann
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Dans cet exercice, on prouve le théoréme suivant :

Théoréme (Von Neumann). Un sous groupe G C GL,(R) est un sous groupe de Lie si et
seulement s’il est fermé dans GL,(R)

1- Vérifier qu'un sous groupe de Lie de GL,(R) est fermé dans GL,(R)

2— Donner des exemples de sous groupes de GL,(R) qui ne sont pas des sous-variétés.

On va maintenant prouver le sens réciproque. On se donne G C GL,(R) un sous-groupe
fermé.

3— Montrer que si G est une sous-variété de M, (R) au voisinage de I'identité, alors G est un

sous groupe de Lie de GL,(R).
On cherche une paramétrisation de G au voisinage de 'identité. Pour cela on introduit un
sous-espace vectoriel Lo de M, (R) (qui s’averera étre I'espace tangent en I’élément neutre
de G) et on montre que I'exponentielle envoie L& dans G est réalise une telle paramétrisa-
tion.

4- Montrer que pour (A4, B) € M,(R), on a

eAeB — A+B+o([|AllLlIBI)

5- On pose Lo = {A € M,(R) | Vt € R,et* € G}. Montrer que L est une sous-algebre de
Lie de M, (R), i.e. un sev de M,,(R) stable par (A4, B) — [A, B] = AB — BA.

Soit F' supplémentaire de L& dans M,,(R). On définit
f Mu(R)=Lg x F — GL,(R)
"l (A, M) — edeM

6— Montrer que pour M € F \ {0} assez proche de 0, on a e ¢ G.

7— Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de 0 dans L et un voisinage ouvert V de I,
dans GL,(R) tel que ¢|y soit un C*°-difféomorphisme de U sur V N G, ce qui acheve la
preuve du théoréeme de Von Neumann.

En particulier, L5 est 'espace tangent a G en I, et 'exponentielle réalise localement un
difféomorphisme entre L et G.
Solution :
1- Soit G C GL,(R) un sous-groupe de Lie. Soit (g, )nen € GY une suite dans G convergeant

vers un élément h € GL,(R). On montre que h € G. Comme G est une sous-variété de
GL,(R), il existe un ouvert U de GL,(R) contenant I,, tel que U NG est fermé dans U. On
a alors pour tout n € N que g,U NG est fermé dans g,U. Or il existe un rang ng tel que
pour n = ng, on a g, € gn U, et h € gp,U. On en déduit que h € G.
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2—

GL,(Q) n’est pas une sous-variété car non fermé dans GL,(R). On peut aussi le voir
directement en remarquant qu’une sous-variété dense d’une variété est necessairement un
ouvert de cette variété, ou bien qu’une sous-variété dénombrable est nécessairement discrete.
Un autre exemple est un sous groupe dense du tore T? obtenu comme orbite d’un flot de
translation de pente irrationnelle. On peut réaliser un tel sous groupe comme sous-groupe

de S! x S* = SO5(R) x SO2(R) C GL4(R).

Supposons qu'il existe U un ouvert de GL,(R) contenant I,,, V un ouvert de R™ et P :
U—V CR” un C°°-difféomorphisme tel que (U NG) = V NRP pour un certain p > 0.
On en déduit un atlas sur G. Pour g € G, on pose U, := gU, ¢, := pog~! (ou g~! désigne
la multiplication & gauche par g~ 1), et on définit A := {(U;NG, p,), g € G}. Les fonctions
de transitions sont C* de la forme ¢ o g o ¢""1p™!, qui est composée de quatre fonctions
C. La topologie est celle induite par GL,(R). Elle est donc séparée a base dénombrable.

Remarquons que Tpexp = Idyy, (r) donc la fonction exponentielle est un difféomorphisme
local en 0. L’application f : A, B + exp~!(exp(A) exp(B)) est ainsi bien définie pour A, B
assez proches de 0. On a par développement limité : f(A4, B) = f(0,0) + T'fo,0)(4A, B) +
o(||A]],]|B]]) (indépendamment du choix de la norme), ce qui se réécrit f(A,B) =0+ A+
B+ o(||A]|, ]| B]]) et ainsi edel = eAtBredlAILIBI),

L’homogénéité est immédiate par reparamétrisation. Soit A, B € L, t € R. On a exp(t(A+
B)) = limy_s 4 o0 (exp(tA/k) exp(tB/k))* d’apreés la question précédente. Or chaque terme de
cette suite est dans G. Comme G est fermé, on a donc que la limite exp(t(A+B)) € G. Ainsi
L est un sous-espace vectoriel de M, (R). Pour la stabilité par crochet, remarquons que
[A, B] = %\s:o exp(sA)Bexp(—sA). Il suffit donc de vérifier que exp(sA)Bexp(—sA) € Lg
pour tout s € R. Mais exp(t(exp(sA)Bexp(—sA))) = exp(sA) exp(tB) exp(—sA) € G car
A, B € Lg, ce qui conclut.

Pour alléger les notations, on prouve un résultat plus abstrait qui implique celui qu’on
veut démontrer. On montre que si £ est un espace euclidien, et P C E est un sous en-
semble fermé stable sous ’action de Z par multiplication scalaire et admettant 0 pour point
d’accumulation, alors P contient une droite. Cela permet de répondre a la question en po-
sant ' = E, P:= {M € F, eM ¢ G} fermé de E et stable par Z. En effet, P n’admet
pas 0 comme point d’accumulation, sinon il contiendrait une droite, contredisant 1’égalité
FNLg ={0}. Pour prouver le fait abstrait, on se donne une suite (zy)gen d’éléments de P
non nuls tendant vers 0. On note zj, € P le premier multiple entier positif de z;, de norme
> 1. La suite (},) admet un point d’accumulation sur la sphere unité S de E, on en choisit
un que 'on note y. On va voir que la droite Ry C P. Il suffit de prouver que [0,1].y C P.
Soit r € [0, 1], on pose z} € P le premier multiple entier positif de z;, de norme > r. Alors

la suite (z}) admet ry comme point d’accumulation (sinon, il existe € > 0 tel que pour k

assez grand on a d(z},ry) > ¢, i.e. d(%m’k’,y) > £ puis d(z},,y) > £ a partir d'un certain
rang car d(%x’k’,:rﬂc) — 0, d’ott une contradiction). Comme P est fermé, on en déduit que

ry € P, ce qui conclut.

On a Tyop(A, M) = A+ M donc Tggyp = Idp,w) est inversible. L’application ¢ est
donc un C*°-difféomorphisme local en (0,0). On se donne U C L voisinage ouvert de 0,
W C F voisinage ouvert de 0 tels que (U x W) := V est ouvert et ¢ : U — V un C*°-
difféomorphisme. Montrons que ¢(U) = VNG. 1l s’agit de vérifier I'inclusion réciproque. Si
edeM c VNG, avec Ac UM e W,onaeM ce 4G =G. Dapreés la question 6, on peut
choisir au préalable W assez petit pour que cela implique M = 0. On a alors I'inclusion
réciproque.



