Géométrie Différentielle, TD 9 du 2 Avril 2020

1. EXERCICES

1. Questions diverses

1- Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, v € E et AE* 'agébre extérieure de
E™ identifiée avec 1'algébre des formes multilinéaires alternées sur E. Montrer que le
produit intérieur par v est une dérivation de degré —1 de AE*.

2— Montrer que si Dy, Dy sont des dérivations d’une algébre graduée de degrés respectifs
r1,79 € Z alors [Dy, Dy| := D1 Dy — (—1)""2 Dy D; est une dérivation de degré rq + 7.

Solution :

1- On se donne a € APE*, f € AYE*. On doit montrer que
iv(aAB) = (i,a) NGB+ (=1)Pa A (i,f)
Par multilinéarité, on peut supposer que « =l; A---Al, et B =mqg A--- Amy On
note v; = v. Alors pour tous vecteurs vy, ..., v, € E, en développant le déterminant,
on a:
Qo (@) (Vay ..oy 0p) = iy (LA A (va, ..., vp)
== (ll AR /\lp)(vl,vg, c. ,’Up)
p . ~
= Z(—l)z_lli(?]l)(ll VANEIVAY lz VANCIVAN lp>(?]2, Ce ,'Up)
i=1

c’est-a-dire

p
i (@) = > (1) T L)l A AL A A,
i=1
En appliquant cette formule & Set a AB =L A---Al, Amg A--- Amgy, on a

i (B) = > (=1 (v )my Ao AT A A

j=1

et
p X ~

i (@NB) = D=1 W(v) b Ao AN ANl Amg A Amy,
=1
p+q

-+ Z (—1)j_1mj,p(v1)l1 A ---/\lp/\m1 N /\@/\/\mq
Jj=p+1
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Ce qui donne bien

i@ AB) = (=D A~ ALA--ALLAB

NS

1

ptq , .
+ an| X (—1)7_1mj_p(vl)m1/\~--/\m]-_p/\---/\mq>
J=p+1

= (o) AS+ (=Dfan (inf).

-
Il

2— Calcul direct.

2. Produit intérieur et dérivée de Lie

Soient X, Y des champs de vecteurs sur une variété M. On va s’inspirer de la preuve de
la formule de Cartan pour montrer que ¢([X,Y]) = Lx oi(Y) —i(Y) o Lx.

1- Montrer que i([X,Y]) et Lx 0i(Y) —i(Y) o Lx coincident sur les 0-formes et les
différentielles de O-formes.

2— Montrer que i([X,Y]) et Lx 0i(Y) —i(Y) o Lx sont des dérivations de degré —1.

3— Conclure.

Solution :
On note P:=Lx oiy —iy o Lx.
1- ijxy) et P coincident sur les 0-formes et les différentielles de 0-formes.
Soit f € C®(M). Alors P(f) =0—0 = ixyf.
En utilisant le fait que £z = iz o d sur les O-formes, on obtient :
ixy)(df) = df ([X,Y]) = Lix ) f
=LxLyf—LyLxf
= Lxiy(df) —iy odo Lxf
= Lxiy(df) — iy Lx(df)
= P(df)

2- ixy) et P sont des anti-dérivations
Cela découle de la question 2 du premier exercice.

3— Conclusion.

P et ixy) : QP(M) — QPTL(M) sont des opérateurs locaux (i.e. qui commutent a
la restriction a un ouvert de M). Pour montrer que Po = i[xyja on peut donc se
restreindre & un domaine de cartes, puis supposer que M = U ouvert de R™. On écrit
alors a = Y., a;dx;, A --- ANdx;, ot I est 'ensemble des p-uplets sans répétition
d’éléments de {0,...,n} ordonnés par ordre strictement croissant. On calcule par
propriété d’antidérivations que Pov = )., P(a;)dx;, A- - -Adw;, +a; P(dx;, A- - -Adx;,)
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et de méme pour ifxy). Il suffit donc de montrer que P(a;) = ix,yj(a;) (fait en
question 1), et P(dx;, A--- Adx;,) = ixy)(dzi, A--- Adz;,) (provient de la question
1 en raisonnant par récurrence). D’ou le résultat.

3. Divergence d'un champ de vecteurs

Soit M une variété différentielle, w une forme volume sur M, X un champ de vecteurs
sur M. On apelle divergence du champ X par rapport a la forme w la fonction div(X) €
C*°(M) définie par d(i(X)w) = div(X)w.

1- Montrer que le flot du champ X préserve la forme w si et seulement si la divergence
de X est nulle.

2— Dans le cas ou M = R", calculer la divergence d’'un champ X par rapport a la forme
volume canonique dx; A ... A dx,.

Solution :

1- La formule de Cartan donne que L¢w = digw+igdw. Ici, w est de degré maximal, donc
dw = 0, si bien que Lew = d(iew) = div(§)w. Mais rappelons qu'une des définitions
de Lew est %‘ o) w, ot ¢ est le flot de . Ainsi, w est invariante le long du flot
si et seulement si Lew = 0, i.e. si et seulement si div(¢§) = 0.

2- Siw = dx; A ... A dz,, alors par développement du déterminant par rapport a la

premiére colonne,

n

lew = —1i_lfld$1A...€x\iA...dxn.
3

=1

En différentiant, on trouve

d(iew) = E 82 dzy AL oA day,
i=1

ie. div(§) = % : on retrouve la formule habituelle pour la divergence.

4. Théoréme de Darboux

Soit M une variété de dimension 2n munie d'une 2-forme w fermée (i.e. dw = 0) et de
rang en tout point égal a 2n. On dit que w est une forme symplectique. On va montrer
que tout point p € M admet un voisinage U muni de coordonnées locales (z1,- - ,za,)
telles que

W\U = d[El VAN dZEQ + dlL’g VAN dZE4 + -+ dZL’Qn_l N d[EQn.
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On suppose tout d’abord n = 1. Montrer que si (y1, ) est un systéme de coordonnées
locales arbitraire en p, on peut trouver une fonction différentiable h telle que (y;, h)
soit un systéme de coordonnées répondant a la question sur un voisinage de p.

On étudie le cas général. Soit f une fonction différentiable telle que f(p) = 0 et
df, # 0. Montrer qu’il existe un unique champ de vecteurs X, sur M tel que ix,w = df,
et qu’il existe une fonction différentiable g telle que X5.g = 1 sur un voisinage de p.

Soit X le champ de vecteurs tel que iy, w = dg. Montrer qu’au voisinage de p on a :
CU(X17X2) =1let [Xl,XQ] =0
On considére alors un systéme de coordonnées locales (yi,- - ,y2,) au voisinage de

p telles que X; = a%- pour i = 1,2. Montrer que (1, -+ ,Z2,) == (—f,9,Y3,** , Yon)
est un systéme de coordonnées sur un voisinage V' de p et qu'on a

wy = di[fl A dl’g + Z aij($3, cee ,.l’gn)dfﬂi A diL‘j.

3<i<j<2n

Conclure.

Solution :

1—

Cherchons h. On a dy; Adh = dy; A g—;dyQ et w = fdy; A dy, au voisinage de p (pour
une certaine fonction f). Il s’agit donc de trouver h C* telle que 88_22 = f, ce qui se

résout en prenant par exemple (en coordonnées locales) : h(yy, y2) = 0y2 f(y1, t)dt.
Le couple (y;, h) définit bien une carte au voisinage de p car les formes linéaires dy;
et dh sur T,M sont indépendantes, donc (y;, h) est un difféomorphisme local en p.

Soit x € M. Comme w est de rang 2n, la fonction
TeM — TxM*
v = w(v,.)

est un isomorphisme. Il existe donc un unique vecteur X,(x) tel que ix,(yws = dfs.
Montrons que X5 est un champ de vecteurs C*°. Au voisinage d’un point a, dans

e . o .

une carte locale, w s’écrit w, = > 2w;;(z)dx; A dx;j, ot Qy := (w;j(x))1<i j<on Matrice
i<j

antisymétrique de rang 2n représentant la forme bilinéaire w,.

Alors ix,(z)w, = df, se réécrit :

c’est a dire
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ou encore Q,(Xy(z)) = V. f, i.e. Xo(z) = Q; 'V, f, donc Xy est C*.

3- On a, au voisinage de p, w(X1, X2) = ix,(w(X1,.)) = ix,ix,w = ix,dg = dg.Xo = 1.
Pour le crochet de X7 et X5, on utilise la formule de ’exercice 2 appliquée a la forme
w (et la formule de Cartan) :

i[Xl,Xg]w = EXliXQW — ixgﬁxlw
= ﬁxliXQLu — iXQ(d(iX1W) -+ in (dw))
= Ly ix,w — ix,(d(ix,w)) car w est fermée
- EXliX2W - iX2 (d(dg)>
= Lx,ix,w cardod =20

= d(ix, (ix,w)) + ix, (d(ix,w))
= d(ix, (ix,w)) + ix, (d(df))
=d(z—1)

=0

Comme w est de rang 2n, cela montre que [ X7, X5] = 0 au voisinage de p (cf isomor-

phisme de la question précédente).

4- On a
% =df. X, =ix, (df) = ix,ix,w = w(Xp, X1) = ~1
a_yf =df Xy = ix,(df) = ix,ix,w = w(Xg, Xo) =0

2
Deméme,g—ygl:Oetﬁzl.

Oy

La jaCObienne de (_f7 9,93, - 7y2n) s’écrit alors

100 - 0

010 - 0

771 0 0

0

S R

7?70 -+ 0 1
et est donc inversible ; Uapplication ¥ = (—f, g,vs, -, Y2,) définit donc un systéme

de coordonnées locales au voisinage de p.

Nous montrons que le poussé en avant ¢,w a la forme annoncée. On peut écrire en

coordonnées ¢,w sous la forme Yw = > a;j(z1, T2, 23, -, Ton)dr; A dxj. On
1<i<j<2n
calcule alors les coefficients de la forme a;;. Commencons par a;s.

D’une part,

wy (X1, Xa) = (Vuw)y(y) (T (X1), Ty (X)) = (%ﬁ*w)w(y)(a—w

oy

oW
’ 0y

(y)

oy 0 0, _ oy 0, [2) o
Ora_w_(_a_yfl’a_;?lvow" O)_eluet8_5;—(_8_5278_;;70,...,0)—62

Donc wy (X1, X2) = a2(¢(y)).

(y))
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D’autre part, w, (X1, X2) = 1, d’ott on conclut que 1 = ays.
Calculons maintenant a;; pour j > 3.

D’une part,

0 0 g 0
wy (X1, Ty 5=) = (Ve0)u) (T (X1), 5—) = Wy (5, g,) = @i )

J

D’autre part,

0 0 0

0
—1 - -1 _ -1 — =
wy(Xl,T%(y)a—%) = dgy(T%(y)a—%) =d(go %(y)a—xj) = d902(a—xj) =0

Ainsi a1; =0si j > 3.
Finalement, ¢,w s’écrit
Yew = dry A dxg + E a;j(z1, T2, T3, -+, Top)dx; A dz;
3<i<j<2n

Enfin, en écrivant diy,w = 0, on obtient que pour j > i > 3, %‘;if = %‘g =0, et donc

Vew = day A drg + Z aij(z3, -+, Ton)dz; A dx;

3<i<j<2n

5— On considére la sous-variété M’ de M au voisinage de p donnée par 'équation z; =
xg = 0 et la forme ' sur M’ donnée par ' = >  a;j(zs, -, 22,)dx; A dx;.
3<i<j<2n
Comme w est fermée et que d(dx; A dxs) = 0, on obtient que w’ est fermée. De plus,
w’ est bien de rang 2n —2 en tout point : si un vecteur v est dans le noyau de w’,, alors
(0,0,v) est dans celui de w, et donc v=0. Par récurrence, Il existe des coordonnées
locales (24, - -+ , x,,) sur M’ telles que ' = day Ada)y+- - - +dxh, | Adxh,. On obtient
alors que (xq,x9, 2%, -+ ,xh,) est un systéme de coordonnées locales au voisinage de
p et que w' = dxy A dxg + day Adxly + - -+ dady, | A dah,.

5. Lemme de Poincaré

Soit U un ouvert étoilé en 0 de R™.

1- Soit X un champ de vecteur complet sur U, de flot ¢, et soit a une p-forme diffé-
rentielle sur U.

a) Vérifier que pour ¢t € R,
d

- (ph0)jumt = Lx(pi0)
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b) Supposons que la forme a est fermée. Montrer que pour tout ¢,t; € R la forme
Qf o — @f a est exacte, i.e. s’écrit comme la différentielle d'une (p — 1)-forme sur U.
Pour cela, on pourra remarquer que

t1 d
P, X — Py = /to (E‘Pta) dt

2— Soit X le champ de vecteurs sur U défini par X (x) = z. En utilisant la question
précédente avec t; = 0 et tg — —oo, montrer que toute forme fermée sur U est
exacte.

3— Soit M une variété. Montrer que toute forme fermée sur M est localement exacte.

Solution :

1- a) On remarque que

d * d * * *
%(qua)\u:t = @(%(@ta))mzo = Lx(p;a).

t1 d
0p Q. — Py = /to (E%a) dt,

En appliquant la formule de Cartan, la question 1.a), et en utilisant le fait que le tiré
en arriére d’une forme fermée est fermé, on obtient
d

Sgia = (doix +ix o d)(ia) = dlix(pia))

b) On écrit que

Par conséquent,

oha— o= /tl d(ix(ia)) dt = d (/t (ix (i) dt)

to to

2— Le flot du champ de vecteurs X est ¢;(x) = e'z. Les calculs de la question précédente
donnent, pour ty < 0 :
a— pp o= dw
ou
0
Wy (1, , Upo1) = / Qetp(€'x, ey, -+ etv,_q)dL.
to

En posant hy(x) = Az et en effectuant le changement de variable u = e, on voit que
a — hia = df), ou

1
(@\h(ﬁ; T 7,Up71) = / Up*lOéux(l’, U1, 7Up71)du~
A
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En faisant tendre \ vers 0, on voit que a = df3, avec

1
ﬁx(vly e 7’Up71) = / up_laux(x,vh T >Up71)du-
0

3— Soit a forme fermée sur M et x € M. Il existe un voisinage V' de z difféomorphe a la
boule unité de R" (étoilée en x) par un difféomorphisme . Alors di),av = 1. da = 0,
donc Y.« est fermée sur la boule unité. D’aprés la question précédente, il existe (8
telle que Y. = df. Alors a = ¢¥*df = d(¢*3) sur V : «v est localement exacte.



Géométrie différentielle — 02/04,/2020 9

2. INDICATIONS

Exercice 1 :

1 : Soit @ € APE* une forme p-linéaire alternée sur E s’écrivant v = [3 A---Al, o l; € E*.

Soit vy, ...,v, € E. Montrer que en développant un déterminant que :
p . ~
fu (@) (V2 0p) = > (=D T () (A AL A AL (02, )
i=1

2 : Il n’y a pas de miracle, c¢’est un calcul direct.

Exercice 2 :

2.1 : Remarquer que iy y)df = Lixy)f = Lx(Ly f) — Ly (Lx f)
2.3 : Remarquer que i([X,Y]) et Lx 0i(Y) —i(Y) o Lx sont des opérateurs locaux. On
peut donc se ramener au cas o M = R" en se placant dans une carte.

Exercice 3 :
3.1 : Formule de Cartan.

3.2 : En développant le déterminant par rapport a la premiére colonne, on a que pour
r € R,

n

tpdxy A -+ Ndz, = Z(—l)i_lxi dzy A ... Ea: oA day,.

=1

Exercice 4 :
4.1 : Au voisinage de p, on peut écrire w = fdy; A dyy ot f est C*. Il s’agit donc de
résoudre l'équation fdy; A dys = dy; N dh.

4.2 : Pour construire X, se rappeler du fait suivant : si une forme bilinéaire B sur un
espace vectoriel ' de dimension finie est non dégénérée, alors toute forme linéaire sur £
s’écrit de fagon unique sous la forme B(v,.) pour un certain v € E.

Pour construire g : redresser localement X5 en un champ constant.

4.3 : Vérifier la nullité du crochet en montrant que i[x, x,jw = 0 au voisinage de p. Pour
cela utiliser le résultat démontré dans I'exercice 2 ainsi que la formule de Cartan pour
développer les dérivées de Lie.
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4.4 : On peut supposer que M = R* p = 0et yi,..., Y2, est le systéme de coordonées
standard. Montrer que la différentielle en 0 de I'application (—f, g,ys, - , yan) s'écrit

100 - 0
0O 10 - 0
71 0 -0
g )

: 0
770 - 0 1

Ecrire ensuite w sous la forme
w= E ij(T1, To, T3, Top)dw; A dj
1<i<j<2n

est évaluer en de bons champs de vecteurs pour montrer que certains coefficients sont
nuls. Vérifier enfin 'indépendance en x1, x5 en utilisant que w est fermée.

4.5 : Récurrence.

Exercice 5 :
5.2 b) : Montrer que
t1
e pia=d( [ Gxteiana)
to
5.3. D’aprés la question précédente,
o — @) a = dwy,

ou la forme wy, peut étre explicitée (ici, p;(z) = e'x). Montrer que ;a0 — 0 et dwy, — dw
pour une certaine forme dw quand t, tend vers —oo.



